Dilezité priklady — absolutni konvergence

VySetiete konvergenci a absolutni konvergenci integrala.

1
Priiklad 1 / x%dx, kde a € R.
0

Ndvod: Protoze integrand je nezédporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.

Pro a # —1 je
+1

/ocadxg r
a+1

primitivn{ funke{ k funkci z* na (0,1). Odtud je zfejmé, ze pro a > —1 integral
konverguje a pro a < —1 diverguje.

Proa=-1je
1
/ —dr €z
x
primitivni funkci k funkci % na (0,1).! Odtud je ziejmé, ze pro a = —1 integrél
diverguje.

Zavér: Konverguje (absolutné) pro a > —1.

—+o0
Piiklad 2 / x%dx, kde a € R
1

Ndvod: Protoze integrand je nezdporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.

Proa # —1 je
/wadazg ™
Ta+l

primitivni funke{ k funkci % na (1,4+00). Odtud je ziejmé, ze pro a < —1 integral
konverguje a pro a > —1 diverguje.

Proa= -1 je
1
/ ~de €z
T
primitivn{ funkef k funkei 2 na (1,+00). Odtud je ziejmé, ze pro a = —1 integral
diverguje.

Zaveér: Konverguje (absolutné) pro a < —1.
1/e
Piiklad 3 / 2% Inzl®dz, a,b € R.
0

Navod: Protoze integrand je nezaporny, stac¢i vySetfovat absolutni konvergenci. Navic
je spojity na (0,1/€].
1. Uvazujme nejprve ptipad a = —1. Tedy vySetfujeme integral

/l/e |11’1$‘b de
0 x

1) proto nemusime psét ve vysledku absolutni hodnotu




Substituujeme y = — Inx a dostdvame

/ y" dy,
1

ktery konverguje pravé tehdy, kdyz b < —1.
2. Necht a > —1. Potom existuje € > 0 tak, Ze a — e > —1 a plati, ze

a—e E —€

*|nz|’ =z |Inz|® < z%°,

na néjakém intervalu (0, m). Konstanta m zdvis{ na konkrétnich hodnotéch b,e, ale
existuje vzdy nebot

lim z°|Inz|® =0 pro kazdé e > 0a b e R,
x—0+

a tudiz podle definice limity mus{ existovat okoli nuly , tedy interval (0,m) tak, ze
2| Inzl® < 1.

Podle srovnédvaciho kritéria tedy v piipadé, ze a > —1 a b € R integral konverguje
(absolutneé).
3. Necht a < —1. Potom existuje € > 0 tak, ze a + ¢ < —1 a plati, ze

b
a+8|lnx| ate
T 2°

a+e —€

xa\lna:|b— |lnx\ ,

na né&jakém intervalu (0,m’). Konstanta m’ zdvis{ na konkrétnich hodnotédch b, e, ale
existuje vzdy nebot

lim z ¢|lnz|® = 0o pro kazdé e > 0 a b e R,
x—0+

a tudiz podle definice limity mus{ existovat okolf nuly , tedy interval (0, m’) tak, Ze
2 | Inz” > 1.
Podle srovnavaciho kritéria tedy v piipadé, ze a < —1 a b € R integrdl diverguje.
Priklad 4 (a)/ —F—dz, a,beR.
zoIn’

+oo
(b)/ 7bdx, a,beR.
2 x%1In’ x

Ndvod: Protoze integrand je nezdporny, staci vySetfovat absolutni konvergenci.
1. Necht je nejprve a > 1. Potom existuje € > 0 tak, Zze a — € > 1 a plati, Ze

1 1 1 1
= . <
zeln® 2 ze=¢ gelnbax — z0c

na né&jakém intervalu (M, +o00). Konstanta M zavisi na konkrétnich hodnotéch b, ¢,
ale existuje vzdy nebot

hm#:o pro kazdé e >0 abeR,
e—oo g In’ x



a tudiz podle definice limity musi existovat okoli nekoneéna, tedy interval (M, +o0)
tak, ze
1

zeIn®z

_ 1
zelnbz

Podle srovnéavaciho kritéria tedy v pfipadé, ze a > 1 a b € R oba integraly konverguji
(absolutné).
2. Necht je nynf a < 1. Potom existuje € > 0 tak, Ze a + ¢ < 1 a plati, ze
€
1 1 LA 1

zelnbz xete Inbg T xote

na né&jakém intervalu (M’ +o00). Konstanta M’ z4visi na konkrétnich hodnotach b, ¢,
ale existuje vdy nebot

€

lim xb = 400 pro kazdé e > 0 a b € R,
Tr—r0o0 ln xT

a tudiz podle definice limity mus{ existovat okoli nekoneé¢na, tedy interval (M’, 4+o00)
tak, ze

a:E

= >1

In” x

Podle srovnéavaciho kritéria tedy v pfipadé€, ze a < 1 a b € R oba integraly diverguji.
3. Necht @ = 1. PouZijeme substituci ¢ = Inz a dostaneme tak ekvivalentni in-

tegraly . .
< 1  dt
/ 5 dr = / w
1 zln’x 0 t

oo g oo dt
- dr = b
2 zln’z m2 t

O prvnim integrdlu vime z pfedchozich dvou piikladi, Zze diverguje pro kazdé b € R.
O druhém integralu vime z pfedchozich dvou ptikladu, ze konverguje pro b > 1 a
diverguje v jiném piipadé.

Zavér: Integral (a) konverguje (absolutné) pro a > 1, b € R, jinak diverguje.
Integral (b) konverguje (absolutné) pro a > 1, b € R a pro a = 1, b > 1, jinak
diverguje.

—+o0
Piiklad 5 (a) / z%e? dx
+o0 0
(b) / %" dx
1

Navod: Protoze integrand je kladny, sta¢i vySetfovat absolutni konvergenci.
Ptipad a = b = 0 je trividlni, oba integraly diverguji.

Proa=0ab#0 plati, ze
/ebz dz £ %ebm

a tudiz pro a = 0, b > 0 integraly diverguji a pro a = 0 a b < 0 integraly konverguji.
Nyni bychom mohli provést substituci ¢ = €”, potom bychom dostali ekvivalentn{

integraly
“+ o0 —+o0
/ 2% dx = / In®¢°7 1 dt
0 1



+oo i —+oo
/ 2% dx = / In®¢¢°7 1 dt
1 e

o kterych vime z pfedchoziho piikladu, ze konverguji (absolutné) pro b—1 < —1, tedy
pro b < 0 a v pifpadé (b) navic prob=0aa < —1.

Ukézeme jesté postup analogicky postupu v pfedchozim piikladu.

1. Necht je nejprve b > 0. Potom existuje € > 0 tak, Ze b — ¢ > 0 a plati, Ze

mzLeba; — (xaeszc) e(bfs)w > e(bfs):t

na néjakém intervalu (M, +o0). Konstanta M zdvisi na konkrétnich hodnotéch b, ¢,
ale existuje vzdy nebot

lim z%e*" = +oo pro kazdé e > 0 a b € R,
xTr—r0o0
a tudiz podle definice limity mus{ existovat okoli nekoneéna, tedy interval (M, +o0)
tak, ze
x%e > 1.
Podle srovndvaciho kritéria (viz vysledek pro a = 0, b > 0) tedy v piipadé, ze a € R a
b > 0 oba integrély diverguji.
2. Necht je nyni b < 0. Potom existuje € > 0 tak, ze b+ ¢ < 0 a plati, ze
xaebz _ ﬂ e(b+s)z < e(b+s)z
eE.’l‘
na néjakém intervalu (M’, +o00). Konstanta M’ zavisf na konkrétnich hodnotach b, e,
ale existuje vzdy nebot

lim
r—o00 T

=0 pro kazdé e > 0 a a € R,

a tudiz podle definice limity mus{ existovat okoli nekoneéna, tedy interval (M’, 4+o00)
tak, ze

<.

eE"L‘ -

Podle srovnévaciho kritéria tedy v piipadé, ze a € R a b < 0 oba integraly (absolutné)
konverguji.

3. Pokud b = 0, pak vime z pfedchoziho pfikladu, Ze integral (a) diverguje vzdy a
integrél (b) konverguje pro a < —1.
Lcosx

xa

Lsi

Piiklad 6 (a)

nax dx, a € R, (b) dr, a € R.

0
Upozornéni: chovdani sinu a kosinu na okoli nuly je podstatnym zpiusobem
Jiné.

Ndvod: Uvédomme si, ze oba integrandy na (0, 1) C (0,7/2) neméni znaménko a staci
tedy vysetfovat absolutni konvergenci.
(a) Pouzijeme limitn{ srovnévaci kritérium. Plat{, ze
sinx

lim =1,
x—0+ xr




a proto plati

. a
lim %— =1,
x—04+ —=

@

tudiz plati, ze integral (a) konverguje (absolutng), pravé kdyz konverguje integral

1 1
x 1
—adx:/ — dz
o T o T

o kterém vime, ze konverguje (absolutné) pro a — 1 < 1, tudiz pro a < 2.
(b) Pouzijeme limitn{ srovndvaci kritérium. Plati, ze

cos T
lim =1,
z—0+ 1
a proto plati
cos T
lim ””la =1,
x—04 o

tudiz plati, ze integral (b) konverguje (absolutné), pravé kdyz konverguje integral

1
1
/—dw

o Z¢

o kterém vime, ze konverguje (absolutné) pro a < 1.

Piiklad 7 (a)/ |smx| z, a € R, (b)/ %dw, a€R.
1

Ndavod:

(a) Necht je a > 1. Pak |f(z)| < -% a tedy integral konverguje diky srovnévacimu
kritériu.

Méjme a < 0. Ukdzeme divergenci pomoci BC podminky. Zvolme ¢ = 2 - (27)~¢
Dale polozme x1 = 2nw a 2 = (2n + 1)7.

Pak
2n+1)mw _: 2n+1)mw 1 1 (2n+1)mw
z)dz| = / A > / sinzdr = / sinz dzx
2nm z* 2nm (Qnﬂ)a (27’171’)“ 2nm
1 (2n+1)mw 2 2
- _ - > )
(2n7r)“[ €08 T]ax (2nm)e — (2m)e

Necht 0 < a < 1. Opét ukézeme divergenci z BC podminky. Uvazujme x1 = 2nm
a ro = 2mm, kde n < m. Pak

2mm | o m—1 a(k4+1)mw m 2(k+1)7 1
z)dzx :/ Mdm:Z/ |smx\d Z/ ——————|sinz|dz
2nm e k=n 2km —n 2k (2(k+ l)ﬂ-)a
m—1 2(k+1)m -1
1
= —_ sinz|dz =
> e Ly, = o 2 g

Protoze je ale fada ) ;7 ; m divergentni, tak nespliiuje BC podminku pro fady.
Tedy existuje € > 0 takové, zZe pro vSechna ng existuje n > np a m — 1 > ng tak, ze
Dy (k+1)‘1 > €.

ot



Dohromady tedy pro puvodni odhad mame
T2
/ f(z)dz
1

dx konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1.

> e
2m) "

tedy integral diverguje.
. *° | sinz|
Zaver: -
1 x*

(b) Postupujeme analogicky. Piipadné pfevedeme na pfedchozi pifpad pomoci
vzorce cos x = sin(x + )

Zaver: / |(:07i:r\ dx konverguje pravé tehdy, kdyz a > 1.
1 x

Dailezité priklady — neabsolutni konvergence

400 _: +0o0
Piiklad 8 / L e a / BT 1z, kde a € R.
1 1

x xo

Integraly konverguji neabsolutné pro a € (0, 1]. K dukazu je potfeba Abel-
Dirichletova véta (kterd se nékteré semestry neprobird).



