
Důležité př́ıklady – absolutńı konvergence

Vyšetřete konvergenci a absolutńı konvergenci integrál̊u.

Př́ıklad 1

∫ 1

0

xa dx, kde a ∈ R.

Návod: Protože integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.
Pro a ̸= −1 je ∫

xa dx
C
=

xa+1

a+ 1

primitivńı funkćı k funkci xa na (0, 1). Odtud je zřejmé, že pro a > −1 integrál
konverguje a pro a < −1 diverguje.

Pro a = −1 je ∫
1

x
dx

C
= lnx

primitivńı funkćı k funkci 1
x

na (0, 1).1 Odtud je zřejmé, že pro a = −1 integrál
diverguje.

Závěr: Konverguje (absolutně) pro a > −1.

Př́ıklad 2

∫ +∞

1

xa dx, kde a ∈ R

Návod: Protože integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.
Pro a ̸= −1 je ∫

xa dx
C
=

xa+1

a+ 1

primitivńı funkćı k funkci xa na (1,+∞). Odtud je zřejmé, že pro a < −1 integrál
konverguje a pro a > −1 diverguje.

Pro a = −1 je ∫
1

x
dx

C
= lnx

primitivńı funkćı k funkci 1
x

na (1,+∞). Odtud je zřejmé, že pro a = −1 integrál
diverguje.

Závěr: Konverguje (absolutně) pro a < −1.

Př́ıklad 3

∫ 1/e

0

xa| lnx|b dx, a, b ∈ R.

Návod: Protože integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci. Nav́ıc
je spojitý na (0, 1/e].

1. Uvažujme nejprve př́ıpad a = −1. Tedy vyšetřujeme integrál∫ 1/e

0

| lnx|b

x
dx.

1) proto nemuśıme psát ve výsledku absolutńı hodnotu

1



Substituujeme y = − lnx a dostáváme∫ ∞

1

yb dy,

který konverguje právě tehdy, když b < −1.
2. Necht’ a > −1. Potom existuje ε > 0 tak, že a− ε > −1 a plat́ı, že

xa| lnx|b = xa−εxε| lnx|b ≤ xa−ε,

na nějakém intervalu (0,m). Konstanta m záviśı na konkrétńıch hodnotách b, ε, ale
existuje vždy nebot’

lim
x→0+

xε| lnx|b = 0 pro každé ε > 0 a b ∈ R,

a tud́ıž podle definice limity muśı existovat okoĺı nuly , tedy interval (0,m) tak, že

xε| lnx|b ≤ 1.

Podle srovnávaćıho kritéria tedy v př́ıpadě, že a > −1 a b ∈ R integrál konverguje
(absolutně).

3. Necht’ a < −1. Potom existuje ε > 0 tak, že a+ ε < −1 a plat́ı, že

xa| lnx|b = xa+εx−ε| lnx|b = xa+ε | lnx|b

xε
≥ xa+ε,

na nějakém intervalu (0,m′). Konstanta m′ záviśı na konkrétńıch hodnotách b, ε, ale
existuje vždy nebot’

lim
x→0+

x−ε| lnx|b = ∞ pro každé ε > 0 a b ∈ R,

a tud́ıž podle definice limity muśı existovat okoĺı nuly , tedy interval (0,m′) tak, že

x−ε| lnx|b ≥ 1.

Podle srovnávaćıho kritéria tedy v př́ıpadě, že a < −1 a b ∈ R integrál diverguje.

Př́ıklad 4 (a)

∫ +∞

1

1

xa lnb x
dx, a, b ∈ R.

(b)

∫ +∞

2

1

xa lnb x
dx, a, b ∈ R.

Návod: Protože integrand je nezáporný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.
1. Necht’ je nejprve a > 1. Potom existuje ε > 0 tak, že a− ε > 1 a plat́ı, že

1

xa lnb x
=

1

xa−ε
· 1

xε lnb x
≤ 1

xa−ε

na nějakém intervalu (M,+∞). Konstanta M záviśı na konkrétńıch hodnotách b, ε,
ale existuje vždy nebot’

lim
x→∞

1

xε lnb x
= 0 pro každé ε > 0 a b ∈ R,
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a tud́ıž podle definice limity muśı existovat okoĺı nekonečna, tedy interval (M,+∞)
tak, že ∣∣∣∣ 1

xε lnb x

∣∣∣∣ = 1

xε lnb x
≤ 1.

Podle srovnávaćıho kritéria tedy v př́ıpadě, že a > 1 a b ∈ R oba integrály konverguj́ı
(absolutně).

2. Necht’ je nyńı a < 1. Potom existuje ε > 0 tak, že a+ ε < 1 a plat́ı, že

1

xa lnb x
=

1

xa+ε
· xε

lnb x
≥ 1

xa+ε

na nějakém intervalu (M ′,+∞). Konstanta M ′ záviśı na konkrétńıch hodnotách b, ε,
ale existuje vždy nebot’

lim
x→∞

xε

lnb x
= +∞ pro každé ε > 0 a b ∈ R,

a tud́ıž podle definice limity muśı existovat okoĺı nekonečna, tedy interval (M ′,+∞)
tak, že

xε

lnb x
≥ 1.

Podle srovnávaćıho kritéria tedy v př́ıpadě, že a < 1 a b ∈ R oba integrály diverguj́ı.
3. Necht’ a = 1. Použijeme substituci t = lnx a dostaneme tak ekvivalentńı in-

tegrály ∫ +∞

1

1

x lnb x
dx =

∫ +∞

0

dt

tb∫ +∞

2

1

x lnb x
dx =

∫ +∞

ln 2

dt

tb

O prvńım integrálu v́ıme z předchoźıch dvou př́ıklad̊u, že diverguje pro každé b ∈ R.
O druhém integrálu v́ıme z předchoźıch dvou př́ıklad̊u, že konverguje pro b > 1 a

diverguje v jiném př́ıpadě.

Závěr: Integrál (a) konverguje (absolutně) pro a > 1, b ∈ R, jinak diverguje.

Integrál (b) konverguje (absolutně) pro a > 1, b ∈ R a pro a = 1, b > 1, jinak

diverguje.

Př́ıklad 5 (a)

∫ +∞

0

xaebx dx

(b)

∫ +∞

1

xaebx dx

Návod: Protože integrand je kladný, stač́ı vyšetřovat absolutńı konvergenci.
Př́ıpad a = b = 0 je triviálńı, oba integrály diverguj́ı.
Pro a = 0 a b ̸= 0 plat́ı, že ∫

ebx dx
C
=

1

b
ebx

a tud́ıž pro a = 0, b > 0 integrály diverguj́ı a pro a = 0 a b < 0 integrály konverguj́ı.
Nyńı bychom mohli provést substituci t = ex, potom bychom dostali ekvivalentńı

integrály ∫ +∞

0

xaebx dx =

∫ +∞

1

lna t tb−1 dt
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∫ +∞

1

xaebx dx =

∫ +∞

e

lna t tb−1 dt

o kterých v́ıme z předchoźıho př́ıkladu, že konverguj́ı (absolutně) pro b− 1 < −1, tedy
pro b < 0 a v př́ıpadě (b) nav́ıc pro b = 0 a a < −1.

Ukážeme ještě postup analogický postupu v předchoźım př́ıkladu.
1. Necht’ je nejprve b > 0. Potom existuje ε > 0 tak, že b− ε > 0 a plat́ı, že

xaebx = (xaeεx) e(b−ε)x ≥ e(b−ε)x

na nějakém intervalu (M,+∞). Konstanta M záviśı na konkrétńıch hodnotách b, ε,
ale existuje vždy nebot’

lim
x→∞

xaeεx = +∞ pro každé ε > 0 a b ∈ R,

a tud́ıž podle definice limity muśı existovat okoĺı nekonečna, tedy interval (M,+∞)
tak, že

xaeεx ≥ 1.

Podle srovnávaćıho kritéria (viz výsledek pro a = 0, b > 0) tedy v př́ıpadě, že a ∈ R a
b > 0 oba integrály diverguj́ı.

2. Necht’ je nyńı b < 0. Potom existuje ε > 0 tak, že b+ ε < 0 a plat́ı, že

xaebx =
xa

eεx
e(b+ε)x ≤ e(b+ε)x

na nějakém intervalu (M ′,+∞). Konstanta M ′ záviśı na konkrétńıch hodnotách b, ε,
ale existuje vždy nebot’

lim
x→∞

xa

eεx
= 0 pro každé ε > 0 a a ∈ R,

a tud́ıž podle definice limity muśı existovat okoĺı nekonečna, tedy interval (M ′,+∞)
tak, že

xa

eεx
≤ 1.

Podle srovnávaćıho kritéria tedy v př́ıpadě, že a ∈ R a b < 0 oba integrály (absolutně)
konverguj́ı.

3. Pokud b = 0, pak v́ıme z předchoźıho př́ıkladu, že integrál (a) diverguje vždy a

integrál (b) konverguje pro a < −1.

Př́ıklad 6 (a)

∫ 1

0

sinx

xa
dx, a ∈ R, (b)

∫ 1

0

cosx

xa
dx, a ∈ R.

Upozorněńı: chováńı sinu a kosinu na okoĺı nuly je podstatným zp̊usobem
jiné.

Návod: Uvědomme si, že oba integrandy na (0, 1) ⊂ (0, π/2) neměńı znaménko a stač́ı
tedy vyšetřovat absolutńı konvergenci.

(a) Použijeme limitńı srovnávaćı kritérium. Plat́ı, že

lim
x→0+

sinx

x
= 1,
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a proto plat́ı

lim
x→0+

sin x
xa

x
xa

= 1,

tud́ıž plat́ı, že integrál (a) konverguje (absolutně), právě když konverguje integrál∫ 1

0

x

xa
dx =

∫ 1

0

1

xa−1
dx

o kterém v́ıme, že konverguje (absolutně) pro a− 1 < 1, tud́ıž pro a < 2.
(b) Použijeme limitńı srovnávaćı kritérium. Plat́ı, že

lim
x→0+

cosx

1
= 1,

a proto plat́ı

lim
x→0+

cos x
xa

1
xa

= 1,

tud́ıž plat́ı, že integrál (b) konverguje (absolutně), právě když konverguje integrál∫ 1

0

1

xa
dx

o kterém v́ıme, že konverguje (absolutně) pro a < 1.

Př́ıklad 7 (a)

∫ ∞

1

| sinx|
xa

dx, a ∈ R, (b)
∫ ∞

1

| cosx|
xa

dx, a ∈ R.

Návod:
(a) Necht’ je a > 1. Pak |f(x)| ≤ 1

xa a tedy integrál konverguje d́ıky srovnávaćımu
kritériu.

Mějme a ≤ 0. Ukážeme divergenci pomoćı BC podmı́nky. Zvolme ε = 2 · (2π)−a.
Dále položme x1 = 2nπ a x2 = (2n+ 1)π.

Pak∣∣∣∣∫ x2

x1

f(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ (2n+1)π

2nπ

sinx

xa
dx ≥

∫ (2n+1)π

2nπ

1

(2nπ)a
sinx dx =

1

(2nπ)a

∫ (2n+1)π

2nπ

sinx dx

=
1

(2nπ)a
[− cosx]

(2n+1)π
2nπ =

2

(2nπ)a
≥ 2

(2π)a
.

Necht’ 0 < a ≤ 1. Opět ukážeme divergenci z BC podmı́nky. Uvažujme x1 = 2nπ
a x2 = 2mπ, kde n < m. Pak∣∣∣∣∫ x2

x1

f(x) dx

∣∣∣∣ = ∫ 2mπ

2nπ

| sinx|
xa

dx =

m−1∑
k=n

∫ 2(k+1)π

2kπ

| sinx|
xa

dx ≥
m−1∑
k=n

∫ 2(k+1)π

2kπ

1

(2(k + 1)π)a
| sinx| dx

=

m−1∑
k=n

1

(2(k + 1)π)a

∫ 2(k+1)π

2kπ

| sinx| dx =
4

(2π)a

m−1∑
k=n

1

(k + 1)a
.

Protože je ale řada
∑∞

k=1
1

(k+1)a
divergentńı, tak nesplňuje BC podmı́nku pro řady.

Tedy existuje ε > 0 takové, že pro všechna n0 existuje n > n0 a m − 1 > n0 tak, že∑m−1
k=n

1
(k+1)a

> ε.

5



Dohromady tedy pro p̊uvodńı odhad máme∣∣∣∣∫ x2

x1

f(x) dx

∣∣∣∣ > 4

(2π)a
ε,

tedy integrál diverguje.

Závěr:

∫ ∞

1

| sinx|
xa

dx konverguje právě tehdy, když a > 1.

(b) Postupujeme analogicky. Př́ıpadně převedeme na předchoźı př́ıpad pomoćı
vzorce cosx = sin(x+ π

2
)

Závěr:

∫ ∞

1

| cosx|
xa

dx konverguje právě tehdy, když a > 1.

Důležité př́ıklady – neabsolutńı konvergence

Př́ıklad 8

∫ +∞

1

sinx

xa
dx a

∫ +∞

1

cosx

xa
dx, kde a ∈ R.

Integrály konverguj́ı neabsolutně pro a ∈ (0, 1]. K d̊ukazu je potřeba Abel-
Dirichletova věta (která se některé semestry neprob́ırá).
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