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Teorie

1. typ R
(
x, m

√
x+ a

)
Uvažme nejprve typ R(x, m

√
x+ a), kde a je reálné č́ıslo a m přirozené č́ıslo ostře

větš́ı než 1. V takovém př́ıpadě lze použ́ıt substituci

t = m
√
x+ a

s přihlédnut́ım ke vztah̊um

x = tm − a, dx = mtm−1 dt.

2. typ R
(
x, m

√
ax+b
cx+d

)
,

kde m ∈ N, m > 1, a, b, c, d ∈ R a R(x, y) je racionálńı funkce dvou proměnných,
lze převést na integrál z racionálńı funkce substitućı (je-li ad ̸= bc)

t = m

√
ax+ b

cx+ d
.

Odtud dostáváme, že

x =
dtm − b

a− ctm
:= ω(t)

a následně

dx = ω′(t)dt =
mdtm−1(a− ctm) +mctm−1(dtm − b)

(a− ctm)2
dt =

m(ad− bc)tm−1

(a− ctm)2
dt.

3. typ R
(
x,

√
ax2 + bx+ c

)
1. Kvadratický trojčlen ax2 + bx+ c má jeden dvojnásobný reálný kořen.

Začněme t́ım nejjednodušš́ım př́ıpadem. Pokud trojčlen ax2 + bx + c má
jediný dvojnásobný kořen x1 a a > 0,1 potom se odmocniny zbav́ıme snadno
ihned √

ax2 + bx+ c =
√
a|x− x1|.

Může vést na lepeńı.

1) jinak je odmocnina dobře definována pouze v jednom bodě
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2. Kvadratický trojčlen ax2 + bx+ c má dva reálné kořeny.

Necht’ kvadratický trojčlen ax2 + bx+ c má dva reálné kořeny x1 a x2, tedy
lze psát

ax2 + bx+ c = a(x− x1)(x− x2).

Potom integrály typu R
(
x,

√
ax2 + bx+ c

)
lze řešit Eulerovou substitućı

t =

√
a
x− x1
x− x2

, odkud x =
ax1 − x2t

2

a− t2
, dx =

2a(x1 − x2)t

(a− t2)2
dt.

3. Kvadratický trojčlen ax2 + bx + c nemá reálný kořen. Pokud kvadratický
trojčlen ax2 + bx + c nemá žádné reálné kořeny, pak aby odmocnina měla
smysl, muśı být a > 0. Z neexistence kořen̊u nav́ıc vyplývá, že c > 0. Lze
použ́ıt jedné z následuj́ıćıch dvou Eulerových substitućı

t =
√

ax2 + bx+ c± x
√
a, (1)

xt =
√

ax2 + bx+ c+
√
c. (2)

Např́ıklad z prvńı substituce lze vyjádřit, že

t∓ x
√
a =

√
ax2 + bx+ c

(t∓ x
√
a)2 = ax2 + bx+ c

t2 ∓ 2tx
√
a = bx+ c

x =
t2 − c

b± 2t
√
a

a odtud máme, že √
ax2 + bx+ c = t∓

√
a

t2 − c

b± 2t
√
a
.

a

dx = ±2(
√
a(c+ t2)± bt)

(b± 2
√
at)2

dt.

4. Existuje ještě jiná, v jednodušš́ıch př́ıpadech častěji využ́ıvaná možnost, založená
na transformaci kvadratického trojčlenu na kanonický tvar - převodem na
čtverec. Následně lze už́ıt hyperbolické nebo goniometrické substituce.

U všech typ̊u substitućı je potřeba pečlivě zkontrolovat definičńı obory a podmı́nky.
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