
Př́ıklady na Laplaceovu transformaci
Na zápočet je třeba źıskat alespoň 15 bod̊u z Laplaceovy transformace (Fourierova

nebude u zkoušky, tedy ji nebudeme již dále ani procvičovat). Pokud budete mı́t pouze
n bod̊u, spočtěte 15−n př́ıklad̊u dle vlastńıho výběru. Př́ıklady na diferenciálńı rovnice
ještě přibudou.

1 Teorie

Definice 1. Necht’ f : [0,∞) → R je funkce. Jej́ı Laplaceovou transformaćı rozumı́me
funkci

L(f)(x) :=

∫

∞

0
f(t)e−xt dt,

kde x je reálné č́ıslo. (Lze ji definovat i pro č́ısla komplexńı, čehož budeme občas
využ́ıvat.)

Věta 2 (Základńı věta kalkulu). Necht’ f je spojitá reálná funkce definovaná na
uzavřeném intervalu [a, b]. Necht’ F je jej́ı neurčitý integrál na [a, b]. Pak

∫ x

a

f(t) dt = F (x) − F (a).

Definice 3. Vezměme pro a > 0 funkci

fa(t) =

{

1
a
; 0 ≤ t ≤ a;

0; t > a,

Limita lima→0+ fa se nazývá Diracova delta funkce δ0(t). Má hodnotu ∞ v 0 a 0 jinde.

 L(δ(x)) = 1.

Definice 4. Konvoluce na (0,∞) dvou funkćı f a g je funkce

(f ∗ g)(t) =

∫ t

0
f(y)g(t− y)dy.

Zřejmě f ∗ g existuje, pokud jsou obě funkce f , g po částech spojité na (0,∞).

Věta 5. Necht’ f a g jsou po částech spojité a exponenciálně omezené na (0,∞). Pak

 L(f ∗ g) =  L(f) L(g)

.

Věta 6. Necht’ g je holomorfńı funkce v C \ {z1, . . . , zn} a existuj́ı k, p > 0 tak, že
|g(z)| ≤ k|z|−p pro dostatečně velká |z|. Potom

 L−1(g(z))(s) =
n
∑

i=1

reszi(g(z)exz).
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2 Př́ıklady

1. Spočtěte Laplaceovu transformaci následuj́ıćıch funkćı

(a) −3 sin 3t (zderivujte cos 3t)

(b) cos(3t− π)u(3t− π) (posunut́ı a násobeńı)

(c)

f(t) =

{

te2t; 0 ≤ t ≤ 2;
t4; 2 < t < 5

(Skoková funkce)

(d)

f(t) =

∫ t

0

sinu

u
du

(e)

f(t) =

{

sin t; 0 < t < π;
0; π < t < 2π,

periodicky rozš́ı̌rená s periodou 2π.

(f) δ(t− 2)

2. Udělejte zpětnou Laplaceovu transformaci následuj́ıćıch funkćı

(a) 3s
s2+16

+ 5
s2+4

(b) 1
(s−1)2+4

(posunut́ı)

(c) e−πs/3

s2+1
(Skoková funkce)

(d)
1

s2+4

s

(Integrál)

(e) 1
(s−1)(s−2) (konvoluce)

(f) 2s+3
s2+4s+3

(rezidua)
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