12. cviceni

1 Teorie

Definice 1. Necht f :[0,00) — R je funkce. Jeji Laplaceovou transformaci rozamime
funkci

L(f)(z) := /OOO f(t)e ™ dt,

kde = je realné ¢islo. (Lze ji definovat i pro ¢isla komplexni, ¢ehoz budeme obcas
vyuzivat.)

Véta 2 (Zakladni véta kalkulu). Necht f je spojitd redlnd funkce definovand na

uzavieném intervalu [a,b]. Necht F je jeji neurcity integral na [a,b]. Pak

/ f(t)dt = F(z) — F(a).
Definice 3. Vezméme pro a > 0 funkci

1
= 0<t<a
— a7 —_ —_ b
fa(t) { 0; t>a,
Limita lim,_,o+ fq se nazyva Diracova delta funkce 6o(t). Ma hodnotu oo v 0 a 0 jinde.
L(o(x)) = 1.

Definice 4. Konvoluce na (0,00) dvou funkei f a g je funkce

o= [ ' Fglt — y)dy.

Ziejmé f x g existuje, pokud jsou obé funkce f, g po Castech spojité na (0, c0).

Véta 5. Necht f a g jsou po ¢dstech spojité a exponencidlné omezené na (0,00). Pak

L(f *g) = L(f)L(g)

Véta 6. Nechf g je holomorfni funkce v C\ {z1,...,2,} a existuji k,p > 0 tak, zZe
lg(2)| < k|z|7P pro dostatec¢né velkd |z|. Potom

n

Lo1(9(2))(s) = D resz,(g(2)e™).

i=1



2 Priklady
1. Vypocitejte diferencidlni rovnice a soustavy:
(a) ¥ +y = kua(t), y(0) =0, y'(0) =1, k > 0.
(b) y" +y" =€ +t+1,y(0) =y (0) = y"(0) = 0.
()

"y — sint; 0<t <,
LR t>m,

(d) y =—2,2" =y, y(0)=1, 2(0)=0
() ¥ +2 +y+z=1149y +2=¢, y0)=—1, 2(0) =2

2. Vypocitejte integralni rovnice :
(a) < > =12+ [y #y) sin(t — y)dy
(b) o(x) = A Jg e"Yo(y)dy = f(x)
(c) fo w)y(t —u)du = 2y(t) +t — 2
(d) fo u)y(t — u)du = 16 sin 4t (Netieba délat zpétného Laplace)
3. Vypocitejte diferen¢ni rovnice :
(a) 3y(t) —4y(t—1)+y(t—2)=t, y(t) =0prot <O0.

(b) spoctéte pomocnou ilohu k nésledujicimu piikladu, urcete Laplaceovu trans-
formaci funkce f(t) =", n <t <n+1.

(¢) ant2 —Banpt1 +6a, =0,a0=0,a; =1



