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Teorie

Lemma 1. Necht’ R je racionálńı funkce, která nemá póly na R a která nabývá na
R pouze reálných hodnot. Necht’ je holomorfńı na množině D := {z ∈ C;ℑz ≥ 0} s
výjimkou konečné množiny M lež́ıćı uvnitř D. Necht’ limz→∞R(z) = 0. Pak

∫ ∞

−∞
R(x)eixdx = 2πi

∑

w∈M

reswR(z)eiz

Lemma 2. Necht’ R je racionálńı funkce, R = P/Q, kde P , Q jsou polynomy s reálnými
koeficienty takové, že stupeň Q je alespoň o 2 větš́ı než stupeň P a Q nemá kořeny na
reálné ose. Necht’ M je množina všech kořen̊u Q, které maj́ı kladnou imaginárńı část.
Pak

∫ ∞

−∞
R(x)dx = 2πi

∑

w∈M

reswR(z)

Lemma 3. Necht’Q je racionálńı lomená funkce, necht’ izolované singulárńı body funkce

f(z) = Q

(

z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2zi

)

nelež́ı na jednotkové kružnici.
Pak

∫ 2π

0
Q(cosϕ, sinϕ)dϕ = 2πi

n
∑

k=1

reszk
1

iz
Q

(

z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2zi

)

,

kde zk jsou póly lež́ıćı ve vnitřńı oblasti jednotkové kružnice.

Př́ıklady

1. Spočtěte integrály

(a)
∫ 2π
0

dϕ
(2+cosϕ)2

(b)
∫ 2π
0

cos2 ϕdϕ
5+3 cosϕ

(c)
∫ π

−π
dϕ√

5+2 sinϕ

(d)
∫ 2π
0

dϕ
1−2a cosϕ+a2

, 0 < a < 1

2. Najděte inverzńı funkci (resp. funkce), nezapomeňte na def. obor jak f , tak f−1

(a) f(z) = 2z+1
z−1

(b) f(z) = iz + 1

(c) f(z) = 1
2

(

z + 1
z

)

(d) f(z) = cos z

1



3. Dokažte, že složeńım dvou lineárńıch lomených funkćı f(z) = az+b
cz+d

, ad − bc 6=
0,c 6= 0, vyjde opět lineárńı lomená nebo lineárńı funkce.

4. Mějme dány lineárńı lomenou funkci a 4 body z1 6= z2 6= z3 6= z4 6= −d/c.
Dokažte, že

f(z4)− f(z1)

f(z4)− f(z2)
:
f(z3)− f(z1)

f(z3)− f(z2)
=

z4 − z1
z4 − z2

:
z3 − z1
z3 − z2

5. Najděte lineárńı lomenou funkci f takovou, že f(0) = i, f(−1) = 1
2(1 − i),

f(−i) = 1 + i
2 .

(Hint: předchoźı př́ıklad.)

6. Pro posloupnosti komplexńıch č́ısel plat́ı věty o aritmetice limit pro reálná č́ısla
a nav́ıc:

lim
n→∞

xn + iyn = a+ bi

právě tehdy, když
lim
n→∞

xn = a

a zároveň
lim
n→∞

yn = b.

Spočtěte limity

(a) limn→∞
n

1−ni

(b) limn→∞ eni

2


