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Teorie

Definice 1. Bod uzévéru definiéntho oboru funkce f se nazyva singuldrnd, jestlize bud
f neni v tomto bodé definovand, nebo v tomto bodé neni holomorfni.

Singuldrni bod w € C funkce fse nazyva izolovany singuldrni bod (izolovana singu-
larita), jestlize existuje okoli U bodu w tak, ze f je holomorfni na mnoziné U \ w.

o0

Definice 2. Necht w je izolovand singularita funkce f a > > an(z —w)" je Lau-

rentova fada funkce f. Singularita ve w se nazyva

1. odstranitelnd, jestlize a,, = 0 pro vSechna zdporna n

2. pdl rddu k, jestlize ap # 0 a a,0 pro vSechna n < —k

3. podstatnd, jestlize a, # 0 pro nekoneéné mnoho zapornych n.
Véta 3. Nechf w je izolovand singularita funkce f

1. v bodé w je odstranitelnd singularita, pravé kdyz lim,_,,, f(z) € C

2. v bodé w je pdl fadu , prave kdyz lim,_,, f(z) = 0o

3. v bodé w je podstatnd singularita, pravé kdyz lim,_,,, f(z) neexistuje.
Véta 4. Bud a € C.

1. Bud f holomorfni v a, g at m4 v a jednoduchy pél. Potom

resq(fg) = f(a)resa(g).

2. Necht £, g, jsou holomorfni v a, g af ma v a jednoduchy kotfen. Pak

= (3) = 700

3. Af f ma v a pdl ndsobnosti n € N. Pak

— T Y (n—1)

resy f 21_1}(11 e 1)![(2 a)" f(z)] .

Definice 5. Funkci f(z) nazveme holomorfni v oo, je-li funkce f(1/z) holomorfni v
0. Laurentovou Tadou se stiedem v oo rozumime radu

e e R . 0
pricemz jeji reguldrni édsti rozumime ),

a hlavnd édsti fadu Y o | anz™. Reziduem v co rozumime —a_j.

(tedy tu ¢ast, kterd je holomorfni v co)



Definice 6. Necht je izolovand singularita funkce f. Reziduem funkce f v bodé zg -
piSeme res,, f nazyvame koeficient a_1 u (z — 29)~! v Laurentové fadé f v bodé 2.

Je-li 0o izolovanou singularitou funkce f, pak reziduem v oo funkce f nazyvame
ress f = (—a_1), kde a_1 je koeficient u (z — 21)~! v Laurentové fadé funkce f v bodé
oo. (Nezdvisi na zvoleném z.)

Véta 7 (Reziduova). Necht T' je jednoduse uzaviend kfivka, probfhand v kladném
smyslu vzhledem ke svému vnitiku. Necht déle jsou a1, as, . .., ax body z jejiho vnitiku.
Je-li f holomorfni na IntI"\ {a1,...,ax} a spojitd na IntI'\ {ay,...,ax}, pak je

k
/ f(z)dz = 2mi Z resq; f
r e

Véta 8. Necht f je holomorfni v C az na kone¢né mnoho izolovanych singularit a; € C,
j=1,2,... k. Pakje

k

Zresa]. f+reseo f=0.

J=1

Lemma 9. Je-li 29 € C izolovanou singularitou funkce f, pak je zgp pdlem f tehdy a
jen tehdy, jestlize existuje k € N a funkce h holomorfni na U(zy), h(zp) # 0, ze plati

f(2) = ——h(2),

(z — 20)k

pro z € U*(29) (k je pak nasobnost pélu).

Priiklady

1. Spoctéte integraly pfes kiivku C' zadanou predpisem:

(a) fcz(z o |2+ 1—i] =2
(b) fcz(z 1)27’23"‘3‘—2
() f02212”2_3‘:2
(d) fcz(z 12>m +2y° =2
(e) f032+4dz |z —i| =4

(f)

() fcm\zf?ﬂ:?)
(h)

h fc S0 T C je kladné orientovana kiuznice o stfedu 0 a poloméru 2.

f sz3+8dZ lz4+1+i|=3

2. Rozvinte funkci v Laurentovu radu

(2) f(z) =e!/?, 2= o0



(b) f(z) = 2%e!/?, 20 = o0
(©) £() = =gy, 20 = 0
(d) f(2) =In2E 2y = oo, (zderivujte a pak zintegrujte)

z—1’
3. Najdéte rezidua funkce f(z) ve vsech jejich singuldrnich bodech
(a) f(2) = =573

z

(b) f(2) = m




