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Teorie

Věta 1 (Cauchy). Necht’ f je holomorfńı na jednoduché uzavřené křivce ϕ a na jej́ım
vnitřku. Pak ∫

ϕ

f(z)dz = 0.

Věta 2 (Cauchẙuv vzorec). Necht’ f je holomorfńı na jednoduché uzavřené křivce ϕ a
na jej́ım vnitřku. Pak pro každý bod w lež́ıćı ve vnitřku ϕ plat́ı

1

2πi

∫
ϕ

f(z)

z − w
dz = f(w).

Důsledek 3. Necht’ f je holomorfńı na jednoduché uzavřené křivce ϕ a na jej́ım vnitřku.
Pak f má na vnitřku ϕ derivace všech řád̊u a pro každý bod w lež́ıćı ve vnitřku ϕ plat́ı

n!

2πi

∫
ϕ

f(z)

(z − w)n+1
dz = f (n)(w).

Př́ıklady

1. Vypoč́ıtejte křivkový integrál

(a)
∫
ϕ
zdz, ϕ je úsečka z z1 = 1− i do z2 = 2 + i.

(b)
∫
ϕ
|z|2dz, ϕ je úsečka z z1 = 1 + i do z2 = −1 + 3i.

(c)
∫
ϕ
ℜzdz, ϕ je kladně orientovaná kružnice |z| = r.

(d)
∫
ϕ
z2dz, ϕ je oblouk paraboly y = 1− x2, mezi body z1 = −1, z2 = 1.

(e)
∫
ϕ
z2dz, ϕ je obvod obdélńıka s vrcholy z1 = 1 + i, z2 = 2i, z3 = −2,

z4 = −1− i.

(f)
∫
ϕ

dz
z
, ϕ = {z ∈ C, |z| = 1}

(g)
∫
ϕ

dz
z−i

, ϕ je kružnice |z| = 1
2 .

(h)
∫
ϕ

dz
z−i

, ϕ je kružnice |z − i| = 1
2 .

2. Vypoč́ıtejte křivkový integrál, pokud to lze, užijte Cauchẙuv vzorec

(a)
∫
ϕ

ez

z−1dz, ϕ = {z ∈ C, |z − 1| = 1}.

(b)
∫
ϕ

z2+2z+2
z+2 dz, ϕ = {z ∈ C, |z| = 3}.

(c)
∫
ϕ

cos z
z−i

dz, ϕ = {z ∈ C, |z + 1 + i| = 2}
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(d)
∫
ϕ

1
z cos zdz, ϕ = {z ∈ C, |z| = 1}

(e)
∫
ϕ

1
z2+1

dz, ϕ = {z ∈ C, |z − 1 + i| = 2}

(f)
∫
ϕ

sin2z
z2

dz, ϕ = {z ∈ C, |z| = 1}

3. (a) f(z) = 1
z
, |z| ≥ 1, určete, kam se zobraźı př́ımka y = 2.

(b) f(z) = ez, −π < ℑz ≤ π, určete, kam se zobraźı př́ımky rovnoběžné se
souřadnými osami

4. Najděte holomorfńı funkci, která má imaginárńı část rovnu x+y−3 a f(0) = −3i.

5. Dokažte, že cos2 z + sin2 z = 1

6. Popǐste množiny

(a) Vnitřek 1. kvadrantu

(b) Vnitřńı oblast kružnice se středem v 1− i, která se dotýká reálné osy

(c) Množina kružnic, které se dotýkaj́ı imaginárńı osy v počátku
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