
1. Vypoč́ıtejte integrál přes množinu

∫

M

√

x2 + y2

x2 + y2 + z2
dV

kde M = {x2 + y2 + z2 ≤ 1; x2 + y2 ≤ z2}.
Voĺıme sférické souřadnice

x = r cos γ cos β

y = r cos γ sin β

z = r sin γ,

|J | = r2 cos γ.

z prvńı rovnice źıskáme r < 1, z druhé

cos2 γ ≤ sin2 γ,

tedy
γ ∈ (π/4, 3π/4).

Celkem máme
∫

1

0

∫

2π

0

∫

3π/4

π/4

r| cos γ|
r

r2 cos γ dγdβdr =

∫

1

0

∫

2π

0

∫ π/2

π/4

cos2 γr2 dγdβdr −
∫

1

0

∫

2π

0

∫

3π/4

π/2

cos2 γr2 dγdβdr.

Nyńı je jen potřeba vyjádřit cos2γ = (1 + cos 2γ)/2. Výsledkem je č́ıslo (π2 − π)/6.

Př́ıklad šel řešit i přes cylindrické souřadnice, pak ovšem bylo třeba rozseknout
obrázek na dvě p̊ulky a přizp̊usobit tomu meze.

2. Spočtěte kř. integrál 1. druhu
∫

C

(x2 + y2 + z2) ds

přes křivku C (2 cos t; 2 sin t; t), t ∈ [0, 2π].

Máme c′(t) = (−2 sin t; 2 cos t; 1),

ds =
√

4 sin2 t+ 4 cos2 t+ 1 =
√
5

integrál vyjde
∫

2π

0

(4 cos2 t+ 4 sin2 t+ t2)
√
5dt = 8

√
5(π +

π3

3
).



3. Spočtěte kř. integrál 1. druhu

∫

C

(y2 − z2)dx+ (z2 − x2)dy + (x2 − y2)dz

přes křivku C, která omezuje část sféry x2 + y2 + z2; x, y, z ≥ 0.

nakresĺıme si obrázek, źıskáme osminu koule. Ta je omezena třemi čtvrtkružnicemi a
souřadnými rovinami. Rovnice čtvrtkružnic je tedy

x = cos β

y = sin β

z = 0

x = cos β

z = sin β

y = 0

y = cos β

z = sin β

x = 0

vždy β ∈ (0, π/2), neb je to čtvrtkruh.

Sestav́ıme integrál pro 1. př́ıpad, ostatńı analogicky. A źıskáme

∫ π/2

0

0i+ sin2 β(− sin β) + (− cos2 β) cos β dβ.

Rozlož́ıme na
sin3 β = sin(1− cos2 β)

a hravě vyřeš́ıme, vyjde −4/3, opakujte třikrát.


