Kapitola 1

/7 A4

Ciselné fady

Problém s&itani nekonetné mnoha &isel se objevil jiz ve starovékém Recku. Znamy je napfiklad Zenon(iv
paradox o Achillovi a Zelvé. Achilles zavodi se Zelvou na atletickém stadionu, a protoZe vi, Ze dokéZe bézet
desetkrat rychleji nez Zelva, da ji naskok jednoho ovalu. Zenonova otdzka znéla, kdy Achilles Zelvu doZene.

Z Cisté fyzikalniho hlediska tento problém vede na jednoduchou linearni rovnici. Ve chvili, kdy Achilles
Zelvu doZene, musi urazit drahu o jeden oval del$i neZ ona. Tudiz, méFime-li drahu Zelvy s potem ovald, jeji
rychlost oznaCime v a Cas, kdy ji Achilles dozene, oznacime jako t, pak pro drahu Zelvy urazenou v tomto
Case plati

s=v-t

a pro drahu Achilla bézZiciho rychlosti 10v
S+1=10v-t

nebot’ urazil o jeden oval navic. Po dosazeni za s z prvni rovnice mdzeme vyjadrit
vt+ 1 = 10vt,

odkud vyplyva, Ze

Achilles tedy podle tohoto vypoctu Zelvu doZene.

Zenon oviem svym zakam predlozil nasledujici argument. Aby Achilles Zelvu dohnal, musi nejprve ob&éhnout
oval, ktery na Zelvu na poCatku ztraci. BEhem této doby oviem Zelva také né&co ub&hne, konkrétné desetinu
ovalu. Achilles tuto desetinu musi ubéhnout, ale Zelva béhem této doby odeb&hne zase o kousek dal. A takto
dochazime k zavéru, Zze Achilles Zelvu stale honi, nebot’ vzdy, kdyz dorazi na misto, kde byla pred chvili, je
jiz zelva zase o kus dal. Achilles tedy Zelvu, zda se, dobéhnout nemuzZze.

Jak lze tento Zenonlv argument ,,vyvratit“? Spoétéme podle jeho navodu, jaky €as Achilles potfebuje na
dohnéni Zelvy. Nejprve musi obéhnout jeden oval, coZz mu zabere ¢as

1
t;=-—=0,1v.
17 Tov

Zelva se mu mezitim vzdali o desetinu ovalu, na jehoZ pfekonani potfebuije dalsi cas

0,1
t = 35 = 0,01v.

Zelva se mu mezitim opét vzdali o desetinu desetiny ovalu, tedy o jeho jednu setinu. Na pfekonani této

vzdalenosti potfebuje Achilles dalsi Cas

0,01
3 = W = 0,001v.

PokraCujeme-li stejnou Gvahou dale, zjiSt'ujeme, Ze Achilles na dohnani Zelvy potfebuje Cas

t=1t; +ty+tg+...=0,1v-+0,01v+ 0,001V +...
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Otazka zni, zda je tento soucet opravdu nekonecny, jak tvrdi Zenon. Pokud z vyrazu na pravé strané vytkneme
v, dostdvame soucet desetinnych Cisel
t=v-(0,1+0,0140,001+...).

Zkusme je postupné stitat:

0,140,011 = 0,11
0,11+40,001 = 0,111
0,111+40,0001 = 0,1111
0,111140,00001 = 0,11111

Vidime, Ze postupnym pficitanim dostavame &islo, které jsme zvykli zapisovat jako 0,1 (nula cela jedna pe-
riodicky). Dokonce vime, Ze kazdé realné Cislo s neukonéenym periodickym desetinnym rozvojem odpovida
néjakému zlomku a tento zlomek umime najit. Oznacime-li a = 0, 1, potom 10a = 1, 1, a tedy

1l0a—a=1,1-01=1,

tudiz 9a = 1, a tedy

| =

Vysledny €as potfebny na dohnani Zelvy tedy je

1_1,
9 9
Vysledek nam tedy vysel stejny jako pfi pouZiti fyzikalnich Gvah, kterymi jsme Glohu FeSili nejprve.

t=v-(0,14+0,01+0,001+...)=v-0,1=vVv

Z ulohy vyplyva ndvod, jak zkusit definovat soucet nekone¢né mnoha Cisel. Budeme prosté postupné pricitat
jedno &islo po druhém a zjist'ovat, jak se tento postupny soudet chova. MUZe naptiklad rlst nade viechny
meze, tak tomu je napfiklad pfi opakovaném pficitani jednicky. Nebo klesat pod kazdou mez, napfiklad
pfi opakovaném pficitdni minus jednicky. Nebo, jak tomu bylo v nasi Uloze, se tento soucet blizi n&akému
konetnému Cislu, které pak logicky nazveme souctem vsech téchto Cisel. Anebo, jak uvidime, nemusi nastat
ani jeden z predchozich pfipadl. Matematicky vSechny tyto Gvahy formalizujeme pomoci nam jiz zndmého
pojmu limity.

1.1 Definice Ciselné fady. Soucet fady
JestliZze (ay) je posloupnosti &isel, potom ¢&iselnou Fadou nazyvame formalni symbol
ap +ap +az + - --ininfinitum  nebo Y a
k=1

Slova in infinitum znamenaji latinsky do nekonecna, ¢asto je v zapisu vlevo vynechavame. Jednotlivé prvky
posloupnosti a, nazyvame souhrnné koeficienty fady ) ° ; ay, samotné Cislo a, pak k-tym koeficientem Fady

Y1 .
Ciselnou Fadou tedy rozumime ulohu ,,najit soucet“nekonetné mnoha ¢isel, které jsou uspofadané do néjaké
posloupnosti.t

Definice 1.1. Mé&me posloupnost reélnych nebo komplexnich &isel (ay)g ;. Souget prvnich n prvkl této
posloupnosti oznacujeme jako sp a nazyvame n-tym €astecnym souctem fady ) ;> , a2 Je tedy

Sn=a;+a+a+---+an.
Caste&né soutty fady tvofi posloupnost (sn)x_;. Jestlize existuje limita této posloupnosti

lim sy, = lim
n—oo n—oo

(a1+ay+---+an)

1) Dlivodem, prot bereme posloupnost namisto nekone&ného souboru &isel, je, Ze pFi stitani nekonetng mnoha &isel miiZe vysledny
,»Soutet“zaviset na poradi s¢itancd. Mluvi o tom mimo jiné Riemannova véta.
2) Cti: ,,suma pro ké jdouci od jedné do nekonetna & ka“.
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potom ji nazyvame souctem fady ) ;> ; a,. V takovém pFipadé obvykle symbolem
k=1

oznacCujeme jak Fadu, tak i jeji soucet.

Vime, Ze limita posloupnosti existovat nemusi, coZ naznacuje, Ze ne kaZzda fada musi mit definovan soucet.
Limita posloupnosti ¢astetnych souctll také mUze byt nevlastni, tj. +oco nebo —oco v piipadé realnych Gisel
nebo oo v pripadé Cisel komplexnich. Potom, v souladu s definici, pokladame tuto nevlastni limitu za soucet
pFislusné Fady. TFi priklady niZe ukazuji, Ze viechny tyto p¥ipady opravdu mohou nastat.?

Predtim jeSté poznamenejme, Ze nékdy se hodi zapisovat také Castecny soucet fady pomoci symbolu suma.
V takovém pFipadé pro n-ty ¢aste¢ny soucet miizeme psat

n
Sn= ) a.
k=1

Priklady 1.2. (a) Souctem fady ) ° ; 1 je +o0. Koeficienty Fady jsou a, = 1, n-ty Castecny soucet je tedy tvoren
souttem n jednicek, jak je vidét z vyjadieni s, = Y}, 1. Je tedy sp = n, a tudiz

o0
Zl: lim s, = lim n = +oco.
k=1 n—oo n—oo

(b) Rada Z‘lf:l(fl)" nemaé definovan soucet. Pro posloupnost ¢asteénych souttll totiz mame
s;=-1, s,=(-1)+1=0, s3=(-1)+14+(-1)=-1 s4=(-1)+1+(-1)+1=0

a tak dale. Indukci Ize lehko dokézat, Ze syn11 = —1 a spp = 0 pro jakékoliv n pfirozené. Tudiz z posloupnosti
(sn) lze vybrat dvé podposloupnosti (lichych a sudych ¢lent), které maji dvé rlizné limity, a tudiz limita
posloupnosti (s,) nemUZe existovat.
(c) Radu

0,140,014 0,001+ - - -in infinitum,
jsme vysetfovali v Gvodni ilustratni Gloze, kde jsme dospéli k zavéru, Ze jejim souctem je &islo 0,1 = %
UkéaZzeme, Ze tomu tak je i podle zvolené definice souttu Fady.*
Koeficienty Fady jsou postupné a; = 0,1 = 101 a, = 0,01 = 10 2 a tak déle, tedy a, = 107X, Pro n-ty
¢astecny soucet tedy mame

Sh=a;+ay+---+an :O,llll...;

n jednicek
a staci tedy dokéazat, Ze limitou posloupnosti (sp) je €islo % K tomu Ize vyuZzit pfimo definice limity. Plati, Ze

1 _
Sn__‘ =|sn —0,1] =0,0000...01111... < 107"
9 ———

n nul

ProtoZe pro kazdé e > 0 existuje ng takové, ze 10~ < ¢, vyplyva odtud, Ze pro n > ng je |sp — %| < ¢. Podle
definice limity je tudiz

lim s, =—=.
n—o0 n 9

%) PFipomefime, Ze v pfipad& komplexni posloupnosti (a,) klademe lima, = oo, pravé kdyz lim|an| = +oo. Jestlize tedy Fada
realnych ¢isel ma soucet +co nebo —oo, pak, bereme-li ji jako fadu €isel komplexnich, ma v komplexnich &islech v obou pfipadech soucet
o0, nebot’ v komplexnich &islech obvykle neuvazujeme usporadani. Navic se miZze stat, Ze v komplexnich &islech Fada soutet ma, zatimco
v redlnych gislech nikoliv. Viz tlohu I.1.

4y Striktn& vzato v tuto chvili je$t& nemame zavedené nekonecné desetinné rozvoje — ty se pravé zavadi pomoci teorie &iselnych Fad.
Jakékoliv desetinné &islo s periodickym rozvojem nicméné Ize ztotoznit s néjakym zlomkem a na desetinna €isla s periodickym rozvojem
Ize také prirozenym zptisobem rozsifit béZznou aritmetiku a usporadani desetinnych &isel s koneénym rozvojem. V tomto piikladu ndm
to usnadni a zpfehledni vypocty. Pokud by ¢tenafr presto nechtél nekonetné desetinné rozvoje pouzivat, necht’ si pfislusné vypocty
pfepise pomoci zlomku.
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Ulohy

Uloha I.1. Ukazte, Ze fada Y5> ; (—1)*k ma v komplexnich Eislech soutet oo, zatimco v realnych &islech neni
jeji soucet definovan.
Re$eni. Oznaéme a, = (—1)Xk. Pro gaste&né souéty mame

s;=-1, sy=-142=1 s3=-142-3=-2, s4,=-14+2—-3+4=2,

odkud vidime, ze zfejmé sy, = n a sp;n_1 = —n, kdykoliv n je pfirozené Cislo. Pro Gplnost tuto hypotézu do-
kazeme indukci. Pro n = 1 toto tvrzeni plati podle vypottl vyse. Predpokladejme, Ze plati pro n a dokazujme
jej pro n 4 1. Potom
So(nt1) = S2n+2 =Son T a1+ @ni2=N—(N+1)+(N+2)=n+1,

kde jsme vyuZili indukEni pfedpoklad, Ze s, = n. Podobng& méame

Sy(n41)—1 = S2n+1 =Sn-1+am +an1=—-N+n—(n+1)=-n-1=—(n+1)
a tvrzeni o Caste€nych souctech je tedy dokazano matematickou indukci.
Tudiz vidime, Ze v realnych Cislech

n—oo n—oo
Son —— F09, Sy —— —00,

a tedy posloupnost (s,) nema v realnych &islech limitu, protoZze ma dvé podposloupnosti majici réizné limity.
Tudiz vySetfovana fada nema v oboru realnych Cisel definovan soucet.
ProtoZe je ale |son| = nasyn_1| = n, je zfejmé, Ze posloupnost absolutnich hodnot Easteénych souctli ma tvar

1,1,2,2,3,3, ...

a tedy Ze lim|sp| = +o0. Podle definice komplexni nevlastni limity je limsy, = oo, pokud posloupnost sy
bereme jako posloupnost komplexnich Cisel. O

1.2 Nutna podminka konvergence fady. Harmonicka rada

V predchozi ¢asti jsme ukazali, Ze Fada mlZe mit jako svlj soucet redlné (¢i komplexni) &islo, nevlastni body
realné pfimky £oo (Ci nevlastni bod komplexni roviny co), anebo vlibec nemusi mit soucet definovan.

Definice 1.3. Rekneme, Ze fada realnych (nebo komplexnich) Cisel je konvergentni, jestlize limita Castecnych
souttll ma vlastni limitu. Tedy Fada je konvergentni, jestlize jejim soutem je redlné (nebo komplexni) ¢&islo.

V jiném pfipadé Fikame, Ze Fada je divergentni.

Rada tedy m(ze, podobné jako posloupnost, byt divergentni ze dvou dfivod(l. Bud'to je limita ¢asteénych
souttll nevlastni nebo vibec neexistuje. V prvnim piipadé nékdy pouzivame Uslovi, Ze Fada diverguje do
(plus nebo minus) nekone¢na, ve druhém nékdy Fikame, Ze fada osciluje.®

Véta 1.4. Nutna podminka pro konvergenci fady.

Necht' Y7 ; ay je konvergentni fadou redlnych nebo komplexnich isel. Potom
lim a = 0.
k—oc0

Jesté neZ pristoupime k diikazu je na misté zd@raznit, Ze jde skute¢né o nutnou, nikoliv postagujici podminku
konvergence fady. Napfiklad, jak ukdZeme nizZe, fada

)
)
k=1

1 1

je divergentni, ackoliv jeji koeficienty a, = ¢ nutnou podminku pro konvergenci spliuji, nebot’  — 0 pro
k — 0.

Pl o

5) NeékteFi autofi maji termin divergentni fada vyhrazen pro fadu, jejiz soudet existuje a je nekonegny, a termin oscilujici fada
vyhrazen pro fadu, jejiz soucet neni definovan.
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Dlkaz. Jestlize fada konverguje, potom jejim souctem je realné nebo komplexni &islo s, které je limitou jejich
n-tych €astecnych souétl, tedy

lim s, =s.
n—oo

Pokud z posloupnosti (sn)_; = (51,52,53,...) vybereme podposloupnost (sp11)%_; = (S2,53,54,...), potom
podle véty o limité vybrané posloupnosti mame, ze

lims =s.
n—oo n+1
Podle véty o aritmetice limit je tudiz
lim (s —sp) = lims —limsy,=s—s=0.
n~>oo( n+1 n) n—oo n+1 n—oo n
ProtoZe plati an 11 = Sh.1 — Sn, mame odtud, Ze
lim a =0,
N oo n+1

tedy posloupnost (a,;1)5; = (az, a3, as,...) Mma limitu nula. ProtoZe hodnota limity se nezméni odebranim
konegné mnoha €lenll posloupnosti, musi byt také

lim ay = 0.
n—oo

Pfiklad 1.5. Nyni se vratime ke slibovanému pfikladu. Uk&Zeme, Ze

N

ackoliv jeji koeficienty splfiuji nutnou podminku pro konvergenci fady.

XIH

Poznamenejme, Ze fada

Pl

[ee]
k=1
se nazyva harmonickou fadou.

Duikaz jeji divergence provedeny niZe vyuziva triku, ktery se pozdgji objevi také v diikazu Cauchyova kon-
denzacniho kritéria pro konvergenci fad s nezapornymi koeficienty, které monoténné klesaji k nule. Pomoci

tohoto kritéria také dokazeme silngjsi vysledek, totiZ Ze fada
y L
o1 K
konverguje pro kazdy parametr « > 1 a diverguje do +o pro kazdé a < 1. Pfimy dlkaz divergence prove-
deny niZe pro pFipad & = 1 tedy mUze &tenar preskotit. Zde jej uvadime pro Gplnost.
Dikaz. Protoze viechny koeficienty fady jsou kladné, je posloupnost ¢aste¢ny souttd (sn) rostouci, nebot’
Sn4+1 — Sn = an41 > 0.

ProtoZe je posloupnost ¢astecny souctd (sn) rostouci, pak musi mit limitu, nebot’ vime, Ze kazda monoténni
posloupnost ma limitu. Abychom dokazali, Ze tato limita je +o0, ndm stati ukazat, Ze posloupnost (sn) neni
shora omezena.

K tomu ndm pomuZe néasledujici trik:

1 1 1 1 1 1
14+ = e e e e e Rl
+2+ iJrll+5+6+7+8+9+1O+11+12+13+14+15+16+

1,1
23+t3=

1 1 1 1 1 1 1 1 _o 1 __1
2t tistist sttt e=816=2

NID—‘
Nl

1,1,1
>3+i+i+

ool

Vidime, Ze pokud bereme pfi séitani fady postupné jeden, pak dva, pak Gtyfi a pak osm jejich ¢lenQ, pak
v kazdém uUseku nasCitame vice nez jednu polovinu. To nas vede k hypotéze, ze pokud vezmeme vzdy
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dvojnasobek predchoziho pottu Elentll, pak zas a znovu nasgitdme vice nezZ jednu polovinu. Tedy tvrdime, Ze
pokud sEitame 2" ¢lend, pak nastitame nejméné n - % tj.

n >

NS

Tuto hypotézu dokaZzeme matematickou indukci. Pro n = 1 zfejmé plati, nebot’

521252: Z

N w
I\)IH

Pfedpokladejme, Ze hypotéza je spravné pro n a dokazujme ji pro n + 1. Plati, Ze
Son+l = Spn +aApnyq +Anq2 + ...+ Aonst.

Podle indukéniho predpokladu mame, Ze s,n > 3, sta¢i nam tedy dokazat, Ze pFictené ¢leny nastitaji alespori
jednu polovinu.

ProtoZe koeficienty fady tvofi klesajici posloupnost, plati, Ze véechny mtiZzeme odhadnout zespodu poslednim
pFicitanym koeficientem. Tedy

1 1 1 1 1 1
a2n+1+a2n+2+...+a2n+1=2n—+1+m+~-~+2n+1 _2n+1+2n+1+"'+m.

Protoze 2"*t1 = 2.2" je pocet koeficientl s indexy od 2" + 1 do 2"*! pfesng 2"*1 — 2" = 2", TudiZ dostavame,
Ze

1 1 1 > 1 1 1 on 1 1
any1tani+ ...+ Ana = 2n+1+ 2N 12 +'”+2n+1 = on+l +2n+1 Tt ontl — < Tontl T o
soutet 2" koeficient( soutet 2" stejnych Eisel
Plati tedy, ze
n 1 n+1
Son+1 = Spn +aApnyq +anyp + ...+ Agnt > > + 5= "3

a tim je diikaz matematickou indukci hotov.

Pro libovolné pFirozené Cislo n tedy plati, Ze

Son >
n =.
2 =5

Odtud samoziejmé vyplyva, Ze posloupnost (s,) nemUZe byt shora omezend, protoze pro kazdé realné ¢islo
K existuje ny prirozené takové, ze % > K, a tudiz také syn, > K.

Vzhledem ke zmifiované monotonii posloupnosti (s,) odtud vyplyva, Ze lims, = +oo a tim je cely diikaz

dokoncen. O
Ulohy
Uloha 1.2. Rozhodnéte, které z nasledujicich fad splfiuji nutnou podminku konvergence.
© 1 © |2 42k +3 2\ 0 1\*
@Lmr O L G (C)Z(l+k) (d)k_zl(1+k—2)
o0 3k o0 . 3k+1 k o0 o0 kk+1
()23k+2k ® k;(*l) (2k+100) ; %)k (h )2 + 1k
Vysledky. (a) ano, (b) ne, (c) ne, (d) ano, (e) ne, (f) ne, (g) ano, (h) ne.b O

6) K tomu je$t& poznamenejme, Ze viechny Fady této Glohy, s vyjimkou fady (g), diverguiji. O fadach (b), (c), (e), (f) a (h) to mizZeme
tvrdit ihned, nebot’ nesplnuji nutnou podminku konvergence. U zbylych fad (a), (d) a (g) se ale musi divergence ¢i konvergence dokazat
jinak, napfiklad podle nékterych z kritérii v nasledujicich ¢astech této kapitoly.
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1.3 Aritmetika rfad

Véta 1.6. O souctu fad.
Necht’ Y% ; ax a Y4 by jsou Fady redlnych nebo komplexnich Eisel. Potom rovnost

e

(ag +by) = Zak+ Zbk,
k k=1 k=1

1
plati vZdy, jestlize oba soucty na pravé strané jsou definovany a prava strana ma smysl.

Specialng, jestlize jsou Fady realnych (nebo komplexnich) Cisel ) > ; ax a Y .-, b konvergentni, potom také Fada
Y i1 (ax + by) je konvergentni.

JestliZe je fada )2 ; ax konvergentni a Y_;> ; by divergentni, potom také fada Y_,> ; (ax + by) je divergentni.
Véta 1.7. O nasobeni fady skalarem.
1. Necht' Y7 ; ay je Fadou realnych nebo komplexnich Cisel. Potom rovnost

i(c-ak) =c- <i ak>
k=1 k=1

plati, kdykoliv je soucet Fady Y > ; ax definovan a prava strana méa smysl.

2. Rada realnych (nebo komplexnich) &isel Yk & konverguije, pravé kdyZ konverguje fada ) > ; (c - &) pro libovolné
realné (nebo komplexni) ¢ # 0. Specialng, Fada realnych (nebo komplexnich) Cisel Y ;> ; a, konverguje, pravé kdyz
konverguje fada )_” ; (—ay) a pak plati

agk

IR

k=1 k=1

(—ak).

1.4 Konvergence fad s nezapornymi Cleny

Pokud jsou vSechny koeficienty Fady )7 ; ax nezépgrné, tj. ax > 0 pro kazdy index k, potom posloupnost
tastecnych souctll je neklesajici, a tudiz ma limitu. Rada s nezapornymi koeficienty ma tudiz vzdy soudet,
byt mize byt bud’ kone¢ny nebo nekoneény.

Pfedchozi Gvahu lze aplikovat také na fadu, jejiz koeficienty jsou nekladné, pouze s tim rozdilem, Ze po-
tom je posloupnost asteénych souétll nerostouci. Lze ji také jednoduse zobecnit na Fady, jejiz €leny neméni
znamenko (tj. jsou bud’ nezaporné nebo nekladné) aZ od néjakého indexu pocinaje, nebot’ od téhoZ indexu
pocinaje je posloupnost Gasteénych souctll monoténni. A protoZe limitu posloupnosti neovlivni odebrani
konetné mnoha &lendl, musi mit i v tomto pFipadé posloupnost ¢aste¢nych souctd limitu.

Kazda fada, jejiz cleny od néjakého pocinaje neméni znaménko, mé tedy vzdy definovan soucet. To je pfiklad
jedné z vyhod, které méa vysetfovani takovych fad oproti fadam se zcela obecnymi koeficienty. V dalSich
odstavcich této Casti kapitoly o fadach odvodime kritéria konvergence, pro jejichz platnost je neménnost
znaménka koeficientl fady podstatnym piredpokladem.

Budeme se pfitom bez Ujmy na obecnosti vénovat pouze fadam, jejichz vSechny koeficienty jsou nezaporne.
Veskeré dosazené vysledky lze ale pfimocafe zobecnit i pro Fady, jejichZ koeficienty jsou nekladné (to je
samoziejmy disledek véty 1.7 o nasobeni fady skalarem) anebo je pfedpoklad nezapornosti ¢i nekladnosti
splnén az od jistého indexu pocinaje. O tom totiz mluvi nasledujici véta, kterd podobné jako v pFipadé limity
posloupnosti v podstaté Fika, Ze na konvergenci fady nema vliv zména kone¢ného pottu jejich koeficientdl.
Jeji jednoduchy a kratky diikaz je ponechan ¢tenafri.

Véta 1.8. Necht’ kg je libovolné pFirozené &islo. Rada Y k1 an konverguije, pravé kdyz konverguije fada Zﬁ":ko an.
Je na misté poznamenat, Ze kritéria odvozend nize pro fady s nezapornymi koeficienty maji vyznam také pro
zcela obecné fady. Plati totiz nasleduijici véta.

Véta 1.9. O absolutni konvergenci.

Necht' Y ¢ ; ax je Fada s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty. Jestlize konverguje Fada absolutnich hodnot koeficient
plvodni Fady, tj. Fada

[ee]
Y lal,
k=1
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potom konverguje také fada Y > ; ay.

Par poznadmek pred dlikazem. Jestlize konverguje fada } ¢, |ax|, potom o plvodni Fadé Y p° , a fikame, Ze
je absolutné konvergentni nebo takeé, Ze konverguje absolutné. Vyse uvedenou vétu tedy ¢asto vyslovujeme
takto: Pokud fada Y}~ ; ay konverguje absolutn&, potom konverguje.

PFitom je evidentni, Ze fada ;> ; |a| je Fadou s nezapornymi koeficienty. VSechna nize odvozena kritéria pro
tento typ fad lIze tedy automaticky pouzit i pro vySetfovani absolutni konvergence zcela obecné fady.

Podotknéme ov3em, Ze existuji fady, které konverguji a pfitom nekonverguji absolutng&. Takovym fadam,
kterym Fikame neabsolutné konvergentni, se budeme vénovat nize ve specialni Casti této kapitoly. Tuto ¢ast
uzavieme dvéma rliznymi dlikazy vyse formulované véty. Jeden, kratsi, vyuziva Bolzano-Cauchyovu pod-
minku pro konvergenci posloupnosti. Druhy uvadime proto, Ze se opird o vlastnosti fad s nezapornymi
Cleny a aritmetiku fad. Objevi se v ném také myslenka pouzita pro odvozeni srovnavaciho kritéria. Poté uz
pristoupime k odvozeni kritérii pro konvergenci fad s nezapornymi ¢leny, a tedy také kritérii pro absolutni
konvergenci.

Dtikaz véty o absolutni konvergenci. Rada Y i 5 ax je konvergentni, jestlize existuje vlastni limita posloupnosti
jejich tastecnych souttd (sp). Existence viastni limity posloupnosti je ekvivalentni spInéni Bolzano-Cauchyovy
podminky: pro kazdé e > 0 existuje ng € IN tak, Ze pro kazdé m > n > ng je |sm —sn| < &.

Pro libovolné m > n plati odhad
|sm — S| = [ant1 +ans2 + ...+ am| < [ania| + [anto| + ... +[am| = sy — s, (1.1)

kde sy, zna¢i m-ty astecny soucet konvergentni fady ) ¢ ; |ax|. A protoZe je tato fada konvergentni, posloup-
nost jejich ¢astetnych souttl vlastni limitu mé4, a tudiz musi splfiovat vyse uvedenou Bolzano-Cauchyovu
podminku: pro kazdé e > 0 existuje ng € IN tak, Ze pro kazdé m > n > ng je sy, — Sp| = S — Sh < €.

Pro libovolng zvolené ¢ > 0 tedy staCi tedy najit pFislusné ng tak, aby pro libovolnd m > n > ng bylo
Sm — Sn < & Potom odhad 1.1 dav4, Ze pro libovolnd m > n > ng je také |sm — sn| < sp —Sp < & Tim je
ovéfeno spInéni Bolzano-Cauchyovy podminky pro posloupnost ¢aste€nych souctd fady ) ;> ; ax, a tudiz tato
posloupnost méa vlastni limitu a fada Y}, ay je konvergentni. O

Jiny dilkaz véty o absolutni konvergenci. Necht' je tedy déna fada ) ;> , a; s redlnymi koeficienty. Pfedpokla-
dame, Ze konverguje fada ) ;> ; |ax| a ptame se, zda konverguije také fada Y}> ; a.

Protoze plati
0 < ag+ [ay]

ma fada Y} ; (ax + |ax|) nezaporné koeficienty, a tudiz mé na zakladé Gvah provedenych na zatatku této ¢asti
kapitoly definovan soucet. Pro pfipomenuti: jestlize koeficienty fady jsou nezdporné, potom ¢astetné soucty
fady tvofi neklesajici posloupnost a neklesajici posloupnost (obecnéji monotonni posloupnost) ma limitu.

Tato limita navic nemUze byt nevlastni, nebot
a + |ax| < 2[ay],

a tedy pro n-ty ¢astecny soucet plati

e

n (e
(a+la]) <2- ) la] <2- ) Jal.
k k=1 k=1

1

Posloupnost aste¢nych souctll Fady Y > , (ax + |ax|) je tedy rostouci a shora omezend, tudiz ma vlastni limitu,
a tedy fada Y ;> ; (ax + |ax|) je konvergentni. Protoze také fada Y ;> ; |ax| je konvergentni, plati

[e®)
) A=
k=1

o

(a + lag]) + Y (—law]),

1 k=1

agk

k

a tedy podle vySe uvedenych vét 1.6 o souCtu fad a 1.7 o nasobeni fady skalarem je fada }_,> ; ax konvergentni,
nebot’ je souétem dvou konvergentnich fad.

V pfipadg, Ze koeficienty fady Y7 ; ax jsou komplexni, aplikujeme vySe uvedené Gvahy namisto na fadu
Y1 ax postupné na fady Y22 ; R(ay) a p> ; S(ay), kde R a I znati redlnou a imaginarni ¢ast komplexniho
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gisla. Protoze 0 < R(ay) + |ax| < 2Jax] i 0 < S(ak) + |ak| < 2|ag|, z d@ivodd analogickych tém uvedenym vyse
fady Y p> ; (R(ax) + |ak]) @ e (S(ak) + |ak|) konverguiji, a tudiz

o o

(R(ay) + la) + Y (—lagl), i S(ay) = i(s(ak) +lal) + ) (—laxl).

1 k=1 k=1 k=1 k=1

agh

Y R(a) =
k=1

k

Odtud vyplyva, Ze fady Y7 ; R(ax) a Y1 S(ax) konverguiji, a tudiz konverguje také fada ) ; a; podle vét
1.6 o0 souctu fad a 1.7 o nasobeni fady skalarem, nebot’

[e)

Yac= Y (Rla) +i-S@)) = Y Ria) +i- Y (a).
k=1 k=1

k=1 k=1

1.4.1 Srovnavaci kritérium a jeho limitni verze

V poslednim dlikazu se objevila nasledujici myslenka: posloupnost ¢asteénych souétll fady s nezapornymi
koeficienty je neklesajici posloupnost, a tudiz musi mit limitu. Pfitom, pokud se ndm podafFi koeficienty
prislusné fady odhadnout seshora koeficienty jiné fady, o které vime, Ze je konvergentni, pak je tato posloup-
nost ¢asteénych souttd odhadnuta seshora souttem oné vétsi konvergentni fady. TudizZ je shora omezena a
neklesajici, ma tedy vlastni limitu. Tyto Gvahy v podstaté dokazuji polovinu nésledujiciho kritéria, kterému,
protoZe pfi ném porovname velikost koeficientl dvou réiznych fad, Fikame srovnavaci kritérium.

Véta 1.10. Srovnavaci kritérium.
Necht’ jsou dany Fady Y > ; ax a Y- by, jejichZ koeficienty jsou (od néjakého pocinaje) nezéporné.

1. JestliZe plati a, < by pro kazdé k pfirozené (od n&jakého poCinaje) a Fada Y_> ; by je konvergentni, potom také Fada
Y k1 & je konvergentni.

2. Jestlize plati a, > by pro kazdé k pfirozené (od né&jakého potinaje) a fada Y > ; by je divergentni, potom také Fada
Yoo, ax je divergentni.

Dlikaz. 1. Dlkaz je de facto pouhou formalizaci Gvah uvedenych pred touto vétou. Jestlize koeficienty Fady
Y i1 ax jsou od ngjakého indexu k; potinaje nezaporné, koeficienty fady ) > ; by jsou nezaporné od indexu
k, a odhad a, < by plati od indexu k3, potom od indexu kg = max{ky, ko, ks} plati vSechna tato tfi fakta. Tedy
pro viechny indexy Vvetsi nez kg jsou koeficienty ay, by nezaporné a plati odhad ay < by.

Posloupnost tastetnych souttll (s, s2,s3,...) fady Y ; ak je jisté od indexu ko neklesajici, nebot’ od tohoto
indexu vyse jsou viechny koeficienty Fady neziporné. Pak pro n > kg plati

Sn+1 —Sn = ant1 = 0.

Je-li posloupnost (sy, s, 83, . . .) od indexu ko vySe neklesajici, pak jeji podposloupnost (sy,, Sk,+1, Sky+2: - - -) Ma
limitu. A protoZe tuto podposloupnost jsme dostali vynechanim prvnich kg — 1 €lend plivodni posloupnosti
(S1,52,83, -+ -+ Skgs Sko+1: Sko+2: - - -) @ Vime, Ze na limitu posloupnosti nemUze mit vynechani konetné mnoha
¢lend Zadny vliv, ma tutéZ limitu také cela posloupnost ¢aste€nych sou¢tdl a fada Y ;> ; a, tedy méa soucet.
Ukéazeme, Ze limita posloupnosti €astecnych souctdl (sp) fady Y ;> ; ax nemiiZe byt nevlastni, protoZe tato
posloupnost, respektive jeji podposloupnost (Sy,, Sk,+1, Ske+2: - - -)» J& Shora omezena. Volme pevné pFirozené
Cislo n > kg. Pak totiz plati odhad

Sn=at+a+...+an<arta+...+ag-1+b + b1+ ...+ bn,

kde jsme viechny koeficienty plvodni fady ) > ; ax od indexu ko potinaje odhadli seshora koeficienty kon-
vergentni fady Y7 ; b, pfesné podle predpokladu véty. ProtoZe fada ), ; bs je konvergentni, konverguje
podle véty 1.8 také fada Z‘;":ko by. A protoZe posloupnost &asteénych souctd fady Zﬁ":ko by je neklesajici (méa
vSechny koeficienty nezaporné), je kazdy jeji CasteCny soucet mensi nebo roven celkovéemu souctu Fady, tedy
pro libovolné n > kg je

n )
by + b1t ---+bn= Y b < Y by
k=Ko k=Ko



10 KAPITOLA 1. CISELNE RADY

Z nerovnosti odvozené vyse

Sn=a;+a+...+an <ag+ax+...+ag_1+ b + b1+ ...+ bn,

:ZE:kO b <Yk, b

dostaneme odhadem ¢astecného souctu ZL‘:ko by na pravé strané celkovym souctem ZE":kO by odhad pro po-
sloupnost (sp) €astecnych souctll fady ) > ; ay

[ee]
Shn<ar+ax+...+ag_1+ ) b
k=ko

Na pravé strané posledni nerovnosti je konecné Cislo (ponévadz fada Z[f:ko by je konvergentni) a toto Cislo
nezavisi na zvoleném n > ko. Podposloupnost (sy,,Sk,+1:Sk,+2: - --) j& tedy shora omezena a v prvni Casti
dlikazu jsme ukazali, Ze je neklesajici. Tudiz musi mit vlastni limitu. TutéZ limitu musi mit podle Gvah
provedenych na zatatku diikazu také cela posloupnost ¢asteénych souéttl, coZz neznamena nic jiného, nez ze
fada )7 ; ax je konvergentni.

2. Obdobné jako v prvni €asti dlikazu, jestlize koeficienty Fady ) §° ; ax jsou od n&jakého indexu k; poginaje
nezéporné, koeficienty fady ) 7 ; bx jsou nezaporné od indexu k; a odhad a, > by plati od indexu ks, po-
tom od indexu kg = max{ky, ko, k3} plati vSechna tato tfi fakta. Tedy pro vSechny indexy V&tsi nez kq jsou
koeficienty ay, by nezaporné a plati odhad ay > by.

Stejné jako v prvni €asti dlikazu je posloupnost ¢aste¢nych souctdl (si, sy, ss,...) Fady Y po ; a od indexu ko
neklesajici, tj. jeji podposloupnost (s, Sk, 1, Sky+2: - - -) j€& neklesajici, nebot’ s, 1 —sn = any1 > 0 pro kazdé
n > ko. Ma tedy limitu, a protoZe vznikla vynechanim kone¢né mnoha €lenli posloupnosti (sp), ma také
posloupnost (sn) limitu. UkaZeme, Ze posloupnost (sy) navic neni zdola omezena, takZe tato limita musi byt
—+o00.

Pro libovolné n > kg plati nerovnost
Sn=ayt+ax+...+a_1+a,+...tan>a +a+...+a,-1+b,+...+bn,

kde v8echny koeficienty a, jsme pro n > kg odhadli podle pfedpokladu véty zespodu koeficienty by. Protoze
fada Y;> ; by je podle predpokladu divergentni, je divergentni podle véty 1.8 také fada Zﬁ":koﬂ by, a tudiz
posloupnost jejich tastenych soutth (sy,), kde s, = by, + by, 11 + ... 4 by, m, NeNi shora omezena.

Chceme ukazat, Ze posloupnost (sn) astenych souctd fady ) ¢~ ; ax neni shora omezena. Volme tedy reélné
gislo K libovolng, ukaZeme, Ze existuje index n takovy, Ze s, > K. ProtoZe posloupnost (sy,) neni shora
omezen4, existuje index mg takovy, Ze s, > K—a; —a; — ... — ay,—1- Pokud poloZime n = kg — 1+ m, potom
podle vySe odvozené nerovnosti mame

Sn = Sky—14m = a1+ a2+ ...+ a1+ by +...+bm=a+a+... +ag_1+5y >

>y tat.. tay, 1 tK—ag—a—...—g,_1 =K
Odtud vyplyva, Ze posloupnost (sp) neni shora omezend, a protoze vime, Ze ma limitu, musi byt tato limita
+oo. Tedy Y7 ; ax = +o0, COZ zNnamend, Ze fada )}~ ; ay je divergentni. O

Dokéazat nerovnosti a, < by nebo a, > b, mlze byt nékdy obtizné, a to i tehdy, jestlize je dokazujeme az od
néjakého libovolné zvoleného indexu potinaje. Vhodnou formou porovnani koeficientdl se tak ukazuje byt
limita. Pokud totiz jsou koeficienty a, a by kladné a existuje vlastni nenulova limita

. a
lim X — L,
k—o0 by

potom z definice limity vyplyva, Ze pro kazdé ¢ > 0 existuje kg tak, Ze pro k > kg plati

a
L—e<—k<L+e,
by

pFitom e Ize jisté volit tak, aby L — ¢ bylo kladné &islo. Tudiz

(L—e)ag < by < (L+¢€)a.
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Odtud posctitanim pres vSechny indexy od kg po€inaje do libovolného indexu n > ky vyplyva, Ze
n

(L) Y < Yobe<(Lre) ) a

k=Ko k=Ko k=Ko

a pomoci limitniho pfechodu pro n — co dostaneme’

(L—e)- ) a< ) be<(L+e)- ) a
k=kg k=kg k=ko

a podle véty o nasobeni fady skalarem a srovnavaciho kritéria mame:

1. Pokud fada Y_}” ; ax konverguje, pak podle véty 1.8 konverguje také fada Z‘;":ko ay. Tudiz konverguje také
fada (L +e¢) - Y37, a a podle srovnavaciho kritéria konverguje také fada Yy, by. Konetné podle véty 1.8
pak konverguje také fada ), ; by.

2. Pokud fada }.” ; ax diverguje, pak podle véty 1.8 diverguje také fada ZE":kO a,. Tudiz diverguje také fada
(L+e) - ZE":kO ax a podle srovnavaciho kritéria diverguje také fada Z‘lf:ko bk. Konetné podle véty 1.8 pak
diverguje také Ffada )’ ; by.

Odvodili jsme tedy nasledujici vétu.

Véta 1.11. Symetricka limitni verze srovnavaciho kritéria
Necht’ jsou dany Fady Y > ; a, a Y1~ 4 by, jejichZ koeficienty jsou kladné. JestliZe existuje vlastni nenulova limita

th. L # 0aL # oo, potom Fady ) > ; ax a Y- ; by bud’ ob& konverguji nebo ob& diverguji. Neni tedy mozné, aby
jedna z nich konvergovala a druhé divergovala.

V pripadg, ze

ak

. a .
lim —= =0 nebo lim =& = 400,
k—o0 bk k—o0 bk

pak zavér predchozi véty platit nemusi, pfesto lze Fici alespori o néco méng.

Véta 1.12. Jednostranné limitni verze srovnavaciho kritéria
1. Necht’ jsou dany fady ) > ; ax a Y- 4 b, jejichZ koeficienty jsou kladné. Jestlize

. a
lim X =0
k—o0 bk

afada )} ; by konverguje, potom konverguje také fada Y} ; ay.
2. Necht’ jsou dany Fady Y} ; ay a Y. 4 by, jejichZ koeficienty jsou kladné. Jestlize

-
lim = = 4o
k—o0 Dy

a fada ), ; by diverguje, potom diverguje také fada > ; ay.

Dlkaz. 1. Jestlize kIim E—E = 0, potom podle definice limity pro libovolné zvolené ¢ > 0 existuje index kg tak,
—» 00
7e pro k > kg je ﬁ—t < e. Specialng, volime-li ¢ = 1, pak existuje index kg tak, Ze pro k > ko je E—t < 1, tedy
ax < byx. Zavér prvniho tvrzeni véty tudiz ihned vyplyva ze srovnavaciho kritéria.
2. Jestlize kIim E—t = +o0, potom podle definice limity pro libovolné zvolené K realné existuje index kg tak,
—00
Ze pro k > ko je E—t > K. Specialng, volime-li K = 1, pak existuje index kg tak, Ze pro k > kg je ﬁ—t > 1, tedy
ax > by. Zavér druhého tvrzeni véty tudiz ihned vyplyvéa ze srovnavaciho kritéria. O

Dodejme ale, Ze pokud lim E—t = 0 atada )}, by diverguje, pak druha fada }_> ; ax mize byt konvergentni i
divergentni, srovnani ndm tedy nic nedava. Pro Gplnost uved’me konkrétni pfiklady. Volime-li napfiklad b, =

7y Limita zachovava pouze neostré nerovnosti, proto se ostré nerovnosti zaménily za neostré. Véechny tfi limity existuji, protoZe jde
o limity monoténnich (neklesajicich) posloupnosti.
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1
\/Ey
vime, Ze fada Y5, ¢ je divergentni. Volime-li pravé a, = £, potom lim s—‘; = 0, pfitom ale o fad& Y 3° ; a =
Zﬁilﬁ je divergentnal'. Volime-li naopak a, = 0,1, pak podle p¥ikladu 1.2¢ je fada Y i1 & konvergentni a
pfitom vime, Ze lim b—'; =0.

pak z nerovnosti ﬁ > 1 pomoci srovnavaciho kritéria vyplyva, Ze fada Y, ﬁ je divergentni, nebot’

Stejné tak pokud lim ﬁ—‘; = +o0 a fada ) ;2 ; by konverguje, pak druha fada } ;7 ; ax mlZe byt konvergentni i
divergentni. Sta&i volit napfiklad by = 0,01 a a, = 2% nebo a, = 0, 1X. V p¥ipad& obou voleb a je lim E—t = o0,

Divergence fady Y_° ; 2K vyplyvéa z toho, Ze tato Fada nesplfiuje nutnou podminku konvergence, tj. 2X 4 0 pro
k — oo. Konvergence fady ) ; 0, 1¥ byla dokézéna v prikladu 1.2c a konvergence fady Yot 0, 01X vyplyva
pFimo ze srovnavaciho kritéria, nebot’ 0,01 < 0, 1k 8

Srovnavaci kritérium a jeho limitni verze jsou mocnym nastrojem pro vySetfovani konvergence fad. Pro jejich
pouZiti je ale zapotfebi mit v zasobé alespon nékolik zakladnich Fad, o jejichz konvergenci a divergenci umime
rozhodnout a které pfitom Ize dostatecné univerzalné pouzivat pro srovnani. Jednim pfikladem takové fady
je tzv. geometricka fada

Y. d
k=0

ktera konverguje pro |q| < 1 adiverguje jinak. Na zakladé srovnani s geometrickou fadou dokézeme podilové
a odmocninové kritérium pro konvergenci fad. Druhym pfikladem jsou Fady typu

© 1
Lo

kde p je redlny parametr. O téchto fadach, kterym se nékdy také Fika p-fady, dokdZzeme, ze konverguji pro
kazdé p > 1 a diverguji jinak. Nastrojem k tomu nam bude tzv. kondenza¢ni kritérium. Pfedchozim dvéma
fadam a zminé&nym kritériim budou vénovany nasledujici dvé Casti této kapitoly.

1.4.2 Geometricka fada. Podilové a odmocninové kritérium

Necht' q je realné nebo komplexni &islo. Radu
o
)
k=0
nazyvame geometrickou fadou. Pro jeji konvergenci plati jednoduché kritérium.

Véta 1.13. O konvergenci geometrické fady.

Necht' g € C. Geometricka Fada ), ,q" konverguije, pravé kdyZ |q| < 1. Navic, pokud geometricka Fada konverguje,
potom pro jeji soucet plati

Dlkaz. Pokud q = 1, potom je geometricka Fada souctem samych jednicek, a tedy zjevné divergentni (viz
také priklad 1.2a). UkaZeme, Ze pokud q # 1, pak pro ¢astecny soucet geometrické fady

sn=0"+a' +...+q"
plati vztah
qn+1 -1
g1 1.2

B 12

Vztah Ize dokazovat bud’ indukci nebo nasledujicim trikem. Zfejmé plati, ze
W0 =@ +q ... +q") =g+ +...+q",
a tedy
gsn —sn =gt -1,

odkud ihned vyplyva hledany vztah 1.2 pro ¢aste€ny soucet sp,.

8) Vsechny tfi posledni uvaZované fady jsou priklady geometrické fady Y q¥, kde q je dané &islo. Pro geometrickou Fadu nize
odvodime kritérium konvergence v zavislosti na parametru q. Konkrétné: geometrické fada konverguije, pravé kdyz |q| < 1.
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Jestlize je nyni |q| < 1, potom lim |g"| = lim |g|"* = 0, a tudiz také lim q"*! = 0.9 Z véty o aritmetice limit
tak vyplyva
& ntl_1 0-1 1
= lim sy = lim 3 _0-1_ _
= n—co n—seo —1 qg—1 1—q

Pokud je naopak |q| > 1, potom také |q|¥ > 1 pro kaZdé k pFirozené, a tudiZz neni mozné, aby lim [g|¥ = 0,
protoZe limita (existuje-li) zachovava neostré nerovnosti. Tudiz neni mozné, aby limgk = 0, protoZe to je
ekvivalentni lim|g|* = 0, odkud vyplyva, Ze pro |q| > 1 geometricka Fada nesplfiuje nutnou podminku
konvergence. Je tudiz divergentni a diikaz véty je hotov. O

Na srovnéani fady s vhodnou geometrickou fadou jsou zaloZena nasleduijici kritéria: d’Alembertovo podilové
kritérium a Cauchyovo odmocninové kritérium.

Véta 1.14. d’Alembertovo podilové kritérium.
Necht’ je dana Fada )~ ; ay s kladnymi koeficienty.
1. JestliZe existuje €islo q < 1 tak, Ze

% <q pro kazdé k pfirozené od néjakého pocinaje,
k

potom je Fada Y_}” ; a, konvergentni.
2. Jestlize existuje Cislo q > 1 tak, Ze

A1 > q

. pro kazdé k pfirozené od néjakého pocinaje,
k

potom je Fada ) ;> , a divergentni.

Dlikaz. 1. Pfedpokladejme, Ze od indexu kg pro kazdy vétsi index k > kg plati

Ak41

<7
ag =4

pro néjaké pevné q < 1. Potom postupné nahlédneme, Ze

ak0+l S qako

2
Aotz < Gkt < g8,

2 3
ak0+3 S qak0+2 S q ak0+l S q akO

a pokud tuto Gvahu zopakujeme n-krat, kde n je libovolné pFirozené Cislo, dostdvame, Ze
kg rn < Q" - Ak

Odtud vyplyva, Ze koeficienty fady Z[f:ko a, mGzZeme seshora odhadnout koeficienty fady ZE":l(q" “ay,). A

protoZe fada Y7 ; g¥ je konvergentni (vyplyva to z faktu, e q < 1 a pfedchozi véty o konvergenci geomet-
rické fady), je konvergentni také fada Z‘;"Zl(q" -ay,) a podle srovnavaciho kritéria je konvergentni také fada
ZE":kO ax. Podle véty 1.8 je tudiz konvergentni také plvodni fada Y 5> ; ay.

2. Dlikaz je analogicky pFedchozi ¢asti. Pfedpokladejme, Ze od indexu kg pro kazdy vétsi index k > kg plati

Ak41

>7
ag =

pro néjaké pevné q > 1. Potom postupné nahlédneme, ze

ak0+l 2 qako

2
Aot2 = Gaky+1 = %Ak,

2 3
ak0+3 2 qak0+2 2 q ak0+l 2 q ako

%) PFipomefime, Ze lima, = 0, pravé kdyz lim |a,| = 0.



14 KAPITOLA 1. CISELNE RADY

a pokud tuto Uvahu zopakujeme n-krat, kde n je libovolné pfirozené Cislo, dostavame, ze
a >q"-a
ko+n = 0 - Aky-

Odtud vyplyva, Ze koeficienty fady Z[f:ko a, mUZzeme zespodu odhadnout koeficienty Fady ZE":l(qk “ayy). A
protoZe fada ) > ; g« je divergentni (vyplyva to z faktu, Ze q > 1 a predchozi véty o konvergenci geometrické
fady), je divergentni také Fada Y5>, (q* - ay,) a podle srovnavaciho kritéria je divergentni také fada Zﬁ":ko ay.
Podle véty 1.8 je tudiz divergentni také plvodni fada Y 5> ; a.

Ihned poznamenejme, Ze pro dlkaz divergence podle d’Alembertova podilového kritéria staci splnit pod-
minku
41 1

. od néjakého indexu potinaje,
k

ale pro dlikaz konvergence podle d’Alembertova podilového kritéria jiz nestaci splnit slabsi podminku

&1 g
ak '

a to ani tehdy, je-li spInéna pro kazdé k pfirozené. Protipfikladem je fada Y ; % o které vime, Ze je diver-
gentni, pfitom

a1 K k .

—— =1 =<1 pro kazdé k € IN.

ag X +1
Podminka v d’Alembertové kritériu
ax

znamena nejenom, Ze podily % jsou ostfe mensi nezZ jedna, ale Ze jsou tyto podily od jednicky tzv. ,,odra-
Zzené“. To znamena, Ze tyto podily se nejenom nesmi jedné rovnat, ale nesmi se k jedné ani ,,bliZit“ve smyslu
limity. A naopak, pokud limita t&chto podil{ je ¢islo ostfe mensi neZ jedna, potom vime, Ze tyto podily musi
byt od jednicky odraZené. Toto pozorovani vede k limitni verzi podilového kritéria.

Véta 1.15. Limitni d’Alembertovo podilové kritérium.
Necht' je dana fada Y_}” ; ay s kladnymi koeficienty.

1. Jestlize
. @
lim 2+ 1,
k—oo ag
potom je Fada Y} ; a, konvergentni.
2. Jestlize
. a
lim 2L > 9,
k—oo ag

potom je Fada Y, ; ay divergentni.

Dokaz. 1.Jestlize lim %t < 1, potom od n&jakého indexu poginaje musi byt %t < 119 Tvrzeni tedy vyplyvé
- - . . e ez = k
z nelimitni verze podilového kritéria.

2. Jestlize lim ag—:l > 1, potom od néjakého indexu po€inaje musi byt a‘;—:l > 1. Tvrzeni tedy vyplyva z
nelimitni verze podilového kritéria. O

Dodejme, Ze pokud lim a';—:l = 1, pak fada Y3> ; a, mGZe byt konvergentni i divergentni.!! P¥ikladem diver-
gentni fady splfujici tuto podminku je jiZ mnohokrat zminéna harmonicka fada Y ;> , % nebot’ lim a;—f =

lim (X; = 1. PFikladem konvergentni fady, pro kterou lim a;;_:l = 1, je napriklad fada Y5>, m Ovéfeni
11

predchozi limity je zcela pfimocaré, konvergenci fady Ize dokazat pfimo z definice: protoze ﬁ E o

10y podle véty o limité a usporadani, ktera ¥ika, ze pokud lima, < limby, potom od n&jakého indexu po&inaje musi byt a, < b.
11y Coz je zdanlivé nepatrny rozdil oproti nelimitni verzi kritéria, kde pFipad q = 1 vedI k divergenci.
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plati pro jeji n-ty ¢asteCny soucet

1 1 1
= 1737173
o _ 1 1,11 .1

1 2 2 3 3

11 1 1 1 1 1
S = 173737373 27173

11 1 1 1 1 1 1 1
% = 172t 33t s s

odkud jednoduchou indukei vyplyva, Ze n-ty clen posloupnosti ¢aste¢nych souctd fady Y 5> , k(k—il) splfuje
vztah

SR N R N O S ST S S U
1 2 2 3 3 4 n n+1 n+1

TudiZz s, — 1 pro n — oo. Limita posloupnosti ¢aste¢nych souctdl (sn) je tedy vlastni, coz podle definice

znameng, ze fada Y m je konvergentni.

Véta 1.16. Cauchyovo odmocninové kritérium.
Necht' je déna Fada )} ; ay s nezapornymi koeficienty.
1. JestliZe existuje Cislo g < 1 tak, Ze
e <q pro kazdé k pfirozené od néjakého pocinaje,
potom je Fada Y 7 ; ax konvergentni.
2. Jestlize existuje €islo q > 1 tak, Ze
Ya > q pro kazdé k pfirozené od néjakého pocinaje,

potom je Fada ) _}” ; a divergentni.

Dlkaz. 1. Pfedpokladejme, Ze od indexu ko pro kazdy vétsi index k > ko plati

Vag <q,
pro néjaké pevné q < 1. Odtud ihned vyplyva, Ze
a <" prok >k,

a tudiz koeficienty fady Z[f:ko ax mizeme seshora odhadnout koeficienty fady ) p- ; g€. A protoZe fada

Yo g je pro q < 1 konvergentni, je podle srovnavaciho kritéria konvergentni také fada ZE"ZKO a,. Podle
véty 1.8 je tudiz konvergentni také pGvodni fada ) ; ay.

2. Dlikaz je analogicky pFedchozi ¢asti. Pfedpokladejme, Ze od indexu kg pro kazdy vétsi index k > kg plati

Va > q,
pro néjaké pevné q > 1. Potom
a>q"  prok>k,
a tudiz koeficienty fady ZE":kO ax miizeme zespodu odhadnout koeficienty fady Y > , g. A protoZe fada

Yo g¥ je divergentni, je podle srovnavaciho kritéria je divergentni také fada Zﬁ":ko ay. Podle véty 1.8 je tudiz
divergentni také pGvodni fada ) ;° ; ay. O

Ani v Cauchyové odmocninovém kritériu nestaci spinit pro dlikaz konvergence slab$i podminku

Yag < 1,
protipfikladem je opét divergentni harmonicka fada ;> , % pro kterou jisté plati ¥a, = ﬁ < 1, nebot
libovolnd odmocnina Cisla vétsiho nez 1 je Cislo vétsi nez 1.

Také pro Cauchyovo odmocninové kritérium Ize odvodit jeho limitni verzi.
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Véta 1.17. Limitni Cauchyovo odmocninové kritérium.
Necht’ je dana Fada }_” ; ay s kladnymi koeficienty.
1. Jestlize

fim Y < 1.
potom je Fada Y} ; a, konvergentni.
2. Jestlize

fim, 95> 1

potom je Fada ), ; ay divergentni.

Dlikaz. 1. Jestlize lim {/a, < 1, potom od né&jakého indexu poginaje musi byt ¥/a, < 1. Tvrzeni tedy vyplyva
z nelimitni verze odmocninového kritéria.

2. Jestlize lim {/a > 1, potom od néjakého indexu pocCinaje musi byt ¥/a, > 1. Tvrzeni tedy vyplyva z
nelimitni verze odmocninového kritéria. O

Stejné jako tomu je u d’Alembertova podilového kritéria, jestlize lim {/a, = 1, potom fada m{ze konvergovat
i divergovat. Jako pfiklad(l Ize pouzit stejnych fad jako u podilového kritéria.

1.4.3 Kondenzaéni kritérium a jeho dtsledky

Véta 1.18. Kondenzacni kritérium.

Necht’ je dana fada Y}~ ; a, jejiz Cleny jsou nezaporné a tvofi nerostouci posloupnost. Potom Fada ) ; ax konverguije,
prévé kdyz konverguije Fada YR o 2Xa.

Dilikaz. UvaZzme 2"-ty aste€ny soucet fady ) ¢~ ; ay
Son = a; +ax +...+ apn.

Diky tomu, Ze posloupnost koeficientt je nerostouci, jej m&zeme odhadnout pomoci &asteénych souétll druhé
fady seshora i zespoda. Klitem k tomu je odhad skupiny koeficentt

g +amyp+ ...+ At

V této skupiné je pfesné 21 — 2" = 2" glend, a protoZe posloupnost koeficientdl a, neroste, miizeme ji
odhadnout zespodu i seshora pomoci posledniho koeficientu a,n+1 nebo predchoziho koeficientu an vyna-
sobeného pottem ¢&lenll skupiny, nebot’ tento koeficient je mensi, resp. v&tsi nez vechny &leny souctu. Je
tedy

apn + amig ...+ amit g > 2 a1,
2 1 2

\\/-/ ;\,_/
28041 Zantl >a,n41
respektive
an +ammig+...tamp_g < 2"agn.
N N~ ——
<ayn <ayn <ayn

Rozdélime-li tedy scitance v souctu son postupné do skupin o jednom, dvou, Ctyfech, osmi, Sestnacti atd.
¢lenech (poctet ¢lenll ve skupiné roste dvojnasobné, tj. po mocninach dvou) a kazdou skupinu odhadneme
vyse uvedenym zpUlsobem, dostaneme odhad seshora

Son= @ +a+agtastas+agtag+ag+ag+ap+ant+apt+aztaggtas+...+
N~ N——

<la; <2-a, <4.ay <8-ag

+agn-1+am g+ ... +am_g < lag+2ay+4a;+8ag+ ...+ 2" Las .,

Sznfl‘azn—l
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kde jsme pfi odhadovani na kazdou skupinu pouzili odhad uvedeny mensim pismem pod ni. Jestlize piSeme
20 namisto jednicky, 21 namisto dvojky, 22 namisto &tyfky, 22 namisto osmitky atd., mdZeme posledni vyraz
psat ve tvaru

n—1
la; +2a, +4a4, +8ag+...+ 2”_1a2n,1 = 20320 + 21321 + 22a22 + 23a23 +...+ 2”_1a2n,1 = Z 2ka2k.
k=0
Pokud nas naopak zajima odhad zezdola, pak opét rozdélime stitance v s2" stejnym zplsobem a pouZijeme
odhad kazdé skupiny nasledujicim koeficientem, tedy

Son = @ +axtag+agtas+ag+az+ag+agt+ap+aytaptazt+agtast...+
~ =

>1ap >2-24 >4-ag >8-as6

+am-1+am o+...+am;m_g > lay +2a4 +4ag+8ag+ ...+ 2”_1a2n.

>2n—L.a,n
Opét jsme pfi odhadovani na kazdou skupinu pouzili odhad uvedeny mensim pismem pod ni. Jestlize piSeme
20 namisto jednicky, 21 namisto dvojky, 22 namisto &tyfky, 22 namisto osmicky atd., mZzeme posledni vyraz
psat ve tvaru

lay + 2a4 + 4ag + 8ayg + ... + 2" tayn = = - (2ay + 4ay + 8ag + 16a35 + ...+ 2"am) =

1

2

_E( Ay + 2%y + 2783 +27ay +... + azn—l)—i'kz Aok
=1

Pokud m-ty Castecny soucet fady ) ;> , 2ka2k oznatime s/, tj.

m
Sl/‘n = Z 2ka2k
k=0

pak vyse odvozené nerovnosti mliZzeme psat ve tvaru

1
5(5:171 —a) <s;n <sfy.

Z toho vyplyva:

1. Pokud fada ¥ 4 2ka2k konverguije, potom jeji ¢astecné soulty tvoFi neklesajici konvergentni posloupnost
(neklesajici z toho dtivodu, Ze jde o Fadu s nezapornymi ¢leny), a tudiz

o0
Son < Sll‘l—l < Z 2ka2k.
k=0
ProtoZe je na pravé strané rovnosti pevné dané Cislo (které nezavisi na n), je tim vlastné ukdzano, Ze posloup-
nost (sp) CasteCnych souctd fady ) g ; ax je shora omezena. Uké&zali jsme to sice jen pro ty koeficienty, které
jsou tvaru mocniny dvojky, nicméné to Ize snadno napravit. Je-li n libovolné pfirozené ¢islo, potom n < 2", a
tudiz
o
sn < son < Y 2Xay.
k=0
A protoZe Y7 ,; a je fadou s nezapornymi koeficienty, je jeji posloupnost ¢aste€nych souttli neklesajici. Do-
hromady mame, Ze je neklesajici a shora omezena, tudiz ma vlastni limitu, a tedy fada ) ;> ; a, je konver-
gentni.

2. Pokud fada } ;7 2ka2k diverguje, potom jeji ¢astetné soutty s, tvofi neklesajici divergentni posloupnost,
a tudiz posloupnost, ktera roste nade vsechny meze. Tudiz také posloupnost (3(s/, —a;)) tvofi neklesajici
posloupnost rostouci nade vSechny meze a z odhadu

1
Son > 5(5;71 — al)
je zfejmé, Ze také posloupnost syn roste nade viechny meze. Je-li totiz K libovolné realné €islo, potom existuje
m takové, Ze 3 (sj, —a;) > K, a tudiZ také s,m1 > K. TudiZ posloupnost (sn) Sastetnych souttil fady Y5 ; ax
je neklesajici a shora neomezena, tudiz ma limitu +oo a fada }_;> ; a je divergentni. Tim je dlikaz hotov. [
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Duikaz Ize zjednodusit pomoci srovnavaciho kritéria. V diikazu jsme vlastné plivodni fadu (jednotlivé skupiny
Cisel oznatujeme z&vorkami)

[e0]

Z =a; + a2+a3)+(a4+a5+a6+a7)+(ag+ag+a10+a11+a12+a13+a14+a15)+(a16+...

odhadli seshora Fadou
o
szazk =a +(ap+a) +(a+as+ag+as)+(ag+ag+ag+ag+ag+ag+ag+ag)+(a+...
k=0

a zespoda Fadou

- Y 2Xay = ap + (ag +as) + (ag + ag + ag + ag) + (age + A1 + a16 + a1 -+ A1g + 16 + a1 + aze) + (a2 + . ..
k=1

N -

pFitom konvergence obou Ffad pouZitych k odhadu je zjevné ekvivalentni konvergenci fady ) ;> , 2ka2k.

Nyni kondenzacni kritérium pouzijeme ke slibenému vySetfeni konvergence p-fad. PFipomerime, Ze p-fadou
myslime fadu

e
-

=~
Il
=

kde p je realny parametr.
Désledek 1.19. Rada
i 1
k1 KP
konverguje pro kazdé p > 1 a diverguje pro kazdé p < 1.

Dlkaz. Pokud p < 0, potom rlﬁ # 0 pro k — oo, a tudiz fada } ;> , rlﬁ diverguje, nebot’ nespliuje nutnou
podminku konvergence.

Pokud p > 0, potom posloupnost ( ) je klesajici posloupnost s kladnymi €leny, a proto je konvergence fady
Zk:1 w» Podle kondenzacniho kritéria ekvivalentni konvergenci fady

Posledni fada je geometrickou fadou s kvocientem q = —==. Vime, Ze geometricka fada (s kladnym kvocien-
tem) konverguje, pravé kdyz q < 1, coZ odpovida podmmce zep—1>0,tedy p > 1, a diverguje, pokud
q > 1, coZ odpovida podmince p < 1. O

Dusledek 1.20. Rada
i 1
= kP In9 k
konverguje pro kazdé p > 1 a libovolné g nebo pokud p = 1aq > 1.V jinych pFipadech je divergentni.

Dlikaz. DUkaz rozdélime do &tyfech krokdl.

1. Pokud p > 1, potom lze Fadu YR, p—liq—k srovnat s fadou Y°, 5=, kde ¢ volime kladné a takové, aby
p —e > 1.12 Oznagime-li a, = W ab, = kp =, potom vidime, Ze

LAy . p—lq— . 1 . In%k

lim =X = |im X"k = =0,

m ——-— = lim
k—oo D koo k—oo kEINTK — k—oo ke

kP

pro kazdé realné Cislo q. A protoZe p —e > 1, fada } ;> , ﬁ konverguje podle predchoziho dlsledku kon-
denzagniho kritéria. Podle jednostranné verze limitniho srovnavaciho kritéria je tudiz konvergentni také fada

00 1
Zk:z kP InTk"

12y Naptiklad ¢ = ’%l splfiuje oba tyto poZzadavky.
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2. Pokud p < 1, potom lze Fadu Vil s imry srovnat s Fadou Y2, o, kde e volime kladné a takové, aby

p+e < 1.2 Oznatime-li ay = oy @ by = =, potom vidime, ze

kPIn
a T g
lim = = lim KI5 — jim —— =t
k—o00 Dy k—o0 e k—oo INT K

pro kazdé realné ¢islo q. A protoZze p+¢ < 1, fada Y, kp—lﬂ diverguje podle predchoziho disledku kon-
denzagniho kritéria. Podle jednostranné verze limitniho srovnavaciho kritéria je tudiZ divergentni také fada
T2 wink:
3. Pokud p = 1 aq < 0, potom pro k > 3 plati, Ze Ink > 1, a tedy také In"%k > 1. Odtud vyplyva, Ze pro
k > 3 plati odhad
1 1 In"% _ 1

KPIn®k ~ kInTk ~ k — Kk
a podle srovnavaciho kritéria je vySetfovana fada ) > , ﬁq—k divergentni, nebot’ je od tfetiho ¢lenu pocinaje
zespoda odhadnuta divergentni fadou Y3, 1.

=~

4. Konetné pokud p =1aq > 0, potom posloupnost ( ) je Klesajici s kladnymi ¢leny. Podle kondenzac-
niho kritéria je tudiZ konvergence fady }_° , —q— ekvwalentm konvergenci fady

o) s ) 1
L G ~ X =§mzk gkm o &

Konvergence posledni Fady je oviem ekvivalentni konvergenci fady Y7 ; %q-, o které vime, Ze je konvergentni,
pravé kdyz q > 1, jinak diverguje. Tim je dkaz dokongen. O

1.4.4 Ulohy na podilové a odmocninové kritérium

Podilové kritérium lIze €asto pouZit pro vySetfovani konvergence fad, jejichz koeficient obsahuje faktoriél
nebo umocnéni Cisla €i vyrazu na k-tou. Podobné odmocninové kritérium se pouziva tehdy, pokud koeficient
posloupnosti obsahuje mocninu vyrazu na k-tou. Obé kritéria davaji podobné vysledky. Odmocninové kri-
térium je nepatrné silngjsi, nebot’ plati, Ze pokud existuje lim a';—:l potom existuje také limita lim {/ay a tyto
limity jsou si rovny. Toto tvrzeni dokazovat nebudeme, nebot’ jej pro vysetfovani fad neni potfeba. Opacné
tvrzeni neplati, nicméné i tak rozdil v sile kritérii neni ve vétSiné nasledujicich aloh patrny.

. >, 2k
Uloha 1.3. I(Z:LH

Néavod. PouZijeme limitni podilové kritérium. Je

2k+l
lim 242 = jim E0 _ iy 2 g
k—oo Ak k—oc0 % k—oo K+ 1
Rada konverguije. O
Jloha 1.4 -
Uloha 4. ) &
k=1
Navod. Podle limitni verze podilového kritéria
(k+1)!
fim DT (RN (LN G L L
k—o0 % _k~>oo k+1 _k~>oo k+1 _k~>oo k+1 _e '
fada (absolutn€) konverguie. O
. > (k!)2
Uloha 5. ) ST

13y Naptiklad ¢ = e splfiuje oba tyto poZzadavky.



20 KAPITOLA 1. CISELNE RADY

Navod. Podle limitni verze podilového kritéria

(k1)?

k k
o (kppREn kT T 1 AT _1 B
fim S5 = fim () 00 = im (1 ) o) = () =
fada diverguje. O
. > (k)2
Uloha 1.6. e
k; (2k)!
Néavod. PouZijeme limitni podilové kritérium. Je
k+1)1)2
lim 241 — jim (§2k+%))! T s ) N
koo 8 koo (%2' T koo (2k+2)(2k+1) 4 T
Rada konverguije. O
. i 1
Uloha I.7. 2 —
n=1 (1 + %)
Navod. Rada nekonverguije, nebot’
lima, = |im7—15£0
n—oo ”_n—>oo(1+1/n)”_e '
([l
Uloha 1.8 i _t
= @2+ /n)n

Navod. Rada konverguje, nebot m < . Jinou moznost skyta pouZiti limitni verze odmocninového
kritéria,
1 1 1
lim Yap = lim {/ ——— = lim ——— = - < 1.
nseo V' T nSe \[ (241/n)" T nse241/n 0 2 <
[l

. o Akl
Uloha 1.9. k_zlw kde A >0

Néavod. Budeme rozhodovat podle limitni verze podilového kritéria. Je
AL K K
. (k+1)k+1 . k . 1 A
Iim ———=IlmA|{— ) =ImA(l1-——| =—.
haetid % Bt <k+1) pat ( k+1 e
Pro 0 < A < e fada konverguje, pro A > e fada diverguje. Musime rozhodnout pfipad A = e. Spoftéme
limitu )
e
li =(-) k=
e, & (k)
podle Stirlingovy formule!*
. k k)
= lim (E) vV 27k <—> = +o00,
k—oo \K e

a proto fada diverguje, nebot’ posloupnost koeficientll nejde k nule a neni tedy splnéna nutna podminka
konvergence. O

; 0 kak
Uloha 1.10. k;LW

14y Ale stagila by i véta o dvou policajtech spole¢né s odhady e('g)k <kl < ke(%)k.
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7 ~ ak -
Navod. Polozme a, = X+. Protoze

(k+l)a(k+l)
im 3 _ e G (kD) kel w_
k—oo ag k—o0 kk_al“ koo K-+1 k
1\*]°
= lim(k+1)%! <1+—)
k— 00 k

a protoze podle Heineho véty a véty o limité sloZené funkce vzhledem ke spojitosti mocninné funkce y? v

bodé e mame
1\
]_ —
( *k)

(i)proa < 1jelim(k+1)*1 =0, a tedy lim a‘;—:l =0 < 1 a fada konverguije.

a

lim =e?
k—o0

dostdvdme postupné:

(i) proa=1jelim(k+1)> = 1, atedy lim % = e > 1 a fada diverguje.

(iii) pro a > 1 je lim(k + 1)%! = +co, a tedy lim a';—f = 400 > 1 afada diverguje. O

. > (k!)2
Uloha I1.11. k;l e

. s 12 .
Navod. Polozme a, = (:T; Protoze

(ct1)1)?

. ak+1 . 2(k+l)2 . (k + 1)2
lim —/— = li = — =0<1,
k—oo Ak k—oo  (K)? k—co 2(2k+1) <
ok
fada konverguije. O
. il k2
Uloha 1.12. kz —
= (§ + E)
Navod. PoloZzme a, = "21 -, Ziejmé
(5+%)
k2
ax < c
(5)
Polozme by = f -. Potom
3
(k+1)?
k+1 2
. . z . k+1 3 3
lim =L — jim (3)2 — fim +2) —==<1,
k—>o00 bk k—oo _K - k—co k T 7T
(%)
a proto fada )by konverguje podle podilového kritéria. Protoze 0 < ay < by, Ffada ) ay konverguje podle
srovnavaciho kritéria. O
. il k
Uloha 1.13. Y arcsin ————.
k;l kv/2 +1

Navod. PouZijeme odmocninové kritérium. Podle véty o limité sloZzené funkce plati

. . . . k .1 T
lim & arcsink = lim arcsin ———— = arcsin— = — < 1,

k
k—o0 kv'24+1 koo kv2+1 V2 o4

a tudiz fada konverguije. O
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k!
Uloha 1.14. Z &P
Navod. Polozme ay = kk+p Zfejmé
(k+1)!
G (G DFp k+1 k \ktP
lim —— = lim ———— = lim el =
k—o0 ak koo k—oo (k+1) +1

: . 1 \* 1P
= Jmer 0 (1) (1)

k
(1i) %% pro k— oo

ProtoZe prostfedni vyraz

a posledni vyraz

1 P
- P —
(1 K 1) —1 1 pro k— oo

(podle Heineho véty a limity sloZzené funkce diky spojitosti mocniny v bodé 1), rozhoduje o limité prvni
vyraz.

(i) Je-li p < 0, pak (k+1) P — o0, tudiz lim a‘;—:l = +o0 a fada diverguije.
(ii) Je-li p =0, pak (k+1)"P — 1, tudiZ lim a‘;—:l = 1 atada konverguije.
(iii) Je-li p > 0, pak (k+1)"P — 0, tudiz lim a‘;—:l = 0 a fada konverguije. O

. o) kk
Uloha 115, ) | —————7>
k;l (2k2 4k 4 1)k/2

Névod. PoloZzme ay = Potom

kk
(2k2+k+1)k72"

I|m Yay = I| K = lim L _ 1! <1
©V2k2+k+1 koo 24+ 1/k+1/K2 /2
a fada konverguje podle odmocninového kritéria. O

> 2.5.8..-(3k—1)
Uloha 1.16. 21 59 (k—3)

Névod. PoloZzme a, = %

acn o 3(k+1) -1 . 3kt2 3
Iim—=Im—-—+——=Iim-—=-<1
k—oo Ay k— o0 4(k+1) -3 k— o0 4k+1 4

a fada konverguje podle podilového kritéria. O

V nasleduijicich pﬁ'kladech vySetfujte absolutni konvergenci fad.

[e9)

Uloha 1.17. Z  kdez e C.

_ 22k
= @or Je

—~

Z2k+2 2
el o GO _ H
lim = lim =lim ————=0<1
k—oo |ag] k—o0 (\;\kz)k' k—co (2k+1)(2k+2)

TudiZ Fada konverguje pro kazdé z € C. O
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} ) 22k+1
Uloha 1.18. k; e kdez € C.

z2k+1

Névod. Podle (limitniho) podilového kritéria vySetfime konvergenci fady ) ;> , |ax|, kde ay = (st Je
|Z|2k+3 )
N [ P R 13 ) I 2|
lim = = —_—— =0< 1L
k— o0 |ak| k—oo [Z[2¢+1 k— 00 (2k + 2) (Zk + 3)
(2k+1)!
TudiZ fada konverguje pro kazdé z € C. O
) o0 (7 )k 2k
Uloha 1.19. 2 REAIR kde z € C.
k=1
Névod. Postup je stejny jako u Glohy (1.17), nebot’ absolutni hodnota koeficientu |ax| = %kz; O
; ) K 22k+1
Uloha 1.20. —-1)——— kdez e C.
k;l( ) (2k + 1)!
_ ‘Z‘2k+1

Névod. Postup je stejny jako u Glohy (1.18), nebot’ absolutni hodnota koeficientu |a,| = BT

, * k
Uloha 1.21. 2 o kdez e C.
k=17

Névod. Podle (limitniho) podilového kritéria vySetfime konvergenci fady ) ;> ; |a|, kde ay = Z—kk Pocitejme

k+11

1
koo fa]koe KT koo K Iz ~ |z

Pro |z| > 1 fada absolutné& konverguije, pro |z| < 1 fada diverguje podle limitniho podilového kritéria. Pokud

|z| = 1, potom |a| = k 4 0 pro k — o0, a tedy ay 4 0 pro k — oo a fada diverguje taktéZ, nebot’ nespliuje

nutnou podminku konvergence. O
k2

. i
Uloha 1.22. Y ~-
k=1

2k,kdezeC.

2
Névod. Podle (limitniho) podilového kritéria vySetfime konvergenci fady ) ;> ; |ay|, kde ay = zsz Pocitejme

S| (k+1)2
I [
lim = — =
k—oo |ay] k—oo |z[¥ koo 2

2k

Pro |z| > 1 Fada diverguje, pro |z| < 1 fada konverguje podle limitniho podilového kritéria. Pokud |z| = 1,

potom a, = 2—1k dostavdme tak geometrickou Fadu s kvocientem q = % ktera je samoziejmé konvergentni.

Shrnuti: Rada absolutné konverguje pro |z| < 1, diverguje jinak. O

Uloha1.23. Y~z kdez € C.
k=1

Navod. Podle limitniho podilového kritéria

L gk
lim 2. — = lim [z[*¥
k—co |Z‘ k—co

fada konverguje, pokud |z| < 1 a diverguje, pokud |z| > 1. Pokud |z| = 1, fada diverguje, nebot' nespliiuje
zékladni podminku konvergence, zK' 4 0 pro k — oo. O
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2k
Uloha 1.24. kz arctg sz, €R.

Navod. PouZzijeme odmocninové kritérium. Podle véty o limité sloZzené funkce plati

lim {|arctgk 2kx | _ lim arct 2K[x| =arctg0 =0
k=00 g X2+ K| koo gx2+k2_ 9o ="

a tudiz fada (absolutn€) konverguje pro kazdé x € R. O

Uloha 1.25. 2

Néavod. Drobna perlicka na zavér. Lze pochopitelné uzit podiloveé i odmocninové kritérium (vysledek pfi-

slusné limity je pokazdé 3) coz znati konvergenci fady) Z identity 2 3k = (%)k plyne, Ze fada je geometricka s

kvocientem mensim nez 1. Radaje tedy zfejmé konvergentni — dokonce Ize snadno urcit jeji soucet. O
1.4.5 Ulohy na srovnavaci kritérium

. =1
Uloha 1.26. 2 —
n=1

Navod: Rada nekonverguije, nebot’ > % Zbytek je srovnani s harmonickou fadou.

1
vn

. 1
Uloha 1.27. —
L v

Navod: Podle kondenzacniho kritéria jsme odvodili, Ze fady typu Y ﬁlp konverguiji, kdykoliv je p > 1. ProtoZe

n—\l/ﬁ = n3—1,2 a 3/2 > 1, fada konverguije.
Uloha 1.28, 2 !
n+1

Navod: Rada diverguje, nebot’ n+1 > n+n = % (a zbytek plyne srovnanim s harmonickou fadou).

Uloha 1.29. i

‘ =
=~

Navod. Protoze ik % a Z diverguije, vy$etfovana fada diverguje. Divergence fady + i vyplyva z integralniho
kritéria, nebot’

oo 1
/ ~dx = [Inx]{® = +co.
1 X

n

Uloha 1.30. Z i1

Navod: Podil n/n? v&sti, Ze pouZijeme srovnani s harmonickou Fadou Z%, 0 niZ je znamo, Ze diverguje.
Nejprve odhadneme, Ze
n n 1

> = —,
n2+1~=n2+n2 2n

Alefada Y 4 = 1y 1 diverguje, protoze diverguje harmonicka fada. Podle srovnavaciho kritéria je ptvodni
fada ¥ nZL-&-l divergentni.

. © K2
Uloha 1.31. —_
k;l k3 +1



1.4. KONVERGENCE RAD S NEZAPORNYMI CLENY 25

Navod. Protoze
S S |
K34+1 ~kK3+k¥ 2k

afaday 4 = 321 diverguje vysetfovana fada diverguje podle srovnavaciho kritéria.

Nebo poloZzme a, = ab = k Ukéazeme, Ze a, ~ by, tj.

k3+1

R o Ais
lim =X existuje a je to nenulové reélné Zislo.
—o0 Nk

Ziejmé plati, ze
3
lim & _ lim k =1
k—o0 bk k—o0 k3 +1
Tudiz Fady Y ay a Y by podle limitni verze srovnavaciho kritéria konverguji nebo diverguji zaroven. Rada
Y b= Z diverguije, takze vySetfovana fada ) a, diverguje také.

2k? 43k +4

Uloha 1.32. Z 2k 1 5)2

Névod. Bud’ pouZijte srovnavaciho kritéria a odhadu

k2 +3k+4 2K +3k+4 _ 2KP+3k+4 2K +3K0+4k* 91
(2k24+5)2  4k* +20k?+25 — 4k 4k Tk
Nebo ukaZte, e 2(k22kﬁ§4 %, nebot
2k24£3k+24 1
li (22452 4 0.
kLTo L 2 a

kZ

Podle limitniho srovnavaciho kritéria vyplyva z konvergence fady - kiz také konvergence vysetfované fady.

1
Uloha 1.33.
2 7 V2k+1v/2k +3
Navod. Je \/W\/W =, nebot’
k“m V2k+1v2k+3 \/2k+ 7& 0.
— 00 B

k
Podle limitniho srovnavaciho kritéria vyplyvéa z divergence fady Z% také divergence vySetfované fady.

c 2
Oloha 134. ), ”\2/_++2n3n

Navod: Rada konverguje podle srovnavaciho kritéria, nebot’

nyn+2n _ nyn 1+2n_1/2< 1 1+2 31
n24+2n3  nd 24+1/n —nd2 240 2n3/2

> nP41
Uloha 1.35. Zr;;?,

Navod: Pokud p < 0, potom nP < 1 a fada konverguje pro vsechny hodnoty q € R podle srovnani

nP+1 2
< :
ni+n2—3 — n2-—3

Pokud 0 < p < 1, pak fada opét konverguje pro vSechnaq € R, nebot' 2 —p > 1a

nP+1 1+1/nP 2

nNi4+n2—3 nd-P4+n2P_3nP ~ n2-pP_3
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Pokud p > 1, potom fada konverguje tehdy a jen tehdy, je-li g — p > 1. Je-li tato podminka splnéna, plyne
konvergence fady ze srovnéni

nP+1 1+1/nP 2
N+n2—3 nd—P4n2-P_3n—P — nd—P_3

Neni-li podminka splnéna, tj. je-li p > 1 a zaroven q — p < 1, pak divergence fady plyne ze srovnani

nP+1 1+1/nP 1 B
nNi+n2—3 nd-P4+n2P—_3nP " nd-Ptn2P_3n"P

1 1 1
- > =
nni=P~14+nl-P(1—-3/n2) ~ n
od jistého vhodného n pocinaje, nebot’ ve druhém zlomku jsou ve jmenovateli nekladné mocniny.

Uloha 1.36. ) k="
k=1

Névod: Pouzijeme srovnavaci kritérium. Pro k > ¢? je k="K = 1 < & Rada konverguje, nebot’ konverguije
fada } .
Uloha 1.37. 2 2k

Navod: Plati, ze

lim & = lim 32 = lim 3¢ 1-(/3¢ 1 1-0_,
S K koo 3K+ 2K ke d3K 14 (2/3)k 1 140
Rada diverguje, nebot’ jeji koeficienty nesplfiuji nutnou podminku pro konvergenci: limy_, . ax = 0.
. © k!
Uloha 1.38. T~
k; 2k + 3K
Navod: Nejprve odhadneme 2k 3k < 3k Rada Z konverguje podle Abelova podilového kritéria, nebot’ je
(k+l)7 7
1 1 1
lim 22 = limZ(1+2) =-<1.
k'jgo g_l kl~>nc]o 3 + k 3 <

Plivodni fada pak konverguje podle srovnavaciho kritéria.

. ® n241
loha 1.39. —
Uloha 1.39 ,1;12”—1

Névod: Nejprve odhadneme tak, Ze zvétSime Citatel.

2 2 2 2
n+1<n+n 2n

n_1— 2n_1 " on_1

Nyni fada }_ S S I konverguje podle Abelova kritéria, nebot’
Any . (n41Zont1 o 27lg/on 27l
L L A T i L S 7 T A

Pomoci srovnavaciho kritéria dostavame, Ze plvodni fada je konvergentni.

K
Uloha 1.40. 2 (%) .

k=1

Navod: Nejprve pouzijeme odhad
2+ (—1)k

IN
~lw
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k
_1)k k
<2+( 1) )> - (%) _
7 7
Rada konverguje podle srovnavaciho kritéria, nebot’ fada 2?21(3/7)" je geometricka s kvocientem mezi nulou
a jednickou, tedy je konvergentni.

2 2
Uloha 1.41. 2 vk +74 vk +3
] vk

a tudiz

Navod: Nejprve vhodné rozsifime, pak upravime a nakonec odhadneme.

VK+7-Vk+3 (K +7)— (K +3) 1 -
vk vk Y12+ VK +T7VK2 43+ (K2 +3)2
_ 4 1 < A
T k1744473 f/(1+7/k2)2+ \3/1+7/k2\3/1+3/k2+ \3/(l+3/k2)2 - k43"
Konvergence podle srovnavaciho kritéria je nyni zfejma.

VkE2- k=2
ka

Uloha 1.42. 2
k=1

Navod: Nejprve vhodné rozsifime, pak upravime a nakonec uvidime.

Vk+2 - vk— 4 1 4 1
ke Kkt 2+ vk—2 K72 /T 27k + 1— 27K

Rada konverguje, pokud a > % (druhy zlomek Ize odhadnout seshora jedni¢kou) a diverguije, pokud je a < %
(druhy zlomek Ize odhadnout zespoda hodnotou v k = 2, které je %).

00 Akx

. e

Uloha 1.43. —, kde x € R.
Ig. k

Navod. Pokud x > 0, fada diverguje, nebot’ nesplfiuje zékladni podminku konvergence, e*/k -4 0 pro
k — oo. Pokud x = 0, fada diverguje, nebot' jde o harmonickou fadu. Pokud x < 0, fada konverguje
srovnanim s geometrickou Fadou, nebot’ e /k < e = (eX)k, pFicemz kvocient eX < 1. O

Uloha 1.44. Ze—z kde x € R.

Navod. Pokud x > 0, fada diverguje, nebot’ nesplfiuje zékladni podminku konvergence, e*/k -4 0 pro
k — oo. Pokud x = 0, fada konverguje, nebot’ jde o fadu Z%. Pokud x < 0, Fada konverguje srovhanim s

geometrickou Fadou, nebot’ e /k? < ekx = (X)X, pFitemZ kvocient e* < 1. O

Uloha 1.45. Z

1 /In( k+1

Navod. Rada diverguje, nebot

i k _ 1 1/k _ Lin(In(k+1)) _ .0 _
JLTO’/In(k+l)_JLTO(In(kJFl)) = lim ex =e =1,

k— 00

a tedy nesplnuje zdkladni podminku konvergence. O

[e9)

Uloha 1.46.
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Navod. Pouzijeme limitni srovnavaci kritérium, budeme srovnavat s harmonickou fadou, tj. fadou s koefici-
enty . Je

. ad 2kx
Uloha 1.47. arctg ——, x € R.

Néavod. Pokud x = 0, fada ma nulové koeficienty a konverguje. Pokud x # 0, pouZijeme limitni srovnavaci
kritérium. Plati, ze

lim &9 _ 4
y=0 Y
odkud vyplyva (substituci y = Xzsz(z), Ze
2kx
lim arcty e —
2kx !
k— o0 e
a proto fada Y, arctg % konverguje, pravé kdyz konverguje fada ), )@Asz Jednoduchym srovnanim ale
dostaneme, Ze od urgitého Elenu potinaje, kdy je k% > x2, plati
2kx S 2kx X
X2 +k2 = 2k2 k'’
pficemz fada napravo diverguje pro kazdé x # 0.
Zavér. Rada konverguije pro x = 0, jinak diverguije. O

- d ka .
Uloha 1.48. k;(k 1)

Navod. Pokud a > 0, pak lim (kka — 1) = +o0, fada tedy diverguje, nebot’ neni splnéna zakladni podminka
konvergence limay, = 0.
Pokud a < 0, pak plati
kka _ 1 — ekalnk _ l
a tudiz (podle Heineho véty a véty o limité sloZzené funkce s prihlédnutim k faktu, Ze limyx— o X2Inx = 0

pro a < 0)
kka_l ekalnk_l
lim —— = lim ————
k—oo k2INK  k—eo k2INnk
Staci tedy podle limitniho srovnavaciho kritéria vySetfit fadu

=1

ka

= Ink
pro a < 0. O této fadé vime, Ze pro 0 > a > —1 je divergentni a pro a < —1 fada konverguje.

Uloha 1.49. (K™ 1)
k=1

Navod. Protoze e
(k(k2+1>’1 - 1) — el — 1

a vyraz v exponentu konverguje pro k — oo k nule (napfiklad podle Heineho véty a I'Hopitalova pravidla),
dostavame s prihlédnutim k Heineho vétg, vété o limité slozené funkce a zakladni limity exx‘l — lprox — 0,
Ze

Ink
eki+1 — 1

Ink =1
k241

lim
k— o0
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Podle limitni verze srovnavaciho kritéria tedy vySetfovana fada konverguje, pravé kdyz konverguje fada

UkaZeme, Ze tato fada konverguje. K tomu nam poslouzi dvojice odhadt
Ink Ink Ink 1 1
1=K kRS

pficemZ prvni nerovnost plati pro kazdé k pfirozené, o druhé ukdZzeme, Ze existuje pfirozené N takoveé, Ze
plati pro kazdé k > N. JestliZze tak u€inime, potom konvergence plyne ze srovnavaciho kritéria a konvergence
fady ¥ g pro p > 1.

Tvrdime tedy, Ze existuje pfirozené N takové, Ze pro kazdé k > N je

Ink
\/— <
Podle Heineho véty a I’'Hopitalova pravidla mame, Ze

IimM—O
k—>oo\/R_ .

Volme tedy ¢ = 1. Z definice limity vyplyv4, Ze existuje N pFirozené tak, Ze pro kazdé k > N je | '”" —0| <e,

a tudiz, protoZe Cislo nalevo je kladné, je '\r}‘f < € = 1. Tim je tvrzeni dok&zéano.

Ink

<1

[ee]
Uloha 1.50. 2 e~ Vk
k=1

Navod. StaCi ukazat, Ze existuje N pFirozené takové, Ze pro kazdé k > N je

2
ok L k
= <1
Za tim Géelem pocitejme limitu napravo pro k — co. PouZitim Heineho véty, substituce y = /X a $esterym
pouzitim L’'Hopitalova pravidla dostaneme, Ze
k2 . x2 ye e . 6!

lim —— lim = lim = lim — =0.
k—o00 e\/— X—+00 g ¥/X  y—ofoeo gy y—+oo Y

Tudiz z definice limity pro libovolné € > 0 (specidlné e = 1) existuje N takové, Ze pro kazdé k > N je f <€,

&imZ je nerovnost dokazana. Rada tudiZ konverguje podle srovnéavaciho kritéria vzhledem ke konvergenu
fady ¥ 5.

. ad 1

Uloha 1.51. ) n® (1 — cos —)

n
n=1

Navod. Snadno se ovéfi, Ze viechny koeficienty a, = n® (l — cos %) jsou nezaporné. Ukdzeme, Ze an /4 0 pro

n — oo. Je totiz

. 1 _ 1—cost 1
lim n® <1—cosﬁ) =limn- ——" = 400- = = +o0,

n—oo
kde pro vypotet limity posledniho zlomku pouZzijeme Heineho vétu, substituci x = £ a limitu Iinz) loggex — 3.
X—

o0
Uloha 152. ) sinn™tIn

n+1

n
Névod. PoloZme a, = sinn~1In ”T“ Uké&Zzeme, Ze ap lze porovnat s % a tudiz fada podle limitni verze
srovnavaciho kritéria konverguje. Podle Heineho véty a substituce x = % totiz méame
n= . sinx

. sing
lim = |lim — =1
n—oo = x—04+ X

Sl
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In( 2+ In(1+ %
tim M) i ME )y, @)

n—co nTl n—co 1+% x—04 X

takZe pouZitim obou limit dohromady dostdvame

. an .
lim 4 = lim
n—oo L+ n—oo
nZ

S| 3

n
loha l.
Uloha 1.53. Zsm 21

Navod. S pfihlédnutim k Heineho vété totiz jednoduchym rozsifenim dostaneme

. )
SN sin n2+l n
lim ——— = lim ———= - — =
n—oo i noeo i né+1
_Sing 2 sin x
= lim - lim — =i 1=1-1=1
noeo g noenf4+ 1l x50 X

Rada tudiz diverguje srovnanim s harmonickou fadou.

Uloha 1.54. Y exp(—ksin®x), kde x € RR.
k=1

Navod. Pro x = 0+ 2kt a x = 71+ 2kt je Ffada evidentné divergentni. Jinak pouzijeme limitni srovnavaci
kritérium.
Pouzitim odmocninového kritéria pro limity nahlédneme, Ze plati lim ksin® x = 0 pro x # ks, nebot’ plati

. k N . . .
lim Vksin®x = lim vk -sin?x = sin?x < 1.

k—o0 k—o0

Proto také plati
exp(—ksin® x)

lim e =1+#£0,
k—c0 =
a tudiz fada musi také divergovat, nebot’ nesplfiuje nutnou podminku konvergence. O
Kk—1
Uloha 1.55. Z

‘/ fk+1k+l

Navod. Upravime

kk—l kk—l 1 1

@ Kkt DL Kol /(1 17kt k)KL K\ /(T 1/k /KR L

Nyni staci spocitat, Ze

_ 1 1)\ _ 1 1
i (1) = mecrm (1) <

—ep [im i) (<34 ok )] =

tudiz 1 L
lim = =el/2
koo \/(1— 17k + 1/K2)KFT e1/2
a tudiz
iz 1
AN TV Ry o
lim (l l/lk-‘rl/k ) + _ 61/2_
k— 00 2

Rada konverguje podle limitniho srovnavaciho kritéria (srovnanim s fadou ¥ klz). O
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o k
Uloha 1.56. ) | In(ltzx ), kde « > 0.
k=1 X

Navod. Pokud &« = 1, potom Fada diverguje, nebot’ méa konstantni koeficienty In 2.
Pokud a > 1, potom aX — +o a plati, Ze

In(1 4 ) < In(2%)  In2+kiIna
< —
14

~In2 Kk |
ok ak ok T
limitniho podilového kritéria, nebot’

Rada Y- "2 konverguije, nebot’ je geometricka s kvocientem 1 < 1. Rada Za—kk konverguje napfiklad podle

k+1
lim £

. k+11
= lim

1
k— o0

- =-<1
LS ksoo K &
ak
Pro « > 1 tedy fada konverguje srovnanim se sou¢tem dvou konvergentnich fad.

Pokud 0 < & < 1, potom ok — 0 pro k — oo a plati (tfeba podle I’'Hopitalova pravidla), Ze

X
lim In(1+ aX)

X—>+00

1 X
_ im OF a*Ina
X X—+00

=1+#0,
aXIna 7
fada tedy musi divergovat, nebot’ nesplfiuje nutnou podminku konvergence.

v s

1.4.6 DalSi ulohy na konvergenci fad s nezapornymi ¢leny
Sectéte nasledujici Fady.

. s 1
Uloha 1.57. .
kgl k(k+1)

Navod: Plati, Ze

11 1
k(k+1) k k+1
Castetné soucty predchozi fady jsou tedy:
S—i_’.i_’. 1 —1_1_’_1_1_’_ _._E_L—l_i
K712 723 "k(kk+1) 1 272 377"k k+1 T k+1
Zjevné
k—o0 > .
sk — 1 —— = lims =1
k k;lk(kJrl) kovoo ¢
Uloha 1.58 iL
T e k-1
Navod: Plati, Ze
1 1 A B
k2—1 (k+1)(k—1) k-1 k+1’
kde Cisla A, B urtime opé&tovnym seCtenim:
A B Ak+ A —Bk+B
k—1 k+1  (k+1)(k—1) A-B=0A+B=1= A=B=>
Plati tedy
1 1 1
k2—1 2(k-1) 2(k+1)
Pro Castecné soucty pak plati:
1
Sk = ——= +

R <
1372435 4.6 "

k—D)(k+1)



32 KAPITOLA 1. CISELNE RADY

211 11 11 11 11 11 11 11 1 1 11 11 11 11 1 1
21 23722 24723 25724 26" T 2k—1 2k+1 21122 2k 2kil
Evidentné je

-1 ams=31t3:72 177

1
Uloha 1.59. Setfete konvergenci fad e
we g yZ1kaln b KIn®(Ink)

Navod. Obdobnymi Gvahami jako v dUsledku 1.20 Ize ukéazat, Ze fada konvegruje pro a > 1, b,c € R a
diverguje, pokud a < 1, b,c € R.

Srovnanim s fadou typu i b Ize ukazat, Ze fada konverguje proa=1,b > 1, ¢ € R a diverguje proa =1,
b <1, ceR. UkdZzeme napnklad konvergenci: je-li b > 1, pak existuje ¢ > 0 tak, aby b — ¢ > 1 a plati

Y 1 _y 1 In"*(Ink)
= kIn"kIn®(Ink) 4~ kInb—¢k In‘k

pritemz podle dlsledku 1.20 vime, Ze Zkl = konverguje a plati, ze '”];(g'l?k) — 0 pro k — oo (coz lze

dokézat napfiklad posuzovanim této I|m|tyjako limity funkce a substituci k = &Y), tudizZ je specialné omezena.
Konvergence plyne srovhanim s fadou Y

klnb ey’

Pfipad a = 1, b = 1 rozhodne kondenzacni kritérium. Opét Ize dokézat vypoctem derivace funkce m

ze konvergence prfislusné posloupnosti do nuly je monoténni. Potom Fada )y ¢ m konverguje tehdy a
jen tehdy, konverguje-li fada
1
ok .
Z ©2KIn(2%) In®(In 2¥) Z kln k'

O fadé napravo ale vime z dﬁsledku 1.20, Ze konverguje, pravé pokud ¢ > 1 a diverguje, pokud ¢ < 1.

Shrnuti: Rada konverguje, pokud a > 1, b,c € Rneboa =1,b > 1,¢c € Rneboa =b = 1, ¢ > 1. Jinak
diverguije. O

1.4.7 Teoretické ulohy

Uloha 1.60. Dokazte, nebo najdéte protipfiklad.

a) Pokud Y77 ; an konverguje, potom konverguje i Y o> ;(a82n—1 + azn)-

b) Pokud Y"1 ; (azn—1 + azn) konverguje, potom konverguje i Yo ; an.

c) Pokud limp_« an = 0, potom Fada }_ a, konverguije.

d) Pokud )" a, konverguje, potom an.1 < an pro véechnan > 1.

e) Pokud )" an konverguje, potom existuje ng € IN takové, Ze a,, 11 < an pro vSechna n > ng.

Navod: a) Necht' sp = Yp_, a (Caste¢ny soucet prvni fady) a on = Y}_, (ak_1 + ax) (Castetny soucet druhé
fady). Potom plati, Ze on = sy, a tedy posloupnost ¢asteénych souétll druhé fady tvoii podposloupnost
¢astetnych souctll fady prvni. A protoZe libovolna podposloupnost konvergentni posloupnosti konverguje (a
to ke stejné limité), je tvrzeni pravdive.

b) Tvrzeni neni pravdivé. Uvazte posloupnost a, = (—1)". Potom prvni fada Y a; méa vlastné podobu
—1+1—-1+1-—1+1 a osciluje, kdezto druha Y (asn_1 + a2n) ma podobu 0+0+0+0+... a je zjevné
konvergentni.

c) Tvrzeni neni pravdivé. Rada Z% neni konvergentni.
d), e) Tvrzeni jsou zjevné nepravdiv4, co tfeba Fady se zapornymi ¢leny Y fé. Ale i pokud pfedpokladame,
Ze an > 0 pro kazdé prirozené n, presto najdeme protipfiklad. UvaZte posloupnost

2
aon = W, an+1 = W

Potom je celkem zFfejmé, Ze any1 > ayn. PFitom Fada )" an je konvergentni, nebot’ ayn, < agnig < % a fada
tedy konverguje podle srovnavaciho kritéria.
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Uloha 1.61. Dokazte, nebo najdéte protipfiklad.
a) Pokud a, > 0alimyn-ap =0, potom Y a, konverguje.
b) Pokud a, > 0 a }_apn konverguje, potom lim,_,, N -ap = 0.

Navod: b) Pfedpokladejme, Zze a, > 0 a ze L = limsupna, > 0. Pak pro nekone¢né mnoho n je nay >
(L —¢) > 0 (pro vhodné malé ¢), a tedy a, > % Rada podle srovnavaciho kritéria konvergovat nemuzZze.
Tvrzeni b) je tedy pravdive.

a) Tvrzeni je nepravdivé, dokonce i tehdy, je-li an > 0. Protipfiklad skyta nap¥iklad fada ) nljﬁn' Jeji diver-

gence byla dokazana v ¢asti vénované kondenza¢nimu kritériu.

Pozndmka. Diky Leibnizovu kritériu brzy uvidime, ze bez pfedpokladu a, > 0 neplati ani tvrzeni b). Stan-

dardni protipfiklad poskytuje fada ) (_nl)n, ktera je (neabsolutné) konvergentni.

1.4.8 Typické limity elementarnich funkci pouzivané pro srovnavaci kritérium

Kazda z nésledujicich dloh obsahuje, kromé jiného, pouziti limity, kterd nékterou z elementarnich funkci
srovnava s mocninnou, typicky linearni funkci v daném bodé&. Ukazuje se, Ze takové srovnani je mozné pro
vétsinu elementarnich funkci ve vlastnich i nevlastnich bodech. Pomoci pFislusnych limit pak mzeme tyto
elementarni funkce nahradit mocninnymi funkcemi a vyslednou fadu srovnat s vhodnou p-fadou, tj. fadou

typu ):k%. Tento postup lze pouZit i v pfipadé sloZenych funkci, kdy postupné& nahrazujeme vnéjsi funkce
vhodnou mocninnou funkci jejich argumentd.

Srovnavani goniometrickych funkci

Wysetfete konvergenci nasledujicich Fad.
. = 1
Uloha 1.62. kZ;lsm =

Navod. O

Uloha 1.63. Z <1 —cos i) -sinn
k=1 m

Navod. O
. s 1
Uloha 1.64. Z cos —
k=1
Navod. O

. s 77N
Uloha 1.65. 2 —
oha kglcos <2n+1>

Navod. O
Uloha 1.66 it 1-Inn
6. L g
=1

Navod. O
. * 1 7T 1

Uloha 1.67. —tg =+ =

oha k;l g <2 + 2”)
Navod. O

Uloha 1.68. Y %tg <§ — Zin)
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Navod. O
ad 1

g 14

Uloha 1.69. kz n“cotg
)

Navod. O

Uloha 1.70. 5 n* cotg TTe—1/n
L oo (5e)

Navod. O

Srovnavani cyklometrickych funkci

. ad 1
Uloha 1.71. ) " arctg (In <1+ ﬁ>)

k=1
Navod. O
. [e®)
Uloha 1.72. Y (arctgn)?

k=1
Navod. O
. oo 2
Uloha 1.73. )| (g — arctg n)

k=1
Navod. O
Uloha I.74. Y (arccotgn)®/2

k=1
Navod. O
. ad 1
Uloha 1.75. ) _ arccotg =

k=1 n
Navod. O
Uloha 1.76 i arccotg R (142"

= n 2

Navod. O
Uloha 1.77. ) " arcsin (47") - "

k=1
Navod. O
. ad n T 1
Uloha 1.78. arcsin —= ] - —

k;l ( n+1 2 ) vn
Navod. O

- > . 1 1
Uloha 1.79. 2 (arcsm n+i E) il
k=1 n. 2

Névod. Ackoliv tloha vypada velmi podobné jako Uloha pfedchozi, protoze ”T“ > 1, neni koeficient fady
vibec definovan. Uloha tudiZ postrada smyslu.® O

15y | definigni obor funkci je nutné Eas od Easu brat v Gvahu.
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. o \/T
Uloha 1.80. arccos {/ =
L 2

Navod.
Srovnavéani hyperbolickych funkci
. = 1 1
Uloha 1.81. ) sinh — - cosh =

= n2 n

Navod.

. s 1 1
Uloha 1.82. tgh — - cotgh —
k;l 9 n2 g n

Navod.

35
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Shrnuti uzitych limit elementarnich funkci

Nésledujici tabulka shrnuje limity pouZité v Glohéach této ¢asti. Vétsinu z nich si lze rychle odvodit €i dokazat
pomoci I’Hopitalova pravidla.l® Kazda z nich vlastn& formuluije jisté pravidlo nahrazeni: vyraz v Gitateli limit
odpovida elementarni funkci, pficemz x zastupuje obecny argument. Pokud zjistime, Ze argument uvnitf
elementarni funkce jde pro n — oo k limitnimu bodu pfFislusné limity v tabulce (napf. pro sin # jde # -0
pro n — o), potom podle Heineho véty a véty o limité sloZené funkce mliZeme elementarni funkci se svym
argumentem obvykle nahradit vyrazem odpovidajicim jmenovateli prislusné limity, ktery obsahuje pouze x,

tj. pouze argument (pro zminovany sin % to znamena podle limity vlevo v druhém Fadku tabulky moznost
nahradit tento vyraz vyrazem %).

. eX—1 . In(1+x
lim =1 lim (7) =1
x—0 X x—0 X
. sinx . l—cosx 1
lim—=1 lim —— =3
x—=0 X x—0 X 2
: . CosX
limcosx =1 lim — =1
Xx—0 X—s L F-
. tgx . tgx
lim fgx =1 lim gT =1
Xx—0 X x—)% g
. cotgx . cotgx
lim lg =1 Im:nT - 9 =1
Xx—0 % x=F 7 = X
. arctgx .
lim =1 lim arctgx = —
x—=0 X X—>—+o00
G —arctgx __arctgx—7 1
Iim &=—+— =1 im————= = —
X— 400 % x—1 x—1 2
. arccotg x . 7T
lim ——— = limarccotgx = —
X— 400 % X—0 2
arccotgx — & . arcsinx
m———==-1 lIim—=1
x—0 X x—0 X
. arcsinx 1 . arccosXx
Iim —}— = — Iim —— = -1
x—1— /1 —X \/E Xx—1— /1 —X
. sinhx .
lim =1 limcoshx =1
x—0 X x—0
. tghx . cotghx
jim X _ jim S2NX _ 4
x—0 X x—0 %

16y Agkoliv u n&kterych z nich to nemusi byt z teoretického hlediska ,,koser*, protoZe se pomoci nich odvozuje derivace pFislusné
funkce, nijak to nesniZuje kontrolni hodnotu takového vypoctu.
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1.5 Konvergence fad s obecnymi Cleny

V predchozi ¢asti této kapitoly o Ciselnych Fadach jsme se vénovali faddm s nezapornymi €leny. PFitom jsme
zminili, Ze dokazana kritéria lze, alespoi z¢asti, pouzit také pro fady s obecnymi (redlnymi nebo komplex-
nimi) €leny. Mame totiZ dok&zanu nésledujici vétu:

JestliZe je dana Fada ;> ; ay s redlnymi nebo komplexnimi koeficienty a navic plati, Ze fada ).~ ; |a| konverguje, potom
konverguje také fada )~ ; a.

PFipomerime, Ze pokud konverguje fada ) ;- ; |a|, pak o Fadé ) ;° ; ay Fikdme, Ze je absolutné konvergentni
nebo Ze konverguije absolutné. Pfedchozi vétu tedy mizeme vyslovit také v nasledujici podobé:

JestliZe Fada ) ; ax konverguje absolutné, potom konverguje.

liz vyse jsme zminili, Ze existuje fada Y ;- ; ax, kterd konverguje (tj. posloupnost jejich €aste€nych souctli ma
vlastni limitu), ale nekonverguje absolutné (tedy automaticky ) ;- ; |ax| = +oo, nebot’ fada nezapornych &isel
ma vzdycky nezdporny soucet). O takové Ffadé nékdy Fikdme, Ze je neabsolutné konvergentni.

Pfikladem takoveé Fady je napf. fada
1)k

00(_
L

. 1)k o . .
Dokazme to. Rada evidentné& nekonverguje absolutné, nebot’ ) ° , ‘%‘ =Y, % pfiemz posledni fada je
harmonickou fadou, o které vime, Ze je divergentni.

Pro diikaz konvergence pouZijeme definice. Budeme tedy dokazovat, Ze posloupnost ¢asteénych souétll fady

ko, o, o - .
Yo % ma vlastni limitu. Tuto posloupnost jejich ¢astetnych souttl (sn) rozdélime na dvé podposloup-
nosti, lichych a sudych &lent. Zfejmé plati, Ze

o .-t 1 t.o11. 1 1
ML T T T34 5 T T on T 2ntn’
| S ‘V_/ | S —

>0 >0 >0

Ny

pficemz vidime, Ze jdouce pouze po lichych €lenech posloupnosti, vzdy pficitdme dva Cleny, které v souctu
davaji kladné Cislo, jak je naznaCené ve vyrazu vySe. To nam Fika, Ze posloupnost (spn41)n; je rostouci, a
tudiz ma limitu. Oznacme ji S;.

Naopak plati, Ze

oo+, 1t -1, 1, . -t 1
2”__1 23 477 Tan—1" 2
<0 <0 <0

souctu davaji zaporné Cislo. To nam Fika, Ze posloupnost (sn)5; je klesajici, a tudiz ma limitu. Oznatme ji
S,.

Nyni stati dokazat, ze obé limity obou podposloupnosti jsou stejné, tedy S; = S,. Maji-li totiz podposloup-
nost lichych ¢lenl i podposloupnost sudych ¢lent stejné limity, pak také celd posloupnost ma tutéz limitu
S =S; = S,.1 Vidime oviem, Ze

ISURRDRIU G S SRS SRS S S A SO S I
L N T B TR o | 1 2 " "2n) " "o2nt1

odkud vyplyva, Ze

B 1
2n+1°

Pfechodem k limité pro n — oo na obou strandch rovnosti dostdvame (existenci limit posloupnosti na levé
strané jsme totiZ dokézali vyse)

S2n+1 = S2n

S1=5;,-0,

17y Strugné pripomerime diikaz: je-li spole&na limita vlastni, pak pro libovolné & > 0 existuji indexy n; a n, takové, Ze pro n > ny, resp.
n > N je |sone1 — S| < g resp. |son — S| < &, coZ ale znamend, Ze pro n > maxng, Ny jsou sudé i liché Eleny posloupnosti odlisné od S
0 méné nez e. Dokazované tvrzeni tak plyne pfimo z definice vlastni limity posloupnosti. Je-li spole¢né limita +o0, pak pro libovolné K
realné existuji indexy n; a ny takové, Ze pro n > ny, resp. n > ny je spny1 > K, resp. son > K, coz ale znamena, Ze pro n > maxng, ny jsou
sudé i liché Eleny posloupnosti vétsi nez K. Obdobné se postupuje pro posledni pfipad, kdy je spole¢na limita —oo.
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coz samoziejmé implikuje S; = S,. JeSté musime vyloucit, ze pfislusna spolecnd limita S = S; = S, je
nevlastni. Posloupnost (s;n11) je ovSem rostouci, a tudiz nemUdZe mit limitu —oo, naopak posloupnost (szn,)
je klesajici, a tudiz nem@ze mit limitu +oco. Ani jeden z pfipadll S; = S, = +0 a S; = S, = —oo tak neni
mozny.

Témér navlas stejny postup Ize pouzit pro dikaz nejjednodussiho kritéria pro neabsolutni konvergenci —
kritéria Leibnizova.

1.5.1 Leibnizovo kritérium

Véta 1.21. Leibnizovo kritérium.
Necht’ je dana Fada

[e)

Y (—1)*ay,

k=1
kde posloupnost (ay) je nerostouci posloupnost nezapornych &isel spliiujici

lim a = 0.
k— 00

Potom je Fada Z[f:l(—l)"ak konvergentni.

Nez pristoupime k dlikazu, uvedeme nékolik poznamek.
1. Radé ve tvaru .
Yo (—1)kay,
k=1
kde ay jsou nezaporné koeficienty, se fika alternujici fada, nebot’ jeji ¢leny stfidavé méni znaménko.
2. Alternujici fada splfiuje nutnou podminku konvergence, pravé kdyz a, — 0 pro k — oo, pfedpoklad o

nulové limité je tedy pro konvergenci nutnou podminkou, nikoliv ale postacujici, jak uvidime v nésledujici
poznamce.

3. V8echny predpoklady na posloupnost (a) se nékdy pisi velmi struéné ve tvaru ay \, 0, coZ pravé znati, Ze
posloupnost (ay) je nerostouci posloupnost konvergujici k nule. Kritérium Ize mirné zobecnit na posloupnosti
(ax), které monoténné konverguiji k nule, tj. kromé konvergence k nule jsou bud’ nerostouci nebo neklesajici.
Pfedpoklad monotonie, alespoi od néjakého indexu pocinaje, je ale podstatny, bez néj tvrzeni kritéria neplati.
Prikladem miZze byt napfiklad alternujici fada, pro kterou a3 = 0 a ay = % Potom je po dosazeni
evidentni, ze Zﬁ":l(—l)"ak =Y % coZ je divergentni fada, i presto, Zze ay — 0 pro k — oo.

Dilkaz Leibnizova kritéria je, jak uz jsme uvedli, obdobny diikazu konvergence fady ) ;> ; (_kl)k vyse.

Dukaz Leibnizova kritéria. Posloupnost &astetnych souttll fady Y 3>, (—1)*a, oznaéme sy. Protoze

Song1 = —ar + (g —ag) + (as —as) + ...+ (an — azny1)

a posloupnost ay je podle predpokladu nerostouci, je v kazdé zavorce vyse kladné Cislo, a tudiz posloupnost
(s2ni1) je neklesajici, ma tudiz limitu S;. Podobné

Son=(—ar+ap) +(—ag+ag) +...+ (—azm_1+azn),
a protoZe posloupnost a, je podle pfedpokladu nerostouci, je v kazdé zavorce vySe zaporné Cislo, a tudiz
posloupnost (sz,) je nerostouci, ma tudiz limitu S,. Zaroven plati
S2n+1 = Son + A2n+1,

coz prechodem k limit€ pro n — oo dava vzhledem k dokazané existenci limit obou posloupnosti (spn11) @
(s2n) @ vzhledem k predpokladu lima, = 0, Ze

S =S,+0.

Tudiz podposloupnosti sudych a lichych €lend posloupnosti ¢astecnych souctd (s,) maji stejnou limitu S =
S; = Sy, c0Z znamena4, Ze stejnou limitu méa cela posloupnost (sn). Zbyva vyloutit, Ze tato spoletna limita
S = S; = S; je nevlastni. Posloupnost (spn11) je oviem rostouci, a tudiz nemlze mit limitu —oo, naopak
posloupnost (spn) je klesajici, a tudiz nem@ze mit limitu +oco. Ani jeden z pfipaddl S; = S, = 40 a S; =
Sp; = —oo tak neni mozny. O
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Ulohy

Rozhodnéte, zda nésledujici Fady neabsolutné konverguiji.

k1

Uloha 1.83. ) (—1) i

k=1

Navod. Rada konverguje podle Leibnizova kritéria, nebot ﬁ k=, Posloupnost ﬁ je zjevné nerostouci.

Poznamenejme, Ze Fada nekonverguje absolutné. To plyne pomoci srovnavaciho kritéria srovnanim s %.18 O

. o 2k + 100\ ¥
Uloha 1.84. k(===
oha 184 Y (-1 (%57

Navod. Poznamenejme, Ze fada konverguje absolutné podle limitniho srovnavaciho kritéria srovnanim s (%)k.
Neabsolutni konvergenci tak neni tfeba vibec vysetfovat.

Lze nicméné pouZit i Leibnizovo kritérium. K tomu staci ovéfit, Ze

i (2K 100\
k— o0 3k+1 -

a Ze tato konvergence je monoténni. Limita snadno vyplyne z véty o sevieni a odhadu
2k+100 _ 2k+100 2 100 < 5

3k+1 — 3% 3 Kk —6

pro k > 600 a faktu, Ze (5/6) — 0.
Monotonie konvergence k nule znamené dokéazat, Ze od jistého K pocinaje je pro k > K

2k + 100 "> 2(k+ 1) + 100\ **
%k+1 ) =\ 3kk+1)+1

Upravou dostaneme

k
2k+100
(&%) _ 2(k+1) +100
(w)k ~ 3(k+1)+1
3(k+1)+1

2k 4102 3k + 1 3k +4

2 k k
1 14 3 > 2k + 102
2k + 102 3k+1 3k+4
Nyni tfeba zalimicenim obou stran dostaneme, Ze
2
ve-ve> 3,
coz je pravdiva nerovnost. Pfedchozi nerovnost tedy musi byt také od jistého velkého K pravdiva. O

. a 3k+1 \¥
Uloha 1.85. L A,
oha 1.85. }.(~1) <2k+100)

<2k+100 3k+4)k 2k + 102

Navod. Rada nekonverguije, protoze nespliuje nutnou podminku lima, = 0. Kdyby tomu tak bylo, muselo
by také platit, Ze lim |ay| = 0. Jednoduchy vypocet ale dava
lim

3k+1 \* 3k+1 \*
k(XL N i (XL )
Jim 1(=1) (2k+100) kLTo(Zk+1oo) =
3k O\ 3 k 3\"
>him (=—= ) —im (——— ) >1im (=~ =
_k|—>rgo(2k+100) kLTo(2+100/k) —kLTo(m) e

pfiemz prvni nerovnost je jasnd a druha plati pro kazdé k > 1000 (je tedy jisté splnéna na néjakém okoli
nekonegna). Je tedy lim |ay| = +o0, coZ je spor s nutnou podminkou konvergence fady. O

18) Nebo podle dfive dokézaného, viz disledek 1.20 pro p =0, q = 1.



40 KAPITOLA 1. CISELNE RADY

«2k% + 3k + 4

Uloha 1.86. ) (—1) K14

k=1

Navod. Rada nekonverguje, protoZe nespliiuje nutnou podminku lima, = 0. Kdyby tomu tak bylo, muselo
by také platit, Ze lim |ay| = 0. Jednoduchy vypocet ale dava

. 2k2 4+ 3K + 4 . 2k24+3k+4 . 2+43/k+4/kK2  2+0+0
lim |(-1)*————| = lim ———— = lim =
k—oc0 2k2 + 4 k—oo 2kZ 44 k—s00 2+ 4/K? 2+0

=1+#0.

Rozhodnéte, zda nasledujici fady konverguji absolutné nebo neabsolutng, poptipadg pro jaké hodnoty parametrd.

Uloha 1.87. Yo %;k [Pro x # +1 konverguje absolutnég, pro x = 4+1 nekonverguje.]

Navod. Pokud x = 0, fada konverguje absolutné (trivialni). Odhad (zapomenuti &lenu x2 ve jmenovateli)

< |x¥

1+ x2

dava, Ze pro |x| < 1 fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou.

_ % o> o (EDR O (£D)K
Pokud x = +1, fada konvergovat nemuZe, nebot’ ay = T D& = 2 # 0.

Necht' nyni |x| > 1. Potom odhad (zapomenuti jednitky ve jmenovateli)

k xK

X
1+ x2

_

Ix[¥

dava, Ze fada konverguje absolutné srovnanim s geometrickou fadou. O

Uloha 1.88. 2‘;":1(—1)‘(%. [Konverguije absolutné.]

Navod. Plati, ze (pro k > 4)

«2k? +3k+4] 2k 4+3k+4  1243/k+4/k% _ 12+1+1
2k4+3 | 243 k& 2+43/kY Tk 2 K

(-1)
Tento odhad dava absolutni konvergenci nasi fady pomaoci srovnavaciho kritéria. O
Uloha 1.89. Zﬁil(—l)k%. [Konverguje neabsolutné.]

Navod. Odhad
2k +3k+4 12+3/k+4/k 12 1
2k3 k 2 — k2 k
dava, Ze fada nemUZe konvergovat absolutné podle srovnavaciho kritéria (nebot’ harmonickéa fada neni kon-
vergentni). Je ale jednoduché ovérit, Ze

2k? + 3K+ 4 koo
2k3
Ukéazeme, Ze konvergence je od jistého ¢lenu monoténni. Tedy, Ze

0.

2k +3k+4 _ 2(k+1)*+3(k+1)+4
2k3 - 2(k+1)3 '

Upravou dostaneme
2(2k% + 3k + 4) (k+1)% > 2k3(2k? + 4k + 24 3k + 3+ 4)

2(2k% + 3k 4 4) (k3 + 3k% + 3k + 1) > 4k5 4 14k* + 18k%)
4k® + 18k* + 38k + 46k? + 30k + 8 > 4k° + 14k* + 18k3
4k* + 20k + 46k +30k+8 >0

coz je samozfejmeé pravdiva nerovnost pro libovolné k pfirozené. O
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B 2
Uloha 1.90. Y2 ; Xsz [Konverguje absolutné pro x € [—1,1], pro ostatni x nekonverguje.]

Névod. Pro x = 0 je konvergence jasna. Necht’ nyni x > 0. Plati, Ze

xk2  plog, x-k?
oK Tk

_ 2k2 log, x—k _ 2k2(logzxfllk)’
z CehoZz plyne, Ze pro x < 1 je Clen log, x — 1/k zaporne Cislo a fada tudiz konverguje (absolutné). Pro x > 1
je ale od jistého k pocinaje kladna a dokonce je

ok?(log, x—1/k) k=0 too #£0.

Pro x > 1 tedy fada nekonverguije.

K2
Pokud x < 0, pak substituujme y = —x. UZitim faktu, ze (—1)¥ = (—1)k, tak dostaneme Fadu YDk
Podle pfedchozi diskuze je jasné, Ze pro y < 1 konverguije absolutné a pro y > 1 konvergovat nem{Ze.

Zavér: fada konverguje absolutné pro x € [—1, 1], pro ostatni x nekonverguie. O

Uloha 1.91. Yo K4xK. [Konverguije absolutné pro x € (—1,1), pro ostatni x nekonverguije.]
Névod. Pro |x| < 1 konverguje absolutné podle podilového kritéria, nebot’

(k+1)4/|x|*t (k+1* 1 1

lim = lim . = — <1
ksoo KA/ k—eo k4 IX| ||
Pokud |x| > 1, nekonverguije, nebot’ lim k*|x|¥ = 4-c0, a proto neni mozné, aby lim k*x* = 0. O

Uloha 1.92. Zf:l(—l)k“"—kk. [Konverguje absolutné pro x € (—1,1), neabsolutné jesté pro x = 1, pro ostatni
x nekonverguje.]

Névod. Pro |x| < 1 konverguje absolutné podle odhadu

< |x|k.

ok
‘(—1)k?

Pro x = 1 konverguje neabsolutné podle Leibnizova kritéria, protozZe % N\ 0. Absolutné& nekonverguje, nebot’
fada § neni konvergentni.

_1)k _1)2k+1
Pro x = —1 fada nekonverguje, nebot’ (fl)k“% = { 1)k M

==

Pokud |x| > 1, Fada nekonverguje, nebot’ lim |ay| = +oo. O

Uloha 1.93. Yo ﬁ—; [Konverguje absolutné pro x € [—1,1], pro ostatni x nekonverguije.]

k
Néavod. Pro |x| < 1 konverguje absolutné podle odhadu % < k—lz Pro |x| > 1 nekonverguje, nebot' lim |ay| =
+o00. O
Uloha 1.94. Z[f:l(—l)k%. [Konverguje absolutné pro x € (—1,1), neabsolutné jeSté pro x = +1, pro ostatni

X nekonverguije.]

Névod. Pro |x| < 1 je Ffada konvergentni absolutné podle srovnavaciho kritéria a odhadu

K X2k+l

1 < |x|2KHL
‘( Vo] =X

Pro x = 1 je Fada konvergentni neabsolutné podle Leibnizova kritéria, nebot' z14 \, 0.

CpkH . y . L
Prox = —1je (—1)%(—1)2F 11 = % a fada konverguje neabsolutng podle Leibnizova kritéria.
Pro |x| > 1 fada nekonverguije, nebot’ lim |ay| = 0. O

Jloha 1.95. Y2 , cos(k?7m +9 - . [Konverguje neabsolutné.
Uloha 1.95. Y2 , cos(k27) (v/K vk). [K bsol
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Navod. Plati, Ze k? je liché, pravé kdy?z k je liché. Proto
cos(k?mr) = cos(krm) = (—1)X.

Déle je

9 9
\/k+9—ﬁ=7mZW.

Z téchto vypottl je zfejmé, Ze Fada absolutné konvergovat nemUzZe (fada % neni konvergentni), ale konver-

guje neabsolutné podle Leibnizova kritéria. O

Uloha 1.96. Y22 ; sin(rv/k? + 1). [Konverguje neabsolutné.]

Navod. Plati, ze

sin(rrvk? + 1) = sin(rvk? + 1 — krr + k) =
= sin(rv/k2 + 1 — krt) cos(kr) — cos(mv/k2 + 1 — kr) sin(krr) = (—1)sin ﬁ

Neabsolutni konvergence podle Leibnizova kritéria je nyni zfejma. Jak je to ale s tou absolutni? Plati, Ze

sin —Z— sin =X -
lim Vi +1+k _ lim VIZHTrk | VR ETrk g
1 T 1 :

k—o0 T k—o0 A 5K

Protoze fada % diverguje, podle limitni verze srovnavaciho kritéria musi divergovat také rada ptvodni.
Absolutni konvergence je tak vylougena. O

Uloha 1.97. Y2, (—1) ( \ k2ki1 - 1). [Konverguje absolutng.]

Navod. Neabsolutni konvergence je zfejma z faktu, ze

TS K/ 1
= /1—- = 71,
k2+1 k2+1 4
nicméné jeji vySetfovani je de facto zbytecné. Co se tyCe absolutni konvergence, vSimnéte si nejprve, Ze

k2 k2

ALY K
(=1) k2 +1 . ! k2 +1°

Pro diikaz by se mélo hodit pouzit srovnavaci limitni kritérium a spogcitat tfeba limitu (coZ vyzaduje trik s
pomoci exponencialy)

k) K2
1 K+1

1—exp [% In L} In K

2 2 2 11
— lim < im B
k—o0 e k—o0 % In @i @
; _1 K2 .
Substituce y = § In @
2
1-e 1 \"
= lim —— - limIn({1—-—— ] =-1-In(1/e) =1
y—0— Yy k—o0 k2 +1
Koeficienty fady lze tedy srovnat s k—13 a proto je fada absolutné konvergentni. O

Uloha 1.98. Yo % [Konverguje neabsolutné.]
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Navod. Absolutni konvergence je vyloucena odhadem m > 2k . Uk&zeme, Ze fada konverguje neab-
solutné.

Leibnizovo kritérium lze pouzit pfimo, protoze nerovnosti

1 1
2k + (—1)k = 2(k+1) + (—1)k+t

k+1<2k+1)—1, 2k—1<2(k+1)+1 =

jsou pravdive. O

1

Uloha 1.99. Yo k+ <. [Konverguje neabsolutné.]

Névod. Absolutni konvergence je vyloutena odhadem > kfll UkaZeme, Ze fada konverguje neabso-

lutné.

1
k+(—1)k

Leibnizovo kritérium nelze pouzit pfimo, konvergence neni monoténni (ale schodovitd). MiZeme ale pouzit
Leibnizovo kritérium zvIast' na fady Y azc_o, Y az_1 a Y az (jako kdybychom stitali fadu, kterou tvofi kazdy
tfeti ¢len z plvodni fady (respektive posunuté poradi o jedno &i dvé mista)). To Ize, protoze

1 1 1 1 1
> > = >
3k+(—1)% 7 3k+1 7 3k+2 3(k+1)—1 7 3(k+1)+ (—1)3k+D)’

apod. pro dalsi dvé fady (konvergence koeficientll uz je monotonni). Z konvergence téchto tfi fad pak plyne
konvergence nasi fady — soucet konvergentnich fad je samozfejmé konvergentni fada. O

Uloha 1.100. Yoo \/ <. [Diverguje.]

1 S 1
Vk+(—1)k = Vk=1"
vibec! Oznatme ay jeji k-ty €len. Kdyby byla tato fada }"ay, pak by musela byt i fada Y (ay + ax_1) (jeji
tastetné soutty tvoii podposloupnost ¢asteénych souttll plivodni Fady).

Navod. Absolutni konvergence je vylouena odhadem Ukazeme, Ze fada nekonverguje

Necht' tedy k je sudé €islo. Pak plati (pro k > 100), ze

11 Wkri-1-vk-1
Vk+1 vk+1-1  (VKk+1)(Vk+1-1)
B Vk+1—vk-2 - —2 _ 21
k(1+1/Vk)(VI+1/k—1/vk) ~ k-1-(1-0,1) 0,9k
pficemz posledni fada diverguje do —oo. O
Uloha 1.101. Y2 zcos(kn)m [Diverguje.]
2—cos(kr)

Navod. Uvazte, Ze cos(kmr) = (—1)¥. Absolutni konvergence je vyloutena odhadem =3 > L. Ukazeme,
Ze fada nekonverguije vibec. Oznaéme a, jeji k-ty ¢len. Kdyby konvergovala ¥ a,, pak by musela konvergovat
t6Z Y (apk + asky1) (jeji Castetné soutty tvoFi podposloupnost Easteénych souttdl plvodni fady).

Spoctéme

a3 L 24k+12-8  16k+12 _ 16+12/k 16
HTCAL T8k T Bk+4  8k(8k+4)  8K(8k+4) 32-2k+32 ~ 32-2k+32°

Tato Fada ale zjevné diverguije. O

Poznamka: Tento test (konvergence fady Y (ay + ax. 1)) je mozné udélat vzdy — u neabsolutni konvergence
to mUZe byt kontrola, Ze jsme se nespletli. Napiiklad v pfikladu 13:

1 1 11 ~1
2 (2aic+ 22it1) :2(2k+1 N 2k+1—1) :2(2k—+1ﬂ> 222k(2k+1)

a tato fada je konvergentni (test prosel). O samotné konvergenci ptivodni fady to ale v tomto piipadé nic
jiného, nez Ze to je mozné, nepovi!?

19) ProtipFikladem je tfeba fada Y%, (—1)".
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1.5.2 Abelovo a Dirichletovo kritérium
1.6 Dalsi kritéria konvergence fad

1.6.1 Zobecnéné podilové a odmocninové kritérium
1.6.2 Raabeovo a Gaussovo kritérium

1.6.3 Wyuziti Taylorovych polynom p¥i vysSetfovani konvergence fad

. 0 kkzzk
Uloha 1.102. ) ———.
o1 (k1)K

Navod. Pouzijeme odmocninové kritérium.

fim 4 X i K
koo \| (K+ 1)K koeo (k+1)K e

Rada tedy konverguje, pokud |z| < e a diverguije, pokud |z| > e. Pokud |z| = e, potom Fada diverguje, nebot’
nesplfiuje nutnou podminku konvergence, nebot’

K2 ok 1\¥ , 1
Iim ——=1Ilim(1—- — ek= limexp [k+KIn(1- —— =
k—o00 (k—i—].)k2 k—>oo( k+1) k—o00 p|: * ( k+1)]

Pouzitim Taylorova rozvoje a véty o limité sloZzené funkce

1 1 k? k?
: 2 -2 : 2 -2
= - - k = k— - Kok 2)| =
IJLToeXp [kJr K ( k+1 2(k+1)2 +of ))} oo &P [ k+1 2(k+1)2 + Kol )]
_ k(k+1) — k2 K2 N _ k K2 N
Aim exp [ k+1 oz ROk )] Jim exp {k+1 ACES

= exp {1—%+0} =el/2 £0.



