Kapitola 3

Mocninné rady

3.1 Konvergence

Urcete polomeér konvergence a vysetiete konvergenci na kruznici konvergence.
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Na kruznici konvergence je x = e'“. Pokud a = 0, tj. = = 1, fada diverguje srovnanim
s harmonickou fadou, nebot 1’:—7” > % Pro a € (0,27) rada konverguje neabsolutné,
nebot lze psét
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fada > % konverguje podle Dirichletova kritéria a posloupnost (Inn)/y/n je ome-

zend (konverguje k nule) a od jistého ¢lenu pocinaje monoténni, jak plyne z vypoctu
derivace funkce Inz/\/z:
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Tudiz polomér konvergence je 4.



Na hraniéni kruznici je = 4e'“ pro néjaké o € [0, 27). VySetfujeme tedy fadu
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Podle Stirlingovy formule je
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a tudiz fada musi divergovat, nebot nespliuje nutnou podminku konvergence.
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Na kruznici konvergence je z — 3 = 5¢'*. Pro o = 0 je
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rfada konverguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria.
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a tedy R = +4o0.
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Ndvod: Podle Cauchy-Hadamardova vztahu plati
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nebot v jednom zlomku se maximum ve jmenovateli a citatel zkrati. Naopak
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Konvergence na hrani¢ni kruznici: fada na hrani¢ni kruznici v bodech x = %eio‘ kon-
verguje neabsolutné podle Dirichletova kritéria, pokud a € (0, 27). Pokud o = 0, pak
fada diverguje (nebot jedna jeji ¢4st je harmonick4).
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a tedy R = 1. Na hraniénf kruznici je # = 1+ 1¢’*, kde « € [0, 27), vySetiujeme tedy
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tudiz tfada diverguje, protoze nespliiuje nutnou podminku konvergence a,, — 0. Li-
mitu lze spocitat napiiklad takto pomoci Taylorova rozvoje (s vyuzitim spojitosti
exponencidlni funkce):
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Na konvergenéni kruznici je ™ = 2Pe'®. Pro a = # mame
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Pouzitim Raabeova kritéria mame, ze

limn ( dn_ 1) _r (uzijte Tayloruv rozvoj),
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a tedy fada pro p > 2 konverguje a pro p < 2 diverguje. (Gaussovo kritérium by
ukdzalo, ze pro p = 2 fada diverguje.) Pro o # 7, a € [0,27) fada konverguje pro
p > 0, pro 0 < p < 2 pouze neabsolutné podle Dirichletova kritéria (detaily, obdobné
piredchozimu vypoctu, ponechdvame na rozmysleni ¢tendri).

3.2 Rozvinte v mocninné rady
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3.3 Sectéte rady
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Integracéni konstanta je z podminky f(0) = 0 zfejmé nulové.
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Resenfm této diferencidlni rovnice je, vzhledem k f(0) = 1
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3.4 Sectéte ciselné rady
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3.5 Diferencialni rovnice
Hledejte feseni ve tvaru mocninné rady.
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Odkud méme, Ze az = a5 = ag = ... = 0. Z pocateéni podminky y'(0) = 0 vyplyva,
ze a1 = 0, a tedy také as = ar = ... = 0. Konetné z pocdtecni podminky y(0) = 1
vyplyva, ze ap = 1, a tedy
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Sami rozmyslete vztah pro as, a ukazte, ze fada konverguje.



