KUCHARKA NA RESENI ODR

Na zékladé poznamek ze cviceni zpracoval

korektury Petra Sukova

Na zadatek nékolik véci, na které v zadném piipadé nezapomenout. Resenim
ODR je funkce ji spliujici a interval, na kterém plati, proto vzdy uvést
INTERVAL, a to maximimélni mozny. Pokud je zadéna pocate¢ni podminka,

musi lezet v intervalu. PTi integrovani také nezapominejte na integracni
KONSTANTU!
dy

Formalni zapis derivace: 3’ = 2.

I. Separace proménnych

Predpis
y' = g(y) h(z).
Pokud ¢(Cp) = 0 kde h(x) mé smysl, existuje Feseni

y:Co.

Mam osetfeno a muzu délit

Primou integraci dostanu feseni. Pozor na mozné napojeni na konstantni
feSeni. Aby bylo mozné, je tieba aby v bodé xzg, kde k napojeni dojde, platilo:

f(zo) =Co, f'(x0) =0.

Priklad:

Ziejmé D(f) = (0, 00). Funkce y = 0 je FeSenim rovnice.
Separuji proménné a zintegruji

dy [ dx
VISV
1 1
Vyjadiim y, pozor, umocnénim priddm jedno feSeni.
y=\z+C)>

Nasleduje diskuze vzhledem ke konstanté C'.



1. C' > 0 : Nelze napojit, funkce mé na tvar
y=(z+C)? , D(f)=(0,00).

2. C' < 0 : Lze napojit na konstantni feseni. Ovsem nelze pouzit
y = (vx + C1)? na (0,C?) , protoze y' < 0, nesouhlasi se zaddnim, je to
feSeni pfidané umocnénim.

Reseni tedy zapiSeme takto :

a) y =0na D(f) .

b) y = (v + C1)? na D(f), kde C; € R.

¢)y=0na (0,C3), y = (v + C2)% na (C2, ), kde Cy < 0.

II. Rovnice homogenni a ty, které na né lze prevést

Predpis
y' = f(y,z).

a) Pokud pro funkci f(y,z) plati : f(ty,tx) = f(y,x), to znamena, Ze y a x
vystupuji pfimo v podilu, Ize zavést substituci

y = z(z)x,
y =Z2(z)z + 2(x),
kterou rovnici pfevedu do tvaru separovanych proménnych.

Priklad:
) y
y' == —e>.
X

D(f) =R\ {0} , nulové feSeni neexistuje, zavedu vyse uvedenou substituci
Zr4z2=2—¢€",

z se odeCtou a zistane rovnice ve tvaru separovanych proménnych, kterou uz
umim fesit.
dz dx

e x
—e*=—In|z|+ C.
e"* =Inlz| 4 C.
y=—z In(C +1In|z|).

b) Funkce na pravé strané je ve tvaru

a1T + b1y + c1

, L) = .
fw,=) a® + bay + c2



Vyfesim soustavu rovnic (misto z,y nezndmé m,n) a zavedu substituci
u=x—m,du=dr,v=y—n, dv=dy.

Rovnici dostanu do tvaru

U—v

u+v’

v =

ktery fesim jako v bodu a).
Pokud soustava nemé feseni (koeficienty linedrné zavislé a; + b1 = k(ag + ba) ),
zavedu substituci napiiklad
z = a1z + by,
Z—a
r_
Yy = by
A rovnici opét dostanu do tvaru separovanych proménnych.
Priklad:
;T —y+ 1
r+y—3
Vytesim soustavum —n+1=0, m+n—3 =0. Dostanum =1, n = 2.
Substituce je
u=x—1,v=y—2,
Rovnice je ve tvaru
U—v
u+v

/

Dalsi substituce
v=wu)u, v =w'u+w.
u(l—w)
w(l+w)
Zkratim u, ode¢tu w a tim rovnici dostanu do tvaru separovanych
proménnych, kterou jiz vyfesim podle I.

wu+w=

ITI. Linearni rovnice 1. fadu

Predpis:
y' + f(@)y =g(2).

a) Celou rovnici vynasobim faktorem el f(@)dz
Y+ f(@)y = g(x)/ el T@®.
y/ eff(z)da: +f(x)yeff(z)dm _ g(:c) eff(a:)dz.

Vsimnéme si, ze plati

(y of f(x)dz)’ _ oy e T@ )y el @



coZ je presné vyraz na levé strané. Zintegrujeme tedy
yeff(z)da: _ /g(x) eff(z)da: + C,

a po vydéleni dostaneme ptislusné reseni funkce y.
Priklad:
y —2Y = 23,
x

D(f) = §R\ {O} Néasobim ef_%dx = e—21n;c = 1_12 a dostanu
y !/
() ==
1
Y= 5304 +C 22

b) Nejprve vyfesim homogenni rovnici (bez pravé strany), ta je FeSitelnd
separaci proménnych.

Abych dostal obecné feseni musim k funkci feSici homogenni rovnici pricist
jeden libovolny partikuldrni integral (ktery fesi ptivodni rovnici), ten hleddm
ve tvaru

yp(x) = K(x)e™ J f(@)dz,

Priklad:
y' — 2¥ — 43,
x
Najdu feseni homogenni rovnice
y —24 <o
x
y = Ca.

Partikularni feSeni hledam ve tvaru y, = K(z) e~/ % = K(z) a2,

K(z) 2* +2K(z)z — 2 K(2)x = 2.

K(z) ==z
1
K(z) = 5302 +Ch

Tedy

toto pri¢tu k feseni homogenni rovnice

1
y=Ca%+ <§IE2+01> z2,

4



po upravé dostanu

1
y=Coa?+ §:c4,

coz je prekvapivé stejné jako pfi pouziti postupu a).

IV. Bernoulliova rovnice

predpis:
v+ f@)y=g(@)y* acR\{0;1}

Pokud a > 0, je fesnim y = 0.

Nejprve celou rovnici vynasobim /.y~¢

Yy 4 f2)y T =g(a).

Zavedu substituci
z = yl—a,
Z=01-a)y vy
Vidim, ze ptivodni rovnici dostanu ve tvaru

Z/

(@) 2 = (@),

Toto je linearni rovnice 1. fadu a tu fesim jako v bodu III.

priklad
y' —2xy =2y

Nejdfive si vSimneme, ze y = 0 spliiuje rovnici a je také feSenim na R. Zavedu
substituci

1

z=—,

Y

L

y=—=z.

Iy

Dostanu rovnici
1

, 2z 228
g2
22 z 22

)

kterou upravim na tvar linedrni rovnice 1.fadu
24+ 2xz=—2a>
‘ ¢ [2x z2 3
Vynésobim /.e = e a upravim na tvar
2\’ 2
(zez ) = 223",
Po integraci pravé strany metodou per partes dostanu

ze® = e (1 — $2) ,



z=1-2"+C=C—a”
Vratim se k ptvodni substituci
1
V=
Na konstantni feseni nelze nikde napojit. Defini¢ni obor D(f) = R\ {+v/C}

V. Linearni rovnice s konstantnimi koeficienty
predpis:
any™ + an1y"Y + ot ary +aoy = f(2).

Nejprve vyfesim homogenni rovnici (bez pravé strany), a ziskam tak
fundamentélni systém rovnice F'S = {y1,...,y,} (FeSeni je

Mz

y=Ciy1 + -+ Cryn). Ten mé tolik prvkd, jaky je nejvyssi stupeni derivace
vyskytujici se v rovnici (mj. tvofi vektorovy prostor dimenze n :). Obecné
FeSeni ziskam tak, Ze pfictu libovolné partikularni feseni.

e FeSeni homogenni rovnice, nalezeni fundamentalniho systému

Hled4m feSeni ve tvaru e*

A A" M 4 an_ AV 4 g e = 0.
Po vydéleni e** dostnu charakteristickou rovnici (CE)
An A" 4+ a1 AV 4+ ap = 0.

Jejim feSenim dostanu prvky fundamentalniho systému. Muze nastat
nékolik moznosti feseni charakteristické rovnice:

1. VsSechny kofeny jsou realné a rtzné.
Fundamentalni systém je

FS={eMz, Mz, ..., etra}.

2. Neékteré koreny jsou komplexni.

Protoze koeficienty a; . .. a, jsou realné, a tedy komplexni feSeni
jsou komplexné sdruzend

)\i :a+bi, >‘j :a—bi,
Ize prislusné prvky fundamentéalniho systému zapsat jako

FS={ .. e"sinbzx, e**cosbx ...}.

3. Nékteré kofeny jsou nasobné.

Pokud kofen A; je nasobnosti v, jsou pfislusné prvky
fundamentalniho systému

FS={..., eN, ze ... o/t .}



priklad
y® — 29 42y _ 2y 4y = 0.
Vyfesim charakteristickou rovnici
M 203 4202 — 20+ 1 =0.
(N +1)(A-1)°=0.

Dostal jsem 2 Feseni komplexné sdruzend (i, —i) a jedno nasobnosti 2
(1). Fundamentalni systém, ktery musi mit 4 prvky, je

FS ={sinz, cosx, e”, xe’}.
Pravé strana je rovna nule a tak dostanu obecné feSeni
y=Cysinx + Cycosx + C3e® + Cyxe”.
D(f) =%

Jisté jste si na zacatku vSimli, Ze rovnici vyhovuje i konstantni feseni
y = 0. Toho je vSak mozné docilit i vhodnou volbou konstant v obecném
fesSeni.

e Reseni rovnice s pravou stranou, nalezeni partikularniho FeSeni

— Prava strana je ve tvaru
f(z) =P(x)e"?,

kde P(x) je polynom stupné n. Mize nastat nékolik moznosti.

1. 4 € R a neni kofenem CE.
Partikularni feSeni hledam ve tvaru

Yp = Q(z) e"”.
Kde Q(z) je polynom stejného stupné jako P(z).
priklad
y”—4y’+4y:163x

Fundamentalni systém je F'S = {€2*, x€2*}. 3 nen{ kofenem
CE, proto hledam partikularni feseni ve tvaru

yp = Az e + Be®”. To nasadim do ptivodni rovnice, abych
nasel koeficienty A, B.

6Ae3® + 9Aze3® + 9Be3® — 4 (Ae?’z + 3Axed® + 3Be?’z)

+4 (Axesx + Be3x) =gze®

Jejim vyfesenim ziskdm hodnoty A =1 a B = 2. Obecné feseni
tedy je
y = Cre*® 4+ Cowe®® + xe3% + 2e3°



2. u € RN a je kofenem CE nésobnosti v.
Partikularni feSeni hledam ve tvaru

yp = ¥ Q(x) e!*.

Kde Q(z) je polynom stejného stupné jako P(z).

3. p g R
Sem patii i funkce sin a cos, pokud exponent rozepiseme jako
pux = (p1 + pot) x (goniometrické funkce maji ve svém
argumentu pouze imaginarni ¢ast exponentu). Pokud chci
realné feseni, hleddm ve tvaru

yp = Q(x)1 "% sin oz + Q ()2 1% cos pa.

Kde Q(z)1, Q(z)2 jsou polynomy stejného stupné jako P(x).
Pozor, je tieba hledat feSeni s obéma goniometrickymi
funkcemi.

priklad
" /o _ 3x
Yy +y — 2y =4e’* cosx

Fundamentalni systém je F'S = {e*, e~2*}. Partikularni feseni
budu hledat ve tvaru

3% sinx + Be3® cos .

yp = Ae
Pozor, exponent na pravé strané je u = 3 + ¢, nikoli 1, proto
postupuji podle bodu 1), tj. nehleddm s mocninou z”. Po
nasazeni do rovnice a vyfeSeni dostanu koeficienty A, B.
A =14/109, B = 26/109.
Obecné Tfeseni je

3

14 26
y=Cre® +Coe 2 + —e3Tsine + —e3% cos .

109 109

Poznémka : Pokud je na pravé strané soucet funkci, hleddm y, také
jako soucet jednotlivych piislusnych y,

Variace konstant.

Mam fundamentalni systém F.S = {y1, y2,..., Yn}, partikuldrni
feSenim hledam ve tvaru

Yp = Yie1Ci() yi(z).

Hledam ke kazdému prvku F'S pfislusnou ”konstantu”, jenom ta
”konstanta” je funkci x.

Po nasazeni do rovnice se mi spoustu ¢leni odecte, protoze y; Fesi
homogenni rovnici. Déle si budu moct nékteré parametry zvolit



rovny 0. AZ mi nakonec vypadne soustava rovnic, jejiz nezndmymi
budou hodnoty C! a jejiz matice bude Wronskian a vektor feSeni
bude jako posledni ¢len mit pravou stranu ptivodni rovnice f(x)
(viz chytfejsi knihy :). Nakonec bude jen stacit zintegrovat C;.

priklad

eiE

y' -2y =—
x
FS ={e*, xze®}. PoZiji variaci konstant, hleddm ve tvaru
yp = C1(z) e® + Ca(x) x e”.
Spocitam prvni a druhou derivaci
y,=C1e" +Cy () + Chze” + Oy (ve”)
Polozim si prvni podminku, urcujici feSeni
Cie® +Chze” =0.

Znalejsi v tom jiz vidi prvni fadek Wronskidnu. To mi také
zjednodusi vypocet druhé derivace

vy = O () + O () + G (wer) +Ca (we)”.

Toto dosadim do ptvodni rovnice a dostanu driuhou rovnici
prislusné soustavy

Cy (e®) +C1 (e8)" +Ch (ze®) + Oy (ze®)”

+2C (€%) +2Cy (ze®) 4+ C1(x) e* + Co(z) xe” = —.

Cleny s nederivovanymi C; se se¢tou na nulu, protoze piislusné
funkce y; Tesi homogenni rovnici. Tudiz dostanu druhou rovnici

soustavy
eCE

Cp (e) +Ch (wen) = <.

Tuto soustavu linedrnich rovnic vyfesim a dostanu

Zintegrovanim dostanu pfislusné hodnoty ”konstant”
Ci=z+K;,C2=Inz+ Ko

Konstanty zde nemaji vyznam, pfi¢tou se s predchozimi. Rovnou
napisu obecné feSeni

y=0Cr1e*+Coxe®+xe®+xInxe”.



VI. Jiné typy rovnic 2. radu
predpis:
y'=f(z,y,y)

Toto je nejobecnéjsi zapis. Mohou nastat situace, které jsou jednoduchou
upravou prevoditelné na rovnice, jez fesit umim.

o y"=f(y,y) (chybi z)
Zavedu substituci
y'(z) = g(y),
a tedy y”" = ¢'(y). Pfevedu tak na rovnici prvniho fddu, kde mém funkci
g od neznamé y.

priklad
"o y_/2
y - y2 .

Zavedu vySe uvedenou substituci a dostanu rovnici
2
!/

g:g_
Y2

Ta je jednoduse feSitelna separaci proménnych, po tpravé dostanu

=Y
14+yCy'

Vratim se do piivodni substituce
y— Y
14+9C'

Ta je opét FeSitelna separaci proménnych. Dostanu vysledek

lny+ Ciy =z + Cs.

o y'=f(z,y)
Zavedu substituci

y'(z) = h(x),
a tedy y” = h/(z). Pfevedu tak na rovnici prvnfho fadu.
o y'=f(z,y)
Nemaé obecny zptisob Feseni
o y' =f()
Substituce
y'(z) = h(z).

a tedy y” = h/(z). Pfevedu tak na rovnici prvnfho fadu.
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Yy =/
Celou rovnici vynasobim /.2y a dostanu

2y y" =2y fy)

I
Vsimnéme si, 7e ((y')") =2y'y" aze (F (1)) = f(u)y' (F(y) je
primitivni funkce k f(y)), tudiz dostanu

() =2(F@) -

Po zintegrovani a odmocnéni dostanu vyraz

Y = +2F() 10 = + 2/f(y)dy+C’.

Coz je ve tvaru separovanych proménnych a to uz umim.
priklad
Yy’ = cosy

Vynésobim a upravim
29" y" =24y cosy.

((1/)2), =2 </ cos ydy)/~

Zintegruji obé strany a odmocnim

y = £+/siny + C.

N oM e

Coz je rovnice principielné fesitelna separaci proménnych. Zel ji
zintegrovat neumim, ale to je v principu také feseni :) .

e y' = f(x) nebo y’" =C

Jednoduse vyresim dvojim integrovanim.

priklad
y' =z cosx

Zintegruji poprvé (per-partes)
y' =z sinz 4 cosz + Cj.

A podruhé
y=—x cosx + 2sinz + Cix + Cs.

11



VII. Linearni rovnice n-tého radu

predpis:
ao(z) + ax(x)y + -+ + an(z) y™ = 0.

Pokud zndm jedno feSeni dané rovnice y;, jsem schopen snizit ¥ad rovnice na
n — 1. A to tim, Ze zavedu nésledujici substituci

y(@) = y1(z) 2(x).
Protoze y; Tesi rovnici, dostanu rovnici, ve které se odecte ¢len obsahujici jen
z(x). Zavedenim substituce w(x) = z’(x) snizim stupen rovnice o 1.
VII. Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu

predpis:
y' N(z,y) + M(z,y) = 0.

M(z,y)dz + N(z,y)dy = 0.
Hledam potencial V' (z,y), ktery této rovnici vyhovuje.

Pokud plati, ze

dV(z,y) = —%Vd:c + —%de =0,
oV ov
gr _ N
Ox "0

pak je fesenim V' = konst..

Jelikoz hleddm spojité feseni, musi byt splnéna nutna podminka zaménnosti
smiSenych derivaci

0’V. 9M ON  9*V

dxdy Oy  Ox  Oydxr’
Tvar samotného potencialu pak ziskdm integraci M a N podle ptislusnych
proménnych.

priklad
3 (x2 + y2) dx + 6xydy =0

Ovéfim nutnou podminku

oM ON

oy % 5 T

6y.
oy Y

Vidim, Ze je splnéna. Zintegruji prvni ¢len podle z

/3(:52 +y?)dx = 2 + 3zy® + C(y).
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Parcialné zderivuji podle ¥y, abych porovnanim se ¢lenem N zjistil hodnotu
konstanty C(y). Zde je to zjevné konstanta na y nezavisld. Vysledny potencial
tedy je

V(z,y) = 23 + 3xy* + C.

Pokud neni nutnd podminka splnéna, hledam integraéni faktor
(u (@ (z,y))). Kdyz jim rovnici vyndsobim, nutnd podminka jiz bude splnéna.

dx M(z,y) p(® (2, y)) + dy N(z,y) p(® (z,y)) = 0.
Nutné podminka tedy mé tvar

5y (1) (® ) = 5 (V(a.9) 1 (8 (2.).

Zderivuji, upravim a dostanu vztah pro integracni faktor
oM _ AN
K@) _ oy 0w
N B
N((I’) N bz M Dy

Pokud se mi vyraz na pravé strané podaii vyjadfit jako funkci od ®(z,vy),
mam vyhrano a vyfesenim této diferencidlni rovnice ziskdm integracni faktor
w. Zde je nejvétsi kdmen urazu uhddnout tvar této funkce od ®. Nejcastéji
zkou$im hledat @ ve tvaru samotnych x nebo y, jejich souctu, souc¢inu nebo
podilu. Ne vzdy se mi to vSak musi podarit.

priklad
zy? dx + (2y — 2)dy = 0

Oznaéim si M = xy? , N = 2%y — x. Je vidét, Ze nutna podminka splnéna
neni, proto hledam integracni faktor podle vysSe uvedeného vztahu.

w(®) 22y — 2zy + 1 -1

0% 20% .. 20® 2% *

W@ (2y—2)%2 a2 wy?SR — a2y SR 4 25T

Vidim, zZe ve jmenovateli by se mi 2 prvni ¢leny mohly odecist, pokud parcialni
derivace budou u prvniho x a u druhého y. To splniuje funkce

o(z,y) = zy,
Dosadim a zkusim, jestli to nevyjde.

1/ (®) -1 1

@) arP—atPtay @

Jak je vidét, vyslo nam to. Tuto rovnici lehce vyTesim separaci proménnych a
dostanu integrac¢ni faktor ve tvaru



Timto faktorem vynasobim pivodni rovnici.
1
ydr + (x — =)dy = 0.
Y

oM

Nutna podminka By = %_1;/ je splnéna, mohu zacit hledat potencial.

/Mda::/yda::acy—i—C(y).

0 1
—ay+Cy)=2+C'(y) =N=x— ~.
5o+ C) ) -

Opét jednoduché rovnice Fesitelna separaci proménnych C(y) = —lny + C.

Potencial ma tedy tvar
V(z,y) =2y —Iny+C
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