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5.2 Vlastnosti Perronova integrálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

5.3 Vztah Perronova, Newtonova a Lebesgueova integrálu . . . . . . . . 48
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7.4 Vztah Lebesgueova a Perronova integrálu . . . . . . . . . . . . . . . 65
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1

1 Úvod

1.1 Obsah práce

Integrál je jedńım ze základńıch pojmů matematické analýzy a matematiky v̊ubec.

Velké množstv́ı aplikaćı najdeme nejen v matematických discipĺınách, ale i ve fy-

zice, mechanice, ekonomii a daľśıch technických oborech. Znalost integrálńıho počtu

funkćı jedné proměnné je předpokladem ke studiu integrálńıho počtu funkćı v́ıce

proměnných, integrálńıch transformaćı, apod.

Vznik integrálńıho počtu motivovaly (mimo jiné) dvě úlohy. Prvńı z nich je

nalezeńı funkce, je-li známa jej́ı derivace, druhou je výpočet plochy, která je omezena

grafem funkce f na intervalu 〈a, b〉, osou x a př́ımkami x = a, x = b. Tyto dvě úlohy

také vedly k pojmu neurčitý a určitý integrál. Pojem integrálu se vyv́ıjel s rozvojem

matematiky, prošel řadou změn a byl předmětem mnoha zobecněńı. Postupem času

vznikaly stále v́ıce obecněǰśı integrály.

Řekneme-li, že daná funkce má v nějakém intervalu integrál, nevyjadřujeme se

úplně přesně, pokud neřekneme (nebo pokud neńı např́ıklad ze souvislosti jasné),

o jakém integrálu mluv́ıme. Existuje totiž několik definic určitých integrál̊u a je

možné, že integrál funkce v daném intervalu existuje podle jedné definice a podle

jiné ne (pokud integrál existuje podle dvou definic, pak jejich hodnoty bývaj́ı stejné).

Ćılem této práce je uvést zde několik nejvýznamněǰśıch definic integrál̊u a zhod-

notit, které funkce jsou integrovatelné podle dané definice a které nikoliv, poukázat

na jejich přednosti i nedostatky. Budeme pracovat pouze s funkcemi jedné reálné

proměnné a s jednorozměrným integrálem. Práce je rozdělena na 8 kapitol. Prvńı

kapitola zahrnuje tento úvod a malé nahlédnut́ı do historie integrálu, druhá až šestá

kapitola je věnována jednotlivým druh̊um určitých integrál̊u, po řadě Newtonovu,

Riemannovu, Lebesgueovu, Perronovu a Kurzweilovu integrálu. Jsou zde uvedeny

definice, vlastnosti integrál̊u a na př́ıkladech je ukázáno, které funkce maj́ı nebo

nemaj́ı integrál podle dané definice. Sedmá kapitola je nejen malou rekapitulaćı, ale

kromě vět o vzájemných vztaźıch uvedených druh̊u integrál̊u obsahuje i jejich d̊ukazy.

Jako nejnáročněǰśı část předkládané práce umožňuje hlubš́ı nahlédnut́ı do proble-

matiky integrál̊u. Posledńı kapitola je závěr.

V celé práci se už́ıvá obvyklé značeńı, pro přehlednost je před znakem integrálu
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identifikačńı ṕısmeno, které označuje, o který integrál se jedná. Je-li vynecháno,

jedná se pak o integrál z názvu př́ıslušné kapitoly.

1.2 Historie integrálu ve zkratce

Integrálńı a diferenciálńı počet, souhrnně nazývaný infinitezimálńı počet (”infinite-

zimalis” v překladu ”nekonečně malý”), vytvořili v 17. stolet́ı slavný anglický mate-

matik a fyzik Isaac Newton (1642 - 1727) a německý matematik, filosof, teolog a

právńık Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Tito dva matematikové jej vytvořili

téměř současně a nezávisle na sobě. Postupy, kterými dospěli ke svým výsledk̊um,

se ale lǐśı. Prvenstv́ı tohoto objevu přisuzujeme oběma vědc̊um.

Prvopočátky a principy metod, které Newton s Leibnizem rozv́ıjeli, lze nalézt

v době antiky. O daľśı rozvoj infinitezimálńıch metod se pak později postarali

bezprostředńı předch̊udci Newtona a Leibnize v 16. a 17. stolet́ı. Newtonova a Leib-

nizova práce byla tedy uceleńım a dovršeńım toho, co započali jejich předch̊udci.

Starořecká matematika, jej́ıž největš́ı rozvoj datujeme zhruba od 6. stolet́ı

př. Kr. do 2. stolet́ı př. Kr., byla velmi vyspělá, nashromáždila velké množstv́ı

poznatk̊u a rozvinula mnoho výpočetńıch postup̊u. A právě postupy, jakými se

vypoč́ıtávaly obsahy ploch a objemy těles, se staly později základem pro vznik

integrálu. V tomto směru byla významnou předch̊udkyńı infinitezimálńıch úvah

tzv. exhaustivńı metoda, která byla v té době v Řecku rozvinuta. Tv̊urcem metody

je Eudoxos z Knidu (410 nebo 408 př. Kr. - 355 nebo 347 př. Kr.). Metoda umožňuje

źıskat přibližný výpočet obsahu křivočarého obrazce v libovolném stupni přesnosti

tak, že se tomuto obrazci vepisuj́ı (a později i opisuj́ı) mnohoúhelńıky. Základem

metody je tvrzeńı: ”Jestliže od dané veličiny odečteme jej́ı část větš́ı než je jej́ı

polovina a od zbytku opět jeho část větš́ı než jeho polovina a budeme tak činit

dostatečně dlouho, zbyde veličina, která bude menš́ı než libovolná kladná předem

daná veličina.” Vyčerpáváme-li např́ıklad kruh mnohoúhelńıkem, lze podle Eudo-

xova principu zbývaj́ıćı - nevyčerpané - části libovolně zmenšit. Slovo exhaustivńı

bylo odvozeno z latinského ”exhaurio”, což v překladu znamená ”vyčerpávati”. Tuto

metodu na určeńı obsahu ploch později rozvinul Archimédes ze Syrakus (asi 287 -

212 př. Kr.) a zobecnil ji. U Archiméda existovaly horńı a dolńı integrálńı součty,

které danou veličinu omezovaly, a jejich rozd́ıl se mohl stanovit libovolně malý (ne
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však nekonečně malý; pro antickou matematiku bylo typické poṕıráńı nekonečně

malých veličin). Stanovil hodnotu konstanty π nerovnost́ı 310
71 < π < 31

7 tak,

že kruhu opisoval a vepisoval pravidelné mnohoúhelńıky, poč́ınaje šestiúhelńıkem

a konče devadesátšestiúhelńıkem. Pomoćı exhaustivńı metody dokázal mnoho

tvrzeńı. Archimédovo d́ılo mělo vliv na pozděǰśı rozvoj matematiky. Metody a ideje

obsažené v jeho praćıch se prostřednictv́ım arabských překlad̊u uchovaly do novověku

a inspirovaly matematiky 16. a 17. stolet́ı. Infinitezimálńı postupy, které se poprvé

objevily v antickém Řecku, nemohly být do této doby v́ıce rozv́ıjeny, nebot’ zde

chyběl potřebný matematický aparát.

Zdá se, že raný křest’anský středověk k rozvoji matematiky významněji

nepřispěl. Nicméně na prahu vrcholného středověku (12. - 13. stolet́ı) začalo docházet

k zásadńımu obratu. Prvńım podnětem změny bylo to, že (předevš́ım zásluhou

Tomáše Akvinského) došlo k rozvoji racionálńı středověké filosofie, která navázala

na antického učence Aristotela. Ve vztahu k matematice je vhodné zd̊uraznit,

že v návaznosti na Aristotelovu logiku došlo k daľśımu rozvoji logiky (a deduk-

tivńıho, ”matematického” myšleńı). Začaly se studovat a do latiny překládat antické

spisy. Druhým podnětem bylo setkáńı křest’an̊u s islámskou kulturou předevš́ım na

Iberském poloostrově. Do latiny byly z arabštiny přeloženy spisy učence 9. stolet́ı

al-Khwarizmi (prvńı překlad vznikl roku 1140), ”otce algebry a algoritmů”. Jeho

zásluhou se tak křest’anský svět nejen dozvěděl o indické č́ıselné soustavě (tedy

o našich dnešńıch už́ıvaných arabských č́ıslićıch), ale i o mnoha jeho výsledćıch

a výsledćıch antické matematiky. Sémě bylo zaseto, nicméně ještě několik stolet́ı

(do doby renesance) trvalo, než vyrostly zřetelné plody. Nové technické vynálezy a

astronomie tento rozvoj matematiky podporovaly. Také objev knihtisku měl velký

vliv na rozvoj matematiky. V 16. stolet́ı francouzský matematik Francois Viete

(1540 - 1603) zavedl do matematiky už́ıváńı ṕısmen ve významu č́ısel. V univerzitńı

matematice se rodila myšlenka funkčńı závislosti a jej́ıho grafického znázorněńı, po-

zornost byla věnována také studiu křivek. Matematikové z r̊uzných zemı́ se zabývali

takovými problémy, při jejichž řešeńı se použ́ıvalo infinitezimálńıch metod. Např́ıklad

Johanes Kepler a Bonaventura Cavalieri vypoč́ıtávali objemy těles tak, že těleso

rozdělili na nekonečný počet nekonečně malých objekt̊u, jejichž objem lze snadno

vypoč́ıtat, Pierre Fermat a jińı při konstrukci tečny ke křivce pracovali s charakteri-
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stickým trojúhelńıkem.

Významným podnětem pro rozvoj matematiky a i infinitezimálńıch postup̊u

byl počátkem 17. stolet́ı objev analytické geometrie René Descartem (1596-1650).

Descartes vypracoval úplný systém analytické geometrie, když sloučil geometrii a

algebru, která právě v tomto obdob́ı dosáhla velkého rozvoje. Použit́ı souřadnic

umožnilo řešit geometrické problémy početńımi metodami analýzy a algebry

a současně zaobalilo algebraické úvahy názorněǰśım geometrickým pláštěm. Mnohé

problémy bylo možné řešit obecně. Problémy, při jejichž řešeńı se použ́ıvalo infini-

tezimálńıch veličin, nabyly d́ıky analytické geometrii jednotného rázu a vyústily

ve dva d̊uležité obecné problémy. Prvńım z nich bylo určováńı obsah̊u ploch

omezených danou křivkou (tzv. kvadratura) a druhým problémem bylo stanoveńı

tečny k dané křivce v jej́ım daném bodě. Diferenciálńı a integrálńı počet se v této

době vyv́ıjely nezávisle na sobě.

V druhé polovině 17. stolet́ı byly infinitezimálńı postupy hodně rozpracovávány,

byla odvozena některá pravidla na výpočet derivaćı a integrál̊u, chyběl však jed-

notný a ucelený systém pravidel a pojmů. Ten vypracovali koncem 17. stolet́ı již

zmı́něńı Newton a Leibniz. Newton s Leibnizem sjednotili infinitezimálńı počet,

dali mu pevný řád, výpočetńı algoritmy a vytvořili tak novou obecnou metodiku.

Došlo ke vzájemnému propojeńı metod integrováńı a derivováńı. Byly odvozeny

všechny základńı vztahy pro derivováńı, byly vypracovány tabulky integrál̊u, určitý

a neurčitý integrál byl definován pomoćı primitivńı funkce. Určitý integrál se začal

poč́ıtat podle vztahu
b∫
a
f(x) dx = F (b) − F (a), kde F : (a, b) → R je funkce primi-

tivńı k funkci f v intervalu (a, b). Došlo také k propojeńı určitého a neurčitého

integrálu. Srovnáme-li př́ıstup Newtona a Leibnize k infinitezimálńımu počtu, lze

vedle společné myšlenky o inverzi derivováńı a integrováńı pozorovat rozd́ıly. New-

ton věnoval velkou pozornost mechanice, jeho úvahy vycházely z kinematických

představ (svou teorii o infinitezimálńım počtu uvedl pod názvem Teorie flux́ı), in-

tegrál zavedl pomoćı primitivńı funkce, Leibniz̊uv postup byl geometrického rázu,

integrál chápal jako ”nekonečný součet diferenciál̊u”. Newton kladl d̊uraz v́ıce na

konkrétńı výsledky, řešil úlohy praktického charakteru, kdežto Leibniz vytvářel

obecné metody, snažil se sjednotit př́ıstup k r̊uznorodým problémům. Velkou Leib-

nizovou zásluhou také je, že do diferenciálńıho a integrálńıho počtu zavedl stručnou
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a účelnou symboliku, zavedl pojmy funkce, proměnná, konstanta.

Problémem matematické analýzy na konci 17. stolet́ı byl jej́ı nespolehlivý

základ. Nebylo jasné, co jsou nekonečně malé veličiny, tyto veličiny byly někdy

uvažovány jako nulové, jindy se naopak předpokládalo, že jsou nenulové. To bylo

d̊uvodem mnoha kritik. Přesto se infinitezimálńıho počtu v 18. stolet́ı ujalo mnoho

matematik̊u, kteř́ı jej rozv́ıjeli dál.

V 18. stolet́ı se matematická analýza vyčlenila jako samostatná věda, výpočetńı

metody infinitezimálńıho počtu byly už́ıvány zejména ve fyzikálńıch a tech-

nických aplikaćıch matematiky. Koncem 18. stolet́ı bylo již nahromaděno velké

množstv́ı poznatk̊u, které ale neměly pevný základ, protože některé pojmy nebyly

dostatečně přesně zavedeny. Jádro problému spoč́ıvalo v neuspokojivém chápáńı po-

tencionálńıho a aktuálńıho nekonečna a v jejich exaktńım matematickém vyjádřeńı.

Nejasnosti byly předevš́ım kolem nekonečně malých veličin, limit, konvergenćı řad,

a také kolem derivaćı a integrál̊u. Toto obdob́ı bývá historiky nazýváno jako 2. krize

matematiky. Krize byla překonána v 19. stolet́ı, kdy Bernard Bolzano a Louis Au-

gustin Cauchy zahájili obdob́ı zpřesňováńı matematické analýzy. Byl zaveden pojem

limity a později Karl Weierstrass zavedl ”ε − δ” jazyk současné analýzy. Matema-

tikové se začali zabývat otázkou zpřesněńı definice integrálu. V této době se inte-

grovalo podle Newtonova vztahu, na Eudoxovu metodu se pozapomnělo a jej́ıho

principu se už́ıvalo pouze ve zvláštńıch př́ıpadech, kdy k dané funkci nebylo možné

nebo vhodné primitivńı funkci určit. Zpřesněńı pojmu integrálu se v této době

věnoval L. A. Cauchy, B. Riemann a daľśı. Bernard Riemann (1826 - 1866) zavedl

novou konstruktivńı, součtovou definici integrálu, kterou se vrátil k řecké exhaus-

tivńı metodě. Riemannova definice integrálu zahrnuje i některé velmi silně nespojité

funkce. V tomto obdob́ı se zkoumaly integrovatelné funkce, matematikové přicházeli

s novými exotickými funkcemi, pro které nemuśı existovat Newton̊uv či Riemann̊uv

integrál. To vedlo k myšlence zavést takový integrál, který by zahrnoval jak New-

ton̊uv, tak i Riemann̊uv integrál.

Počátkem 20. stolet́ı francouzský matematik Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941)

zavedl nový typ součtového integrálu, po něm nazvaný Lebesgue̊uv integrál, který byl

výrazným ”rozš́ı̌reńım” integrálu Riemannova. Tento integrál je založen na pojmu

teorie mı́ry, která byla počátkem 20. stolet́ı vytvořena. Byl obecněǰśı a zahrnoval větš́ı
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množinu funkćı. Lebesgue̊uv integrál byl brzy rozpracován do mnohých aplikaćı a je

dodnes jedńım z hlavńıch pojmů matematické analýzy (a discipĺın jako funkcionálńı

analýza, počet pravděpodobnosti atd., které se bez matematické analýzy neobej-

dou). Ukázalo se ale, že pomoćı tohoto integrálu nelze integrovat každou derivaci.

Lebesgue̊uv integrál dovede integrovat pouze derivace absolutně spojitých funkćı,

to znamená, že neplat́ı obecně Newton̊uv - Leibniz̊uv vzorec. To vedlo matematiky

20. stolet́ı k zavedeńı takového integrálu, který by tyto nedostatky odstranil.

Ve 20. letech 20. stolet́ı německý matematik Oskar Perron (1880 - 1975) nalezl

řešeńı v podobě neabsolutně konvergentńıho integrálu, který vedl k odstraněńı

nesrovnalost́ı mezi Newtonovým a Lebesgueovým integrálem. Perron̊uv integrál

zahrnuje Newton̊uv i Lebesgue̊uv (a tedy i Riemann̊uv) integrál. Jeho definice je ale

těžkopádná, integrál je nav́ıc nepř́ıjemný např́ıklad při integrováńı přes v́ıcerozměrné

oblasti.

V 60. letech 20. stolet́ı byl vytvořen nový integrál českým matematikem

Jaroslavem Kurzweilem (1926). Definice tohoto integrálu se poprvé objevila v roce

1957 v jeho práci ”Generalized ordinary differential equations and continuous de-

pendence on a parametr” publikované v časopise Czechoslovak Mathematical Jour-

nal. Tato práce se týkala spojité závislosti na parametru pro obyčejné diferenciálńı

rovnice (ODR). Nová teorie integrálu zde nebyla ćılem, ale prostředkem k vysvětleńı

jistých konvergenčńıch jev̊u v teorii ODR a k definováńı tzv. zobecněných diferen-

ciálńıch rovnic. Protože pojem integrálu zde měl pomocnou povahu, nevěnovali j́ı

matematikové zabývaj́ıćı se teoríı integrálu pozornost. O něco později tento zp̊usob

integrace objevil - nezávisle na J.Kurzweilovi - britský matematik Ralph Henstock

(1923). V literatuře se proto objevuj́ı názvy Kurzweil̊uv, Henstock̊uv, Kurzweil̊uv -

Henstock̊uv, Henstock̊uv - Kurzweil̊uv integrál. Kurzweil̊uv integrál stejně jako Per-

ron̊uv integrál zahrnuje Newton̊uv i Lebesgue̊uv integrál, je tedy obecněǰśı, přitom

Kurzweil̊uv integrál dovoluje integrovat každou derivaci. V definici Kurzweilova in-

tegrálu jsou nav́ıc použity elementárněǰśı prostředky než u integrálu Lebesgueova

nebo Perronova. Pojem Kurzweilova integrálu se koncem 20. stolet́ı stává d̊uležitou

součást́ı matematické analýzy a zač́ıná se naplno uplatňovat v aplikaćıch a ve

výzkumu.



7

2 Newton̊uv integrál

2.1 Primitivńı funkce

Definice 2.1. Necht’ funkce f , F jsou dvě funkce definované na otevřeném intervalu

(a, b) (lze připustit a = −∞, b = ∞ ). Řekneme, že funkce F je primitivńı funkćı

k funkci f v intervalu (a, b), jestliže pro každé x ∈ (a, b) plat́ı:

F
′
(x) = f(x) .

Př́ıklad 2.2. Funkce F (x) = x3

3 je primitivńı funkce k funkci f(x) = x2

v (−∞,∞), protože plat́ı F ′(x) = x2 pro všechna x ∈ R.

Věta 2.3. Necht’ funkce F je primitivńı funkćı k funkci f v intervalu (a, b). Pak

i funkce G daná rovnićı G(x) = F (x)+C, kde C je libovolná konstanta, je primitivńı

funkćı k funkci f v intervalu (a, b).

Primitivńıch funkćı k funkci f v (a, b) existuje nekonečně mnoho. Je-li F (x)

jedna z primitivńıch funkćı k funkci f(x), pak všechny ostatńı maj́ı tvar F (x) + C

(nebot’ F
′
(x) = (F (x)+C)

′
), tzn. jsou dány jednoznačně až na konstantu. Všechny

primitivńı funkce k funkci f v (a, b) tvoř́ı množinu {G|G(x) = F (x) +C, x ∈ (a, b),

C ∈ R}, což je předmětem následuj́ıćı věty.

Věta 2.4. Necht’ funkce F , G jsou dvě primitivńı funkce k funkci f v (a, b). Pak

existuje takové C ∈ R, že pro každé x ∈ (a, b) je F (x) = G(x) + C.

Věta 2.5. Necht’ funkce f je spojitá v otevřeném intervalu (a, b). Pak k ńı existuje

na tomto intervalu primitivńı funkce.

Poznámka 2.6.

1. Množinu všech funkćı spojitých na (a, b) (resp. na 〈a, b〉) označme C(a, b)

(resp. C(〈a, b〉)).
2. I když ke každé spojité funkci existuje primitivńı funkce, v mnoha př́ıpadech

nelze tato primitivńı funkce vyjádřit pomoćı elementárńıch funkćı. Např́ıklad∫
e−x2

dx. Tento integrál definuje transcendentńı funkci.
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Věta 2.7. Necht’ funkce F je primitivńı funkćı k funkci f v intervalu (a, b). Pak F

je v (a, b) spojitá.

Pojem primitivńı funkce na intervalu (a, b) lze rozš́ı̌rit i na uzavřený interval

〈a, b〉. Pokud potřebujeme pracovat s primitivńı funkćı na uzavřeném intervalu, pak

v krajńıch bodech intervalu 〈a, b〉 uvažujeme jednostranné derivace.

2.2 Neurčitý integrál

Definice 2.8. Řekneme, že funkce f má integrál v intervalu (a, b) právě tehdy, když

má primitivńı funkci v (a, b). Má-li funkce f integrál v (a, b), nazýváme množinu

všech primitivńıch funkćı v (a, b) neurčitým integrálem funkce f v (a, b) a znač́ıme

jej ∫
f(x) dx nebo

∫
f .

Je-li funkce F primitivńı funkćı k f , znač́ı symbol
∫
f(x)dx množinu všech primi-

tivńıch funkćı, tj.
∫
f(x)dx = {G|G(x) = F (x) + C, x ∈ (a, b), C ∈ R}. Zapisujeme

stručněji ∫
f(x) dx = F (x) + C, C ∈ R .

Základńı vzorce pro integrováńı plynou ze vzorc̊u pro derivováńı a lze je nalézt

např́ıklad v [1], [5].

2.2.1 Vlastnosti neurčitého integrálu

Základńı vlastnost́ı všech typ̊u integrál̊u je linearita.

Věta 2.9. Necht’ funkce F je primitivńı funkćı k funkci f v intervalu (a, b), necht’

funkce G je primitivńı funkćı k funkci g v intervalu (a, b) a necht’ r je č́ıslo. Pak plat́ı:

a) F +G je primitivńı funkćı k f + g v (a, b)

b) rF je primitivńı funkćı k rf v (a, b).

Necht’ funkce f, g maj́ı neurčité integrály v (a, b). Pak plat́ı:

a) Funkce f + g má neurčitý integrál v (a, b) a plat́ı∫
(f + g) =

∫
f +

∫
g ,
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b) funkce rF má neurčitý integrál v (a, b) a plat́ı∫
rf = r

∫
f .

Větu lze rozš́ı̌rit pro libovolný konečný počet funkćı.

2.2.2 Metody integrace

Jednou ze základńıch úloh integrálńıho počtu je nalezeńı primitivńı funkce (resp.

množiny všech primitivńıch funkćı). Účinnými metodami pro hledáńı primitivńı

funkce, neboli integrováńı, jsou následuj́ıćı:

1. Metoda integrace per partes

Metoda vycháźı ze vzorce pro derivaci součinu. Touto metodou nevypočteme

daný integrál př́ımo, ale převedeme jej na jiný integrál. Metodu lze už́ıt opako-

vaně, lze dospět i k rekurentńım vzorc̊um.

Věta 2.10. Necht’ funkce f a g maj́ı spojité derivace v (a, b). Pak v tomto

intervalu plat́ı: ∫
fg

′
= fg −

∫
f
′
g .

Př́ıklad 2.11. Najděme primitivńı funkci k funkci f(x) = lnx.∫
lnx dx = x lnx−

∫
1 dx = x lnx− x+ C, x ∈ (0,∞)

(u = lnx, u′ = 1
x , v = x, v′ = 1)

2. Substitučńı metoda

Důležitou metodou integrace je substitučńı metoda, která je založená na dvou

následuj́ıćıch větách.

Věta 2.12 (Substitučńı metoda I). Necht’ existuje integrál
∫
f(x) dx v in-

tervalu (a, b), necht’ ϕ je funkce diferencovatelná v intervalu (α, β) a necht’

zobrazuje tento interval do intervalu (a, b). Pak v (α, β) existuje integrál∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t) dt a plat́ı∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t) dt .
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Př́ıklad 2.13. Vypoč́ıtejme
∫

cos3 x dx. Integrovanou funkci můžeme zapsat

ve tvaru (1− sin2x) cosx a pak použ́ıt substituci t = sinx:∫
cos3 x dx =

∫
(1− sin2x) cosx dx =

∫
(1− t2) dt =

= t− 1
3
t3 = sinx− 1

3
sin3 x+ C.

Věta 2.14 (Substitučńı metoda II). Necht’ existuje v intervalu (α, β) in-

tegrál
∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t) dt a necht’ ϕ je funkce diferencovatelná v intervalu (α, β),

necht’ ϕ
′
(t) 6= 0 pro každé t ∈ (α, β) a necht’ funkce ϕ zobrazuje tento interval

na interval (a, b). Pak v (a, b) existuje integrál
∫
f(x) dx a plat́ı∫

f(x) dx =
∫
f(ϕ(t))ϕ

′
(t) dt .

2.3 Určitý integrál

Neurčitý integrál představuje množinu funkćı, určitý integrál dané funkce v daném

intervalu je konkrétńı reálné č́ıslo. Mezi oběma těmito druhy integrál̊u existuje sou-

vislost. Existuje několik př́ıstup̊u, jak zavést pojem určitý integrál a podle zp̊usobu

zavedeńı se měńı množina integrovatelných funkćı. Tv̊urci integrálńıho počtu Newton

a Leibniz vycházeli ze dvou odlǐsných idej́ı. Leibniz pojal integrál jako limitu součtu

a exaktńı provedeńı této ideje bylo později d́ılem Riemanna. Daľśım zobecněńım

je pak definice Lebesgueova a později Kurzweilova integrálu. Oproti tomu Newton,

a později i Perron, vyšel při svých úvahách z diferenciálńıho počtu a z primitivńı

funkce. V následuj́ıćım textu bude popsán Newton̊uv, Riemann̊uv, Lebesgue̊uv, Per-

ron̊uv a Kurzweil̊uv integrál a jejich vlastnosti a budou popsány množiny funkćı,

které maj́ı integrál podle dané definice.

2.3.1 Definice Newtonova určitého integrálu

Definice Newtonova určitého integrálu pocháźı z konce 17. stolet́ı od tv̊urc̊u in-

tegrálńıho počtu Isaaca Newtona a W. G. Leibnize. Tato definice určitého integrálu

je tzv. deskriptivńı (popisnou) definićı, integrál je popsán pomoćı primitivńı funkce.
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Definice 2.15. Necht’ funkce f je definována v otevřeném intervalu (a, b). Necht’

a) existuje primitivńı funkce F k funkci f v (a, b), tj. pro všechna x ∈ (a, b) plat́ı

F
′
(x) = f(x)

b) existuj́ı vlastńı limity lim
x→a+

F (x), lim
x→b−

F (x).

Potom Newton̊uv integrál funkce f od a do b definujeme vztahem

(N )
∫ b

a
f(x) dx = lim

x→b−
F (x)− lim

x→a+
F (x) .

Množinu všech funkćı maj́ıćıch v (a, b) Newton̊uv integrál znač́ıme N (a, b).

Obrázek 1: K definici Newtonova integrálu.

Poznámka 2.16.

1. Mı́sto lim
x→b−

F (x)− lim
x→a+

F (x) často ṕı̌seme jen [F (x)]ba.

2. Předchoźı definice ř́ıká, kdy má integrál smysl. Jeho hodnota však může být

i nevlastńı. Je-li hodnota integrálu vlastńı, také ř́ıkáme, že integrál konverguje,

je-li jeho hodnota nevlastńı, ř́ıkáme, že integrál diverguje.
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3. Newton̊uv určitý integrál nezáviśı na volbě primitivńı funkce. Pro jinou primi-

tivńı funkci G(x) = F (x)+C dostaneme stejnou hodnotu Newtonova integrálu

(N)
∫ b
a f(x) dx, nebot’ G(b)−G(a) = F (b) + C − F (a)− C = F (b)− F (a).

4. Je-li F je primitivńı funkce k funkci f dokonce na uzavřeném intervalu 〈a, b〉, je

na tomto intervalu omezená a neńı nutno požadovat limity, lim
x→a+

F (x)=F (a) a

lim
x→b−

F (x)=F (b) a Newton̊uv integrál je (N )
∫ b
a f(x) dx=F (b)−F (a). S t́ımto

př́ıpadem se lze setkat často.

5. Newton̊uv integrál může existovat i pro neomezené intervaly. Je-li b v intervalu

(a, b) nevlastńı, chápeme x→ b− jako x→∞ a poč́ıtáme lim
x→∞

F (x). Newton̊uv

integrál může existovat i pro neomezené funkce.

Př́ıklad 2.17. Uvažujme funkci f(x) = 1√
1−x2

v 〈0, 1). Integrál funkce je

(N )
1∫
0

1√
1−x2

dx = lim
x→1−

arcsinx− arcsin 0 = π
2 − 0 = π

2 .

Newton̊uv integrál je definován pomoćı primitivńı funkce. Hledáńı primitivńı

funkce je často náročné a k mnoha funkćım (např. sin x
x nebo e−x2

uvažovaných

na (0,∞)) nelze primitivńı funkci analyticky sestrojit. Existuj́ı však kritéria, která

zaručuj́ı existenci Newtonova integrálu (N )
b∫
a
f(x) dx, aniž bychom jej poč́ıtali.

Věta 2.18. Ke každé funkci spojité v (a, b) existuje (N )
b∫
a
f(x) dx

(tzn. C(a, b) ⊂ N (a, b)).

Věta 2.19. Necht’ ∀t ∈ (a, b) jsou f, g ∈ N (〈a, t〉) a ∀x ∈ 〈a, b) plat́ı 0≤f(x)≤g(x).
Pak plat́ı:

a) konverguje-li
b∫
a
g(x) dx, pak konverguje i

b∫
a
f(x) dx.

b) diverguje-li
b∫
a
f(x) dx, pak diverguje i

b∫
a
g(x) dx.

Př́ıklad 2.20. Rozhodněme, zda integrál
∞∫
0

esin x

x2+1
dx konverguje či diverguje. Inte-

grovaná funkce je kladná, nebot’ exponenciála nabývá pouze kladných hodnot. Pro li-

bovolné x ∈ R je−1 ≤ sinx ≤ 1. Postupnou úvahou dostaneme: sinx ≤ 1, esin x ≤ e1,

0 < esin x

x2+1
≤ e1

x2+1
. Funkce h(x) = e

x2+1
je tedy majoranta k integrované funkci, in-
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tegrál z této majoranty konverguje, nebot’
∞∫
0

dx
x2+1

= lim
x→∞

arctanx− arctan 0 = π
2 , a

proto i integrál
∞∫
0

e1

x2+1
dx konverguje a konečně i integrál

∞∫
0

esin x

x2+1
dx konverguje.

Rozhodnout o konvergenci nebo divergenci integrálu z předchoźıho př́ıkladu

hledáńım primitivńı funkce a nalezeńım přesné hodnoty integrálu nelze, protože

primitivńı funkci k integrované funkci nelze nalézt analyticky.

2.3.2 Vlastnosti Newtonova integrálu

Věta 2.21 (Linearita). Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály (N )
b∫
a
f(x) dx

a (N )
b∫
a
g(x) dx, necht’ c je libovolné č́ıslo. Pak existuj́ı i integrály

(N )
b∫
a
[f(x) + g(x)] dx a (N )

b∫
a
cf(x) dx a plat́ı:

a) (N )
∫ b

a
[f(x) + g(x)] dx = (N )

∫ b

a
f(x) dx+ (N )

∫ b

a
g(x) dx

b) (N )
∫ b

a
cf(x) dx = c (N )

∫ b

a
f(x) dx .

Věta 2.22. Necht’ a<b<c a necht’ existuj́ı integrály (N )
b∫
a
f(x) dx a (N )

c∫
b

f(x) dx

a necht’ funkce f je spojitá v bodě b. Pak existuje i (N )
c∫
a
f(x) dx a plat́ı:

(N )
∫ c

a
f(x) dx = (N )

∫ b

a
f(x) dx+ (N )

∫ c

b
f(x) dx .

Věta 2.23. Necht’ a < b a necht’ existuje integrál (N )
b∫
a
f(x) dx. Je-li f(x) ≥ 0 pro

všechna x ∈ 〈a, b〉, pak

(N )
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0 .
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Věta 2.24 (Monotonie). Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály (N )
b∫
a
f(x) dx

a (N )
b∫
a
g(x) dx. Pokud f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉, pak

(N )
∫ b

a
f(x) dx ≥ (N )

∫ b

a
g(x) dx .

Poznámka 2.25. Posledńı dvě věty jsou ekvivalentńı.

Věta 2.26. Necht’ a<b a necht’ existuj́ı integrály (N )
b∫
a
f(x) dx a (N )

b∫
a
|f(x)| dx.

Pak plat́ı:

|(N )
∫ b

a
f(x) dx| ≤ (N )

∫ b

a
|f(x)| dx .

Ukazuje se, že vztah konvergence integrál̊u
b∫
a
f(x) dx a

b∫
a
|f(x)| dx hraje

d̊uležitou roli. V následuj́ıćı definici zavedeme pojmy absolutńı a relativńı konver-

gence integrálu, které jsou d̊uležité pro funkce měńıćı znaménko.

Definice 2.27.

• Jestliže |
b∫
a
f(x) dx| <∞ , ř́ıkáme, že integrál

b∫
a
f(x) dx konverguje.

• Jestliže
b∫
a
f(x) dx = ±∞, ř́ıkáme, že

b∫
a
f(x) dx diverguje.

• Konverguje-li
b∫
a
|f(x)| dx, řekneme, že

b∫
a
f(x) dx konverguje absolutně.

• Konverguje-li
b∫
a
f(x) dx, ale

b∫
a
|f(x)| dx diverguje, řekneme, že

b∫
a
f(x) dx kon-

verguje neabsolutně.

Newton̊uv integrál patř́ı mezi neabsolutně konvergentńı integrály.

Př́ıklad 2.28. Ukažme, že
∞∫
π

sin x
x dx je neabsolutně konvergentńı integrál. Funkce

sin x
x je spojitá v (0,∞), existuje k ńı proto primitivńı funkce, kterou však nelze

vyjádřit analyticky. Zkoumejme
∞∫
π
| sin x

x | dx a
∞∫
π

sin x
x dx.
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∞∫
π
| sin x

x | dx ≥
nπ∫
π

| sin x|
x dx =

n−1∑
k=1

(k+1)π∫
kπ

| sin x|
x dx >

n−1∑
k=1

1
(k+1)π

(k+1)π∫
kπ

| sinx| dx =

= 2
π

n−1∑
k=1

1
k+1 →∞ pro n→∞, nebot’ se jedná o harmonickou řadu.

Integrál
∞∫
π
| sin x

x | dx diverguje.

V př́ıpadě druhého integrálu lze uvažovat takto:

|
(2n+1)π∫

π

sin x
x dx| = |

n∑
k=1

(2k+1)π∫
(2k−1)π

sin x
x dx| ≤

n∑
k=1

|
(2k+1)π∫
(2k−1)π

sin x
x dx| ≤

≤
n∑

k=1

(|
2kπ∫

(2k−1)π

sin x
x dx| − |

(2k+1)π∫
2kπ

sin x
x dx|) ≤

≤
n∑

k=1

( 1
(2k−1)π |

2kπ∫
(2k−1)π

sinx dx| − 1
(2k+1)π |

(2k+1)π∫
2kπ

sinx dx|) =

= 2
π

n∑
k=1

( 1
2k−1 −

1
2k+1) = 2

π

n∑
k=1

2
(2k−1)(2k+1) a tato řada konverguje pro n→∞.

Integrál
∞∫
π

sin x
x dx konverguje.
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3 Riemann̊uv integrál

Riemannova definice určitého integrálu je tzv. konstruktivńı definice a vycháźı

z názorné geometrické představy. Pro spojitou nezápornou funkci f definovanou

na 〈a, b〉 odpov́ıdá jej́ı Riemann̊uv integrál na tomto intervalu plošnému obsahu

oblasti M(f, a, b) ohraničené př́ımkami x = a, x = b, osou x a grafem integrované

funkce f . Základńı myšlenkou při nalezeńı integrálu je konstrukce přibližného

vyjádřeńı obsahu útvaru M(f, a, b) pomoćı Riemannových integrálńıch součt̊u

(odtud název konstruktivńı definice). Tento postup je velmi bĺızký starověké exhaus-

tivńı metodě. Uvedeme zde dvě definice Riemannova integrálu. Nejprve Darbouxovu

součtovou definici Riemannova integrálu založenou na horńıch a dolńıch integrálńıch

součtech, která bývá v úvodńıch kurzech často základem výkladu o Riemannově in-

tegrálu, druhá v pořad́ı bude uvedena p̊uvodńı Riemannova definice (z roku 1854).

Riemann definoval integrál jako limitu, ke které konverguj́ı integrálńı součty, kon-

verguj́ı-li délky d́ılč́ıch interval̊u k nule.

3.1 Darbouxova definice určitého Riemannova integrálu

Před vysloveńım samotné definice integrálu je nutné zavést některé pojmy.

Definice 3.1. Necht’ a < b, a, b ∈ R. Množinu reálných č́ısel x0, x1, ..., xn nazveme

děleńım D intervalu 〈a, b〉, jestliže a = x0 < x1 < ... < xn−1 < xn = b. Intervaly

〈x0, x1〉, 〈x1, x2〉, ..., 〈xn−1, xn〉 budeme nazývat d́ılč́ımi intervaly děleńı D a jejich

délky x1−x0, x2−x1, ..., xn−xn−1 budeme po řadě značit ∆x1,∆x2, ...,∆xn.

Definice 3.2. Necht’ D = {x0, x1, ..., xn} je libovolné děleńı intervalu 〈a, b〉, v němž

je definována funkce f . Označme znakem Mi supremum a mi infimum funkce f(x)

v intervalu 〈xi−1, xi〉, tedy Mi = sup
x∈〈xi−1,xi〉

f(x), mi = inf
x∈〈xi−1,xi〉

f(x). Č́ıslo

S(D) =
n∑

i=1

Mi ∆xi

nazveme horńı součet funkce f př́ıslušný děleńı D, č́ıslo

s(D) =
n∑

i=1

mi ∆xi
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nazveme dolńı součet funkce f př́ıslušný děleńı D.

Věta 3.3. Pro libovolné děleńı D intervalu 〈a, b〉 je vždy s(D) ≤ S(D).

Definice 3.4. Necht’ D(〈a, b〉) je množina všech děleńı intervalu 〈a, b〉. Necht’

D1, D ∈ D(〈a, b〉) a D ⊂ D1. Pak děleńı D1 nazveme zjemněńım děleńı D.

Věta 3.5. Necht’ děleńı D1 v 〈a, b〉 je zjemněńım děleńı D. Pak pro př́ıslušné dolńı

a horńı integrálńı součty funkce f v 〈a, b〉 plat́ı

s(D) ≤ s(D1) ≤ S(D1) ≤ S(D) .

Věta 3.6. Necht’ f je funkce omezená v 〈a, b〉. Označme m= inf
x∈〈a,b〉

f(x)

a M= sup
x∈〈a,b〉

f(x). Necht’ D1 a D2 jsou libovolná děleńı intervalu 〈a, b〉. Pak

m(b− a) ≤ s(D1) ≤ S(D1) ≤M(b− a) a s(D1) ≤ S(D2) .

Vytvář́ıme-li integrálńı součty pro č́ım dál jemněǰśı děleńı intervalu 〈a, b〉, pak

se hodnoty S(D) a s(D) od sebe lǐśı stále méně a konverguj́ı k hodnotě Riemannova

integrálu. Pokud tomu tak neńı, pak funkce f nemá Riemann̊uv integrál.

Definice 3.7. Necht’ funkce f je omezená v intervalu 〈a, b〉. Infimum množiny všech

horńıch součt̊u funkce f v 〈a, b〉 nazýváme horńı Riemann̊uv integrál funkce f od a

do b a znač́ıme

inf
D(〈a,b〉)

S(D) =
∫ b̄

a
f(x) dx .

Supremum množiny všech dolńıch součt̊u funkce f v 〈a, b〉 nazýváme dolńı Rie-

mann̊uv integrál funkce f od a do b a znač́ıme

sup
D(〈a,b〉)

s(D) =
∫ b

ā
f(x) dx .

Vždy plat́ı nerovnost ∫ b

ā
f(x) dx ≤

∫ b̄

a
f(x) dx .

Pokud nastává rovnost, pak se tato hodnota nazývá Riemann̊uv určitý integrál

funkce f v intervalu 〈a, b〉 a znač́ıme jej∫ b

a
f(x) dx nebo (R)

∫ b

a
f(x) dx .
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Existuje-li Riemann̊uv integrál (R)
b∫
a
f(x) dx, pak o funkci ř́ıkáme, že je rie-

mannovsky integrovatelná na intervalu 〈a, b〉. Množinu všech riemannovsky inte-

grovatelných funkćı na 〈a, b〉 znač́ıme R(〈a, b〉).

Věta 3.8. Omezená funkce f má na 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál právě tehdy, když

pro každé ε > 0 existuje děleńı D intervalu 〈a, b〉 takové, že

S(D)− s(D) < ε .

3.2 Původńı Riemannova definice určitého integrálu

Definice 3.9. Necht’ D = {x0, x1, ..., xn} je libovolné děleńı intervalu 〈a, b〉. Č́ıslo

ν(D) = max
i=1,...,n

(∆xi)

nazveme normou děleńı D.

Definice 3.10. Necht’ v každém intervalu 〈xi−1, xi〉, i = 1, ..., n je dán libovolně

jeden bod τi ∈ 〈xi−1, xi〉. Pak mluv́ıme o děleńı s význačnými body a označ́ıme jej

symbolem (D, τ), tedy

(D, τ) = {a = x0, τ1, x1, ..., xn−1, τn, xn = b} .

Definice 3.11. Necht’ funkce f je omezená v intervalu 〈a, b〉. K děleńı (D, τ)

s význačnými body utvoř́ıme integrálńı součet

σ(D, τ) =
n∑

i=1

f(τi)∆xi .

Č́ıslo I ∈ R nazveme Riemannovým integrálem funkce f od a do b, když ke každému

ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro každé děleńı s význačnými body (D, τ), pro které

ν(D) < δ, plat́ı nerovnost

|σ(D, τ)− I| < ε .

Ř́ıkáme, že Riemann̊uv integrál existuje a ṕı̌seme I = (R)
b∫
a
f(x) dx.
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Obrázek 2: K definici Riemannova integrálu.

Obsah obrazce pod křivkou funkce nalezneme, sč́ıtáme-li obsahy obdélńık̊u

o stranách ∆xi a f(τi). Č́ım jemněǰśı děleńı intervalu 〈a, b〉, t́ım se integrálńı součet

σ(D, τ) v́ıce přibližuje k hodnotě integrálu, tzn. lim
ν(D)→0

σ(D, τ) = I. Ještě dodejme,

že hodnota integrálu nezáviśı na tom, jakým zp̊usobem jsou v děleńı s význačnými

body dány význačné body.

Poznámka 3.12. Zřejmě plat́ı I = lim
ν(D)→0

n∑
i=1

f(τi)∆xi = lim
ν(D)→0

n∑
i=1

mi∆xi =

lim
ν(D)→0

n∑
i=1

Mi∆xi.

Lemma 3.13. Funkce f má v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál I = (R)
b∫
a
f(x) dx právě

tehdy, když pro každou posloupnost děleńı Dm,m = 1, 2, ... intervalu 〈a, b〉
s význačnými body, pro niž lim

m→∞
ν(Dm) = 0, existuje vlastńı limita lim

m→∞
σ(Dm)=I.

Pak plat́ı I = (R)
b∫
a
f(x) dx.

Věta 3.14 (Bolzano-Cauchyova podmı́nka existence Riemannova in-

tegrálu). Funkce f má v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál I = (R)
b∫
a
f(x) dx právě tehdy,

když ke každému ε > 0 existuje δ > 0 tak, že pro libovolná dvě děleńı D1, D2,
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pro která ν(D1) < δ, ν(D2) < δ plat́ı

|σ(D1)− σ(D2)| < ε .

Věta 3.15. Obě uvedené definice Riemannova integrálu jsou ekvivalentńı.

Definovat Riemann̊uv určitý integrál je trochu obt́ıžněǰśı než zavést Newton̊uv

určitý integrál, protože před vysloveńım samotné definice Riemannova integrálu je

nutné zavést pojmy jako děleńı intervalu, norma děleńı, apod. Riemannova definice

je cenná pro svou názornou geometrickou interpretaci, je základem některých nu-

merických metod pro výpočet určitých integrál̊u. V praktických výpočtech je ale

těžko použitelná. U Newtonova určitého integrálu založeného na existenci primi-

tivńı funkce názorná geometrická interpretace chyb́ı, Newton̊uv integrál využ́ıváme

při praktickém výpočtu určitých integrál̊u . Bez znalosti primitivńı funkce je výpočet

určitého integrálu nutno poč́ıtat numericky.

3.3 Př́ıklady

Začněme př́ıkladem, který ukazuje, že ne každá funkce, která je omezená na 〈a, b〉,
muśı mı́t Riemann̊uv integrál.

Př́ıklad 3.16. Vypoč́ıtejme (R)
1∫
0

fD(x) dx, kde fD(x) je Dirichletova funkce defi-

novaná předpisem fD(x) =
{ 1 pro x ∈ Q

0 pro x ∈ R \Q
.

Tato funkce je omezená a je nespojitá v každém bodě svého definičńıho oboru.

V každém racionálńım bodě nabývá svého maxima a v každém iracionálńım bodě

svého minima (funkce je nenakreslitelná).

Necht’ D = {0 = x0 ≤ τ1 ≤ x1 ≤ ... ≤ xn−1 ≤ τn ≤ xn = 1} je libovolné děleńı

intervalu 〈0, 1〉. Zvolme body τi ∈ 〈xi−1, xi〉, i = 1, ..., n tak, aby byly iracionálńı (to

lze vždy). Pak bude σ(D, τ) =
n∑

i=1
f(τi)∆xi = 0. Zvoĺıme-li body τi tak, aby byly

racionálńı, bude σ(D, τ) =
n∑

i=1
f(τi)∆xi = 1. Takto lze postupovat pro jakékoliv

děleńı nezávisle na tom, jaká je jeho norma. Přestože je funkce omezená, integrál

nemůže existovat, neńı splněna Bolzanova-Cauchyova podmı́nka. Pro Dirichletovu

funkci tedy plat́ı fD /∈ R(〈a, b〉).
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Věta 3.17. Necht’ funkce f je spojitá v intervalu 〈a, b〉. Pak existuje (R)
b∫
a
f(x) dx

(tzn. C(〈a, b〉) ⊂ R(〈a, b〉)).

Spojitá funkce má vždy Riemann̊uv integrál. Větu lze zeslabit. Riemann̊uv in-

tegrál může existovat i u omezené nespojité funkce, pokud počet bod̊u nespojitosti

v 〈a, b〉 je konečný a v každém z těchto bod̊u nespojitosti existuj́ı konečné limity

zprava i zleva (tzn. funkce je po částech spojitá).

Př́ıklad 3.18. Vypoč́ıtejme (R)
1∫
0

f(x) dx, kde f je funkce definovaná předpisem

f(x) =
{ 1 pro x = 1

2

0 pro x ∈ 〈0, 1〉, x 6= 1
2

.

Funkce je na intervalu nespojitá, má jeden bod nespojitosti. Uvažujme nyńı

součtovou definici integrálu. Necht’ D je libovolné děleńı intervalu 〈0, 1〉. Zřejmě

s(D) = 0 pro všechna děleńı D, tj. sup
D(〈0,1〉)

s(D) =
1∫
0

f(x) dx = 0, S(D) ≥ 0 a jeho

velikost je rovna délce intervalu obsahuj́ıćıho bod x = 1/2. Konverguje-li délka tohoto

intervalu k nule, je inf
D(〈0,1〉)

s(D) =
1̄∫
0

f(x) dx = 0, horńı a dolńı Riemannovy integrály

se rovnaj́ı, Riemann̊uv integrál funkce existuje a je roven nule (tzn. f ∈ R(〈a, b〉)).

Do množiny R(〈a, b〉) Riemannovsky integrovatelných funkćı patř́ı dokonce

i některé ”velmi silně” nespojité funkce. Spojitost je postačuj́ıćı podmı́nkou exis-

tence integrálu, ne však nutnou.

Věta 3.19. Necht’ funkce f je omezená na 〈a, b〉 a necht’ N znač́ı množinu všech

bod̊u nespojitosti funkce f . Pak plat́ı, že funkce f má Riemann̊uv integrál právě

tehdy, když Lebesgueova mı́ra množiny N je rovna nule (tedy µN = 0).

Důkaz je uveden v [2].

Poznámka 3.20. Pojem Lebesgueova mı́ra bude zaveden v kapitole 3. Podotkněme

ještě, že mı́sto ”funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 s výjimkou množiny mı́ry nula”

se už́ıvá také slovńıho spojeńı ”funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉 skoro všude”.
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Př́ıklad 3.21. Uvažujme nyńı Riemannovu funkci, která je na intervalu 〈a, b〉 dána

předpisem fR(x) =
{ 0 pro x ∈ R \Q

1
q pro x = p

q , p, q nesoudělná
.

Obrázek 3: Část grafu Riemannovy funkce s nejvyšš́ımi hodnotami.

Riemannova funkce je stejně jako Dirichletova funkce nenakreslitelná, vyšetřeme

jej́ı hodnoty v některých bodech:

fR(0) = fR(1) = 1

fR(1/2) = 1/2

fR(1/4) = fR(3/4) = 1/4

fR(1/5) = fR(2/5) = fR(3/5) = fR(4/5) = 1/5

fR(1/6) = fR(5/6) = 1/6

fR(1/7) = fR(2/7) = fR(3/7) = fR(4/7) = fR(5/7) = fR(6/7) = 1/7

atd .

Riemannova funkce je potrhaná ve stejných bodech jako Dirichletova funkce. Lze

však dokázat, že Riemannova funkce je spojitá v iracionálńıch bodech a nespojitá

”pouze” v racionálńıch bodech, tzn. je spojitá skoro všude a Riemann̊uv integrál

Riemannovy funkce existuje.
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Věta 3.22. Necht’ a < b a necht’ existuje integrál
b∫
a
f(x) dx. Necht’ funkce g(x) se

lǐśı od funkce f(x) jen v konečném počtu bod̊u intervalu 〈a, b〉. Pak existuje i integrál
b∫
a
g(x) dx a plat́ı ∫ b

a
g(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx .

Definice 3.23.

a) Je-li a < b a existuje-li
∫ b
a f(x) dx, definujeme

a∫
b

f(x) dx = −
∫ b
a f(x) dx.

b) Je-li f definována pro x = a, pak definujeme
a∫
a
f(x) dx = 0.

Poznámka 3.24. Definice b) je smysluplná, nebot’ lim
x→a+

x∫
a
f(x) dx→ 0 (pro funkci

f maj́ıćı Riemann̊uv integrál na 〈a, x〉).

3.4 Vztah Riemannova a Newtonova integrálu

Pojem horńıho a dolńıho integrálńıho součtu a pojem primitivńı funkce jsou nezávislé

pojmy, přesto nazýváme č́ıslo lim
x→b−

F (x) − lim
x→a+

F (x) (resp. F (b) − F (a)) i č́ıslo I

z Riemannovy definice určitým integrálem. To proto, že za jistých podmı́nek

(např́ıklad pro funkce spojité) jsou si jejich př́ıslušné č́ıselné hodnoty rovny.

Některé funkce maj́ı Riemann̊uv a nemaj́ı Newton̊uv integrál a naopak. Funkce

f(x) = 1√
1−x2

má v intervalu 〈0, 1) Newton̊uv integrál, ale Riemann̊uv integrál

funkce neexistuje, nebot’ funkce neńı shora omezená. Riemannova funkce definovaná

fR(x) =
{ 0 pro x ∈ R \Q

1
q pro x = p

q , p, q nesoudělná
má v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál a nemá

Newton̊uv integrál, protože k této funkci neexistuje v 〈a, b〉 primitivńı funkce. Obecně

je proto nutné odlǐsovat Newton̊uv a Riemann̊uv integrál.

Př́ıklad 3.25. Funkce f je dána v 〈−1, 1〉 předpisem

f(x) =
{ 2x sin 1

x2 − 2
x cos 1

x2 pro x 6= 0

0 pro x = 0
.

Zjistěme, zda existuje jej́ı Riemann̊uv a Newton̊uv integrál a vypoč́ıtejme

jeho hodnotu. Funkce f neńı v 〈−1, 1〉 omezená, tedy f /∈ R(〈−1, 1〉). Primi-
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tivńı funkćı F k funkci f je funkce F (x) =
{ x2 sin 1

x2 pro x 6= 0

0 pro x = 0
, která je

spojitá v 〈−1, 1〉, lim
x→1−

F (x) = lim
x→−1+

F (x) = sin 1. Newton̊uv integrál existuje,

(N )
1∫

−1

f(x) dx = lim
x→1−

F (x)− lim
x→−1+

F (x) = 0.

Oba typy integrál̊u maj́ı své výhody, a ačkoliv se Newtonova a Riemannova

definice od sebe podstatně lǐśı, plat́ı, že má-li funkce Newton̊uv i Riemann̊uv integrál

v nějakém omezeném intervalu, jsou jejich hodnoty stejné.

Věta 3.26. Má-li f(x) v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál a v (a, b) Newton̊uv integrál,

pak jsou si rovny, tj.

(R)
∫ b

a
f(x) dx = (N )

∫ b

a
f(x) dx .

V př́ıpadě, že integrujeme funkci spojitou v 〈a, b〉, nemuśıme oba integrály odlǐsovat,

tzn. C(〈a, b〉) ⊂ N (〈a, b〉) ∩R(〈a, b〉).

Následuj́ı dvě věty, které ukazuj́ı vztah mezi Riemannovým určitým integrálem

a primitivńı funkćı (jsou nazývány také ”Základńı věty integrálńıho počtu”).

Věta 3.27. Necht’ f(x) je funkce spojitá v intervalu (a, b) a necht’ c je libovolné

č́ıslo z intervalu (a, b). Definujme pro každé x z intervalu (a, b) funkci F (x) předpisem

F (x) = (R)
∫ x

c
f(t) dt , kde f(t) je spojitá na (a, b) .

Pak F (x) je spojitou funkćı proměnné x na (a, b) a v každém bodě, v němž je f(x)

spojitá, má F (x) derivaci, a plat́ı

F
′
(x) = f(x) ,

tedy F je primitivńı funkćı k funkci f na intervalu (a, b).

Věta 3.28 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht’ a < b a necht’ existuje

integrál (R)
b∫
a
f(x) dx. Necht’ F (x) je spojitá v 〈a, b〉 a má v každém bodě x intervalu

(a, b) derivaci F
′
(x) = f(x). Pak je

(R)
∫ b

a
f(x) dx = F (b)− F (a) .
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Riemann̊uv integrál se skoro nikdy nepoč́ıtá podle definice, základńı metodou

při praktickém výpočtu Riemannova integrálu je právě Newtonova - Leibnizova for-

mule. Podle této věty je hodnota Riemannova integrálu funkce f na 〈a, b〉 rovna

př́ır̊ustku primitivńı funkce F (x) na intervalu 〈a, b〉 (a naj́ıt primitivńı funkci bývá

téměř vždy snazš́ı než pracovat s děleńım intervalu). Větu lze ještě zeslabit, stač́ı

požadovat, aby rovnice F
′
(x) = f(x) byla splněna ve všech bodech intervalu (a, b)

s výjimkou nejvýše konečného počtu bod̊u.

Př́ıklad 3.29. Vypoč́ıtejme Riemann̊uv integrál funkce

f(x) =
{ x pro x ∈ 〈−1, 0〉

1 + x3 pro x ∈ (0, 1〉
.

Funkce je omezená na 〈−1, 1〉 a spojitá na 〈−1, 1〉 kromě bodu 0. Integrál
1∫

−1

f(x) dx vypoč́ıtáme jako součet
0∫

−1

f(x) dx+
1∫
0

f(x) dx. Prvńı integrál vypoč́ıtáme

podle věty 3.28, dostaneme
0∫

−1

f(x) dx =
0∫

−1

x dx = [x2

2 ]0−1 = −1
2 . Na druhý integrál

Newton̊uv vzorec použ́ıt nemůžeme, když však funkci f v bodě 0 změńıme na 1

(integrál funkce se nezměńı, změńıme-li hodnotu funkce v konečném počtu bod̊u),

podle Newtonova vzorce dostaneme
1∫
0

f(x) dx =
1∫
0

1 + x3 dx = [x + x4

4 ]10 = 1 + 1
4 .

Hodnota integrálu je rovna 3
4 .

V př́ıpadě, že primitivńı funkce k dané funkci nelze vyjádřit pomoćı ele-

mentárńıch nebo tabelovaných funkćı, lze provést přibližný výpočet numericky,

např́ıklad pomoćı obdélńıkové, lichoběžńıkové nebo pomoćı jiných metod. Základńı

myšlenka těchto metod vycháźı často z Riemannovy definice určitého integrálu a

princip spoč́ıvá v nahrazeńı integrované funkce jinou vhodnou funkćı (u obdélńıkové

metody nahrazujeme funkci po částech konstantńı funkćı, u lichoběžńıkové metody

po částech lineárńı funkćı atd.).

3.5 Vlastnosti Riemannova integrálu

Věta 3.30 (Linearita). Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály (R)
b∫
a
f(x) dx

a (R)
b∫
a
g(x) dx, necht’ c je libovolné č́ıslo. Pak existuj́ı i integrály
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(R)
b∫
a
[f(x) + g(x)] dx a (R)

b∫
a
cf(x) dx a plat́ı:

a) (R)
∫ b

a
[f(x) + g(x)] dx = (R)

∫ b

a
f(x) dx+ (R)

∫ b

a
g(x) dx

b) (R)
∫ b

a
cf(x) dx = c (R)

∫ b

a
f(x) dx .

Větu lze rozš́ı̌rit pro libovolný konečný počet funkćı.

Věta 3.31. Necht’ a < b a necht’ existuje integrál (R)
b∫
a
f(x) dx. Je-li f(x) ≥ 0

pro všechna x ∈ 〈a, b〉, pak

(R)
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0 .

Poznámka 3.32. Pokud aspoň v jednom bodě c ∈ 〈a, b〉, v němž je funkce spojitá,

plat́ı f(c) > 0, pak plat́ı
∫ b
a f(x) dx > 0. Tato vlastnost je zřejmá, nebot’ Riemann̊uv

integrál je vlastně obsah pod grafem funkce.

Věta 3.33 (Monotonie). Necht’ a < b a necht’ existuj́ı integrály (R)
∫ b
a f(x) dx

a (R)
b∫
a
g(x) dx. Pokud f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉, pak

(R)
∫ b

a
f(x) dx ≥ (R)

∫ b

a
g(x) dx .

Poznámka 3.34. Posledńı dvě věty jsou ekvivalentńı.

Věta 3.35. Necht’ a<b<c a necht’ existuj́ı integrály (R)
b∫
a
f(x) dx a (R)

c∫
b

f(x) dx.

Pak existuje i (R)
c∫
a
f(x) dx a plat́ı:

(R)
∫ c

a
f(x) dx = (R)

∫ b

a
f(x) dx+ (R)

∫ c

b
f(x) dx .

Věta 3.36. Necht’ f je Riemannovsky integrovatelná na 〈a, b〉 (f ∈ R(〈a, b〉)).
Pak jej́ı absolutńı hodnota |f | je také Riemannovsky integrovatelná funkce na 〈a, b〉
(|f | ∈ R(〈a, b〉)) a plat́ı:

|(R)
∫ b

a
f(x) dx| ≤ (R)

∫ b

a
|f(x)| dx .
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Poznámka 3.37.

1. Riemann̊uv integrál omezené funkce na 〈a, b〉 je absolutně konvergentńı integrál,

tzn. plat́ı-li f ∈ R(〈a, b〉), pak plat́ı |f | ∈ R(〈a, b〉).
2. Má-li |f | v 〈a, b〉 integrál, nemuśı jej mı́t f . Uvažujme funkci

f(x) =
{ +1 pro x ∈ Q ∩ 〈0, 1〉

−1 pro x ∈ 〈0, 1〉 \Q
. Tato funkce nemá na 〈a, b〉 Riemann̊uv in-

tegrál, avšak (R)
1∫
0

|f(x)| dx = 1.

Věta 3.38 (Prvńı věta o středńı hodnotě). Necht’ f, g jsou integrovatelné

v 〈a, b〉 a g je v 〈a, b〉 nezáporná. Označ́ıme-li m = inf
〈a,b〉

f , M = sup
〈a,b〉

f , pak existuje

c ∈ 〈m,M〉 tak, že plat́ı ∫ b

a
f(x)g(x) dx = c

∫ b

a
g(x) dx .

Je-li funkce f v 〈a, b〉 spojitá, pak existuje ξ ∈ 〈a, b〉 takové, že∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx .

Věta 3.39 (Druhá věta o středńı hodnotě). Necht’ f, g jsou integrovatelné

v 〈a, b〉 a g je v 〈a, b〉 monotónńı. Pak existuje ξ ∈ 〈a, b〉 tak, že plat́ı∫ b

a
f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a
f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ
f(x) dx .

3.6 Nevlastńı integrály

Riemann̊uv integrál maj́ı podle definice pouze omezené spojité (nebo po částech

spojité) funkce definované na omezeném intervalu. To je úzká množina funkćı.

Předmětem tohoto odstavce je zobecněńı Riemannova integrálu a toto zobecněńı

provedeme ve dvou směrech. Nejprve definujeme integrál
b∫
a
f(x) dx, kde funkce f(x)

neńı na 〈a, b〉 omezená, poté definujeme
∞∫
a
f(x) dx (nebo

b∫
−∞

f(x) dx), tedy integrál

z funkce na otevřeném intervalu. V prvńım př́ıpadě mluv́ıme o nevlastńım integrálu

vlivem funkce, ve druhém pak o nevlastńım integrálu vlivem meze.

Definice 3.40. (Nevlastńı integrál vlivem funkce). Necht’ funkce f(x) je inte-

grovatelná v každém intervalu 〈a, t〉, a < t < b a necht’ f(x) je neomezená v levém
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okoĺı bodu b. Existuje-li vlastńı limita lim
t→b−

t∫
a
f(x) dx = A, ř́ıkáme, že integrál

b∫
a
f(x) dx konverguje a pokládáme

∫ b

a
f(x) dx = lim

t→b−

∫ t

a
f(x) dx = A .

Pokud limita lim
t→b−

t∫
a
f(x) dx neexistuje nebo je nevlastńı, ř́ıkáme, že integrál diver-

guje.

Př́ıklad 3.41. Vypočtěme
1∫
0

1√
1−x

dx. Integrál neexistuje jako Riemann̊uv vlastńı

integrál, ale existuje jako nevlastńı integrál. f(x) = 1√
1−x

neńı definována v bodě 1,

lim
x→1−

1√
1−x

= ∞, funkce neńı shora omezená. Uvažujme proto
t∫
0

dx√
1−x

, t ∈ (0, 1) je

parametr, f(x) je v 〈0, t〉 spojitá. Pak lim
t→1−

dx√
1−x

= lim
t→1−

(2− 2
√

1− t) = 2. Existuje

vlastńı limita, integrál konverguje a plat́ı
1∫
0

1√
1−x

dx = 2.

Poznámka 3.42. Limitu lim
t→b−

t∫
a
f(x) dx = A nazýváme nevlastńım integrálem

funkce f od a do b. Obdobně definujeme i integrál pro funkci, která neńı omezená

v bodě a.

Definice 3.43. (Nevlastńı integrál vlivem meze). Necht’ funkce f(x) je inte-

grovatelná v každém intervalu 〈a, b〉, a < b. Existuje-li vlastńı limita

lim
b→∞

b∫
a
f(x) dx = A, ř́ıkáme, že integrál

∞∫
a
f(x) dx konverguje a pokládáme

∫ ∞

a
f(x) dx = lim

b→∞

∫ b

a
f(x) dx = A .

Pokud limita lim
b→∞

b∫
a
f(x) dx neexistuje nebo je nevlastńı, ř́ıkáme, že integrál diver-

guje.

Poznámka 3.44. Limitu lim
b→∞

∫ b
a f(x) dx = A nazýváme nevlastńım integrálem

funkce f od a do ∞. Obdobně definujeme i integrál
b∫

−∞
f(x) dx.
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Př́ıklad 3.45. Vypočtěme
∞∫
1

1
x
√

x−1
dx. Integrál neńı vlastńı, má nevlastńı mez.

Uvažujme t ∈ (1,∞) a poč́ıtejme
t∫
1

1
x
√

x−1
dx. Použit́ım substituce

√
x− 1 = u je

dx = 2u du a

√
t−1∫
0

2u du
(u2+1)u

= 2[arctanu]
√

t−1
0 = 2 arctan(

√
t− 1). Pak

∞∫
1

1
x
√

x−1
dx =

= lim
t→∞

t∫
1

1
x
√

x−1
dx = lim

t→∞
2 arctan(

√
t− 1) = π . Limita je vlastńı, integrál konver-

guje.

Nevlastńı integrály maj́ı stejné vlastnosti jako určitý integrál (kromě věty

o středńı hodnotě).
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4 Lebesgue̊uv integrál

Lebesgue̊uv integrál je typ součtového integrálu. Pocháźı od Henriho Lebesguea

z počátku minulého stolet́ı a byl (a stále je) zásadńım integrálem matematické

analýzy. Hodnota Riemannova i Lebesgueova integrálu je aproximována jistými

součty, tyto součty jsou tvaru
n∑

i=1
fi µ(Mi), kde č́ısla fi souviśı s integrovanou

funkćı, množiny Mi tvoř́ı rozklad integračńıho oboru a µ je funkce zobecňuj́ıćı délku

jednoduchých geometrických útvar̊u v R. Množiny Mi u Riemannova integrálu jsou

intervaly, v př́ıpadě Lebesgueova integrálu jsou tyto množiny složitěǰśı. Před zave-

deńım Lebesgueova integrálu je tedy nutné nejprve popsat, přes které množiny se

Lebesgueovsky integruje. Zavedeme tř́ıdu množin zvanou měřitelné množiny a na

nich (pro popis pojmu délka) množinovou funkci zvanou Lebesgueovu mı́ru, která je

zobecněńım pojmu délka. Pro účel této práce postač́ı pracovat jen s množinami v R.

4.1 Teorie Lebesgueovy ḿıry množin v R

4.1.1 Mě̌ritelné množiny

Věta 4.1. Každá neprázdná omezená otevřená množina M ⊂ R lze vyjádřit jako

sjednoceńı konečně nebo spočetně mnoha navzájem disjunktńıch otevřených inter-

val̊u Ik (tzv. vytvořuj́ıćı intervaly).

Věta 4.2. Každá neprázdná omezená uzavřená množina N ⊂ R je bud’ uzavřený

interval nebo lze źıskat z nějakého uzavřeného intervalu vyjmut́ım konečně nebo

spočetně mnoha navzájem disjunktńıch otevřených interval̊u Ik.

Definice 4.3. Necht’ a, b ∈ R, a ≤ b. Prvky množiny I ∈ {(a, b), (a, b〉, 〈a, b), 〈a, b〉}
nazveme intervaly. Množinový systém všech jednorozměrných interval̊u v R označme

I1 . Na I1 definujme množinovou funkci délka intervalu takto:

l(I) = b− a I ∈ {(a, b), (a, b〉, 〈a, b), 〈a, b〉} .

Definice 4.4. Mı́rou intervalu I ∈ {(a, b), (a, b〉, 〈a, b), 〈a, b〉} nazveme jeho délku,

tj. b− a. Toto č́ıslo znač́ıme

µI = b− a (event. mI,measI, λI, ...) .
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Poznámka 4.5. Pro a = b je µI = 0, tedy mı́ra jednobodové množiny je nula,

stejně tak mı́ra prázdné množiny je rovna nule (µ∅ = 0). Jednobodové množiny

a prázdná množina jsou někdy nazývány ”zvrhlé” intervaly, maj́ı nulovou mı́ru.

Každý neomezený interval má mı́ru ∞.

Definice 4.6. Mı́rou µM neprázdné otevřené množiny M ⊂ R nazýváme součet

délek všech jej́ıch vytvořuj́ıćıch otevřených interval̊u Ik,

µM =
∑

k

µIk .

Definice 4.7. Mı́rou µN neprázdné uzavřené množiny N ⊂ R nazýváme č́ıslo

µN = b− a− µ(CN ) ,

kde I = 〈a, b〉 je nejmenš́ı uzavřený interval obsahuj́ıćı množinu N a CN je komple-

ment množiny N do I, tj. CN = I −N je otevřená množina.

Věta 4.8. Mı́ra otevřené omezené množiny M je supremum měr všech uzavřených

množin, které jsou obsaženy v M .

Věta 4.9. Mı́ra uzavřené omezené množiny N je infimum měr všech otevřených

množin, které obsahuj́ı N .

Definice 4.10. Vněǰśı mı́rou µ∗M neprázdné omezené množiny M nazýváme infi-

mum měr všech otevřených omezených množin P , které obsahuj́ı množinu M ,

µ∗M = inf
M⊂P

{µP} , P... omezené otevřené množiny .

Definice 4.11. Vnitřńı mı́rou µ∗M omezené množiny M nazýváme supremum měr

všech uzavřených omezených množin Q, které jsou obsaženy v množině M ,

µ∗M = sup
Q⊂M

{µQ} , Q... omezené uzavřené množiny .

Věta 4.12. Je-li M otevřená omezená množina, pak µ∗M = µ∗M = µM . Je-li N

uzavřená omezená množina, pak µ∗N = µ∗N = µN .
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Definici mı́ry omezených otevřených a uzavřených množin lze zobecnit na př́ıpad

mı́ry libovolné omezené množiny v R takto:

Definice 4.13. Omezená množina M se nazývá měřitelná v Lebesgueově smyslu,

jsou-li si vnitřńı a vněǰśı mı́ra množiny M navzájem rovny,

µ∗M = µ∗M = µM .

Společnou hodnotu těchto měr nazýváme (Lebesgueova) mı́ra množiny M a znač́ıme

µM (chceme-li zd̊uraznit, že jde o mı́ru v Lebesgueově smyslu, ṕı̌seme často λM).

Množinu všech měřitelných množin v R označme M.

Př́ıklad 4.14. Zjistěme, zda množina M = 〈0, 1) je měřitelná. Uvažujme nejprve

otevřené množiny P = (−ε, 1), kde ε > 0. Pro libovolné ε plat́ıM ⊂ P a µ∗P = 1+ε.

Pro ε → 0 dostáváme inf
ε
µ∗((−ε, 1)) = 1. Obdobně pro vnitřńı mı́ru. Vezměme

uzavřené množinyQ = 〈0, 1−δ〉, kde δ>0. Pro libovolné δ plat́ıQ⊂M a µ∗Q = 1−δ.
Pro δ → 0 dostáváme sup

δ
µ∗(〈0, 1−δ〉) = 1. Vněǰśı a vnitřńı mı́ra jsou si tedy rovny,

množina M = 〈0, 1) je měřitelná.

Poznámka 4.15.

1. Mı́ra neprázdné měřitelné množinyM je nezáporné č́ıslo, mı́ra prázdné množiny

je nula (µM = 0 ∀M ∈ M, µ∅ = 0).

2. Pro libovolnou spočetnou posloupnost po dvou disjunktńıch měřitelných

množin M0,M1,M2, ... plat́ı µ(
⋃
i
Mi) =

∑
i
µMi (σ-aditivita mı́ry µ).

Věta 4.16.

1. Necht’ M ⊂ R je omezená množina, která je sjednoceńım spočetného počtu

měřitelných množin. Pak M je měřitelná.

2. Pr̊unik spočetné množiny měřitelných množin je měřitelná množina.

3. Rozd́ıl dvou měřitelných množin je měřitelná množina.

4. Necht’ M1,M2 jsou dvě měřitelné množiny, M2 ⊂M1, µM2 <∞. Pak pro jejich

rozd́ıl M = M1 \M2 plat́ı: µM = µM1 − µM2.
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Důležitou úlohu maj́ı množiny mı́ry nula.

Definice 4.17. Množina M má nulovou mı́ru právě tehdy, když ke každému ε

kladnému existuje spočetný systém otevřených interval̊u {Ij , j = 1, 2, ...} takových,

že M ⊂
∞⋃

j=1
Ij a plat́ı

∞∑
j=1

µ(Ij) < ε .

Pojem množina s nulovou mı́rou vyjadřuje skutečnost, že tato množina je

v jistém smyslu malá nebo zanedbatelná. Množiny nulové mı́ry jsou např́ıklad

množina složená z konečného počtu bod̊u, množina všech racionálńıch č́ısel, každá

spočetná množina. Množiny mı́ry nula dávaj́ı měřitelným množinám velkou rozma-

nitost. Pokud z měřitelné množiny odebereme množinu mı́ry nula, dostáváme opět

měřitelnou množinu. Lebesgue̊uv integrál z libovolné funkce přes množinu mı́ry nula

je rovný nule, a lze proto tyto množiny k integračńımu oboru přidávat nebo odeb́ırat,

aniž by se změnila hodnota integrálu.

Poznámka 4.18.

1. Užijeme-li výraz ”skoro všude na množině M”, znamená to, že nějaká

skutečnost (nebo vlastnost) plat́ı pro všechny body množiny M s výjimkou

bod̊u x ∈M0 ⊂M , kde µM0 = 0 (tzn. s výjimkou množiny bod̊u nulové mı́ry).

2. Lze dokázat existence neměřitelné množiny v Rn, n ≥ 1, n ∈ N, neńı ale do-

sud znám postup, jak takovou množinu konstruktivně nalézt. (Nekonstruktivńı

d̊ukaz využ́ıvá axiom výběru teorie množin.)

4.2 Mě̌ritelné funkce

Definice 4.19. Necht’ je dána funkce f na omezené měřitelné množině M skoro

všude. Řekneme, že funkce f je měřitelná, jestliže pro libovolné C ∈ R je měřitelná

množina {x ∈M : f(x) > C}.

Poznámka 4.20. Ekvivalentně lze požadovat, aby množiny {x ∈ M : f(x) < C},
{x ∈M : f(x) ≥ C}, {x ∈M : f(x) ≤ C} byly měřitelné.
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4.2.1 Vlastnosti mě̌ritelných funkćı

1. Každá funkce spojitá nebo po částech spojitá v 〈a, b〉 je na tomto intervalu

měřitelná.

2. Jsou-li funkce f, g měřitelné na M , pak jsou na této množině měřitelné i funkce

αf, f + g, fg, |f |, max(f, g), min(f, g), f2, f
g pro g 6= 0.

3. Každá funkce definovaná na množině mı́ry nula je měřitelná.

4. Je-li na množině M dána posloupnost měřitelných funkćı {fn(x)} a funkce f(x)

taková, že plat́ı vztah f(x) = lim
n→∞

fn(x) skoro všude na množině M , pak je

funkce f(x) měřitelná.

5. Je-li ϕ : M → G měřitelná v M a f : G → E1 měřitelná v G, pak ϕ ◦ f je

měřitelná.

6. Dvě funkce f, g dané na měřitelné množině M nazveme ekvivalentńı, jsou-li si

rovny skoro všude (znač́ıme f ≈ g). Je-li f měřitelná na M a je-li f ≈ g, pak

g je měřitelná na M .

7. Je-li f měřitelná na M , pak pro libovolné C jsou měřitelné také množiny

{x ∈M : f(x) < C}, {x ∈M : f(x) ≥ C}, {x ∈M : f(x) = C}.

4.3 Definice Lebesgueova integrálu

Definice 4.21. Necht’ na omezené měřitelné množině E ⊆ 〈a, b〉 je dána omezená

měřitelná funkce f(x), přičemž plat́ı A < f(x) < B ∀x ∈ E. Množinu reálných č́ısel

y0, y1, ..., yn nazveme děleńım d intervalu 〈a, b〉, jestliže A = y0 < y1 < ... < yn = B.

Každému polouzavřenému intervalu 〈yk, yk+1) přǐrad’me množinu Ek takovou, že

Ek = {x ∈ E : yk−1 ≤ f(x) < yk}, k = 1, ..., n a nazvěme ji Lebesgueova množina

a µEk jej́ı Lebesgueova mı́ra.

Poznámka 4.22. Lebesgueovy množiny Ek maj́ı následuj́ıćı vlastnosti:

a) Ei ∩ Ej = ∅ (i 6= j), tzn. množiny Ek jsou navzájem disjunktńı

b) množiny Ek jsou měřitelné

c) E =
n⋃

k=1

Ek

d) µE =
n⋃

k=1

µEk
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Definice 4.23. Necht’ je dána omezená měřitelná funkce f(x) na omezené měřitelné

množině E. Necht’ d je děleńı intervalu 〈A,B〉 a Ek Lebesgueovy množiny př́ıslušné

tomuto děleńı . Definujme

SL(d) =
n∑

k=1

yk µEk

jako horńı Lebesgue̊uv součet funkce f př́ıslušný děleńı d a č́ıslo

sL(d) =
n∑

k=1

yk−1 µEk

jako dolńı Lebesgue̊uv součet funkce f př́ıslušný děleńı d.

Lemma 4.24. Pro libovolná dvě děleńı d1, d2 intervalu 〈A,B〉 vždy plat́ı, že

sL(d1) ≤ SL(d2) (tzn. žádný dolńı Lebesgue̊uv součet neńı větš́ı než libovolný horńı

Lebesgue̊uv součet).

Z předchoźıho lemmatu plyne: je-li S
′
L nějaký (libovolný) horńı Lebesgue̊uv

součet, pak každý dolńı součet je menš́ı než tento horńı součet, tj sL(d) ≤ S
′
L,

množina dolńıch součt̊u je shora omezená, tedy existuje supremum množiny všech

dolńıch součt̊u sup
d(〈A,B〉)

sL(d). Obdobně lze ukázat, že existuje infimum množiny všech

horńıch součt̊u inf
d(〈A,B〉)

SL(d).

Věta 4.25. Necht’ funkce f(x) je omezená měřitelná funkce na omezené

měřitelné množině E ⊆ 〈a, b〉. Pak infimum inf
d(〈A,B〉)

SL(d) množiny všech horńıch

Lebesgueových součt̊u (źıskaných při všech děleńıch d intervalu 〈A,B〉) je rovno

supremu sup
d(〈A,B〉)

sL(d) množiny všech dolńıch Lebesgueových součt̊u (źıskaných při

všech děleńıch d intervalu 〈A,B〉), tj.

inf
d(〈A,B〉)

SL(d) = sup
d(〈A,B〉)

sL(d) .

Definice 4.26. Společnou hodnotu inf
d(〈A,B〉)

SL(d) = sup
d(〈A,B〉)

sL(d) nazýváme

Lebesgueovým integrálem omezené měřitelné funkce f(x) na omezené měřitelné

množině E a znač́ıme∫
E
f(x) dx nebo (L)

∫
E
f(x) dx nebo (L)

∫ b

a
f(x) dx v př́ıpadě, že E = 〈a, b〉 .
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Existuje-li konečný Lebesgue̊uv integrál funkce f(x) v E, pak o funkci f(x)

ř́ıkáme, že je integrovatelná v Lebesgueově smyslu. Množinu všech lebesgueovsky

integrovatelných funkćı přes E = 〈a, b〉 znač́ıme L(E) nebo L(〈a, b〉).

Obrázek 4: K definici Lebesgueova integrálu.

Věta 4.27. Má-li f(x) v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál, pak zde má i Lebesgue̊uv in-

tegrál a oba integrály jsou si rovny, tj.

(R)
∫ b

a
f(x) dx = (L)

∫ b

a
f(x) dx.

Obrácená věta neplat́ı. Funkce, která má Lebesgue̊uv integrál, nemuśı mı́t Rie-

mann̊uv integrál. R(〈a, b〉) ⊂ L(〈a, b〉) (viz následuj́ıćı př́ıklad).

Př́ıklad 4.28. Vypoč́ıtejme (L)
∫ 1
0 fD(x) dx, kde fD(x) je Dirichletova funkce.

Označme na 〈0, 1〉množinu všech racionálńıch č́ısel EQ a množinu všech iracionálńıch

č́ısel EI. Poznamenejme, že množina EQ je spočetná množina (existuje vzájemně jed-

noznačné zobrazeńı mezi množinou EQ a množinou přirozených č́ısel N), jej́ı mı́ra je

proto nula, µEQ =0, mı́ra množiny EI je rovna jedné, nebot’ µEI = µ(〈0, 1〉−EQ) =
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µ〈0, 1〉 − µEQ = 1− 0 = 1. Zvolme libovolné děleńı d intervalu 〈0, 1〉. Zjemňujeme-

li toto děleńı, dospějeme k inf
d(〈0,1〉)

SL(d) = sup
d(〈0,1〉)

sL(d) = 1 · µEQ + 0 · µEI = 0,

Lebesgue̊uv integrál existuje a je roven nule. Jak již bylo ukázáno, Riemann̊uv in-

tegrál Dirichletovy funkce neexistuje.

Před daľśımi př́ıklady je zavedeme pojem charakteristická funkce:

Definice 4.29. Necht’ M ⊂ E = 〈a, b〉. Pak funkce χM : E → {0, 1}, pro kterou

plat́ı χM (x) =
{ 1 pokud x ∈M

0 pokud x /∈M
, se nazývá charakteristická funkce množiny M

v množině E.

V následuj́ıćıch dvou př́ıkladech budou ukázána zaj́ımavá diskontinua.

Př́ıklad 4.30. Zjistěme Lebesgue̊uv integrál charakteristické funkce Cantorova

diskontinua.

Cantorovo diskontinuum je množina, která vznikne, když z uzavřeného intervalu

odstrańıme spočetně mnoho otevřených interval̊u. Uvažujme následuj́ıćı nekonečný

proces. Z intervalu C1 = 〈0, 1〉 vyjmeme otevřený interval E1 = (1
3 ,

2
3) (prvńı krok),

z̊ustanou dva uzavřené intervaly 〈0, 1
3〉, 〈

2
3 , 1〉, jejich sjednoceńı označme C2. Z C2

vyjmeme intervaly E21 = (1
9 ,

2
9), E22 = (7

9 ,
8
9) (druhý krok), zbylou uzavřenou

množinu označme C3.

Obrázek 5: Konstrukce Cantorova diskontinua.

Dále postupujeme stejným zp̊usobem, ze středu uzavřených interval̊u vyj́ımáme

otevřené intervaly, jejichž délka je rovna třetině p̊uvodńıho intervalu, tedy ve třet́ım

kroku vyjmeme z C3 interval E3j , (1 ≤ j ≤ 4), až v k-tém kroku z Ck vyjmeme 2k−1
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interval̊u, které tvoř́ı množinu Ek =
2k−1⋃
j=1

Ekj . Sjednoceńı spočetně mnoha otevřených

množin (interval̊u) je otevřená množina E =
∞⋃

k=1

Ek. Cantorovo diskontinuum se

nazývá komplement P = 〈0, 1〉 \ E množiny E do 〈0, 1〉 a je to uzavřená množina.

Lebesgueova mı́ra množiny Ek je µEk = 2k−1

3k , Lebesgueova mı́ra množiny E je

µE = 1
3 + 2

9 + 4
27 + ... = 1

3

∞∑
n=1

2
3

n−1 = 1
3

1
1− 2

3

= 1 a mı́ra Cantorova diskontinua

P je µP = 1 − µE = 0 (zde nastává paradox, protože P je množina nespočetná

(má dokonce mohutnost kontinua), avšak µP = 0). Nyńı charakteristickou funkci

Cantorova diskontinua označme χP (x) =
{ 0 pokud x ∈ E

1 pokud x ∈ P
. Lebesgue̊uv integrál

charakteristické funkce Cantorova diskontinua je (L)
1∫
0

χP (x) dx = 0. Lze dokázat,

že množina P je množina bod̊u nespojitosti funkce χP . Množina P je mı́ry nula

a plat́ı χP ∈ R(〈0, 1〉) , (R)
1∫
0

χP (x) dx = 0 (dle [2, věta 161, str. 447]).

Př́ıklad 4.31. Zjistěme Lebesgue̊uv integrál charakteristické funkce ε-diskontinua.

ε-diskontinuum je množina (označme ji K(ε)), která vznikne podobným

nekonečným procesem jako Cantorovo diskontinuum.

Obrázek 6: Konstrukce ε-diskontinua.

Necht’ je dán uzavřený interval I1 = 〈0, 1〉. Zvolme ε ∈ (0, 1
4〉 libovolně pevně.

Ze středu uzavřeného intervalu I1 = 〈0, 1〉 vyjmeme množinu (otevřený interval)

K1, jej́ıž mı́ra je ε (1. krok), z̊ustanou dva uzavřené intervaly 〈0, 1
2 −

ε
2〉, 〈

1
2 + ε

2 , 1〉,
jejich sjednoceńı označme I2. Z intervalu I2 vyjmeme množinu K2 = K21 ∪ K22,

jejichž mı́ra je µK2 = ε
2 (2. krok), z̊ustanou 4 uzavřené intervaly (jejich sjednoceńı

označme I3), mı́ra každého je 1
4−

ε
4−

ε
8 . Ve třet́ım kroku z I3 vyjmeme množinu K3 =



4.3 Definice Lebesgueova integrálu 39

= K31∪K32∪K33∪K34, která má mı́ru µK3 = ε
4 . Zbyde 8 uzavřených interval̊u, mı́ra

každého je 1
8 −

ε
8 −

ε
16 −

ε
32 . V n-tém kroku z In, kterou tvoř́ı 2n−1interval̊u, vyjmeme

množinu Kn =
2n−1⋃
i=1

Kni, mı́ra každého intervalu Kni(i = 1, 2, ..., 2n−1) je ε
4n−1

a µKn = 2n−1 ε
4n−1 = ε

2n−1 . Sjednoceńı spočetně mnoha otevřených množin (inter-

val̊u) je otevřená množinaK(ε)=
∞⋃

n=1
Kn, jej́ıž mı́ra je µK(ε) = ε(1+ 1

2+ 1
4+ 1

16+...) =

= ε ·
∞∑

n=1
(1
2)n−1 = ε · 1

1− 1
2

= 2ε. Doplněk množiny K(ε) do 〈0, 1〉 je uzavřená množina

S(ε) = 〈0, 1〉 − K(ε) nazývaná ε-diskontinuum, Lebesgueova mı́ra této množiny je

µS(ε) = 1− µK(ε) = 1− 2ε. Označme χS(ε)(x) =
{ 0 pokud x ∈ K(ε)

1 pokud x ∈ S(ε)
charakte-

ristickou funkci ε-diskontinua. Množina S(ε) je množina bod̊u nespojitosti funkce

χS(ε), mı́ra této množiny je µS(ε) = 1− 2ε 6= 0. Funkce χS(ε) je lebesgueovsky inte-

grovatelná a plat́ı
1∫
0

χS(ε)(x) = µS(ε) = 1− 2ε, funkce χS(ε) ale neńı integrovatelná

v Riemannově smyslu, nebot’ množina bod̊u nespojitosti má mı́ru větš́ı než nula

(podle [2, věta 161, str. 447] má omezená funkce Riemann̊uv integrál, když je skoro

všude spojitá, tzn. množina bod̊u nespojitosti má mı́ru nula).

Lebesgue̊uv integrál je obecněǰśı než Riemann̊uv integrál nejen z hlediska

velikosti množiny integrovatelných funkćı, jak bude ukázáno v kapitole 7.

V teorii Lebesgueova integrálu plat́ı d̊uležité věty o limitńıch přechodech,

např́ıklad věta 4.41 o majorizovaném limitńım přechodu, které pro Riemann̊uv

integrál obecně neplat́ı. Uvažujme funkci χK(ε)(x) =
{ 1 pokud x ∈ K(ε)

0 pokud x ∈ S(ε)
(”obrácená” funkce k charakteristické funkci ε-diskontinua). V Lebesgueově teorii

lze pro výpočet integrálu
1∫
0

χ(K1∪K2∪...∪Kn)(x) dx použ́ıt záměnu limity a integrálu

podle věty 4.41, pak lim
n→∞

1∫
0

χ(K1∪K2∪...∪Kn)(x) dx =
1∫
0

lim
n→∞

χ(K1∪K2∪...∪Kn)(x) dx =

1∫
0

χK(ε)(x) dx = 2ε. V Riemannově smyslu lze výpočet provést pouze následovně:

1∫
0

χ(K1∪K2∪...∪Kn)(x)dx = ε(1 + 1
2 + 1

4 + 1
16 + ... + 1

2n ). Záměna limity a integrálu

posloupnosti funkćı {fn} je u Riemannova integrálu možná např́ıklad v př́ıpadě, že

posloupnost funkćı {fn} konverguje na intervalu I k funkci f stejnoměrně, a to zde

neńı splněno.
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4.4 Vlastnosti Lebesgueova integrálu

Věta 4.32. Necht’ funkce f(x), g(x) jsou integrovatelné na měřitelné množině E .

Pak je na E integrovatelná i funkce h(x) = f(x) + g(x) a plat́ı∫
E
h(x) dx =

∫
E
f(x) dx+

∫
E
g(x) dx .

Věta 4.33. Necht’ funkce f(x) je integrovatelná na množině E a necht’ k je kon-

stanta. Pak na E je integrovatelná i funkce kf(x) a plat́ı∫
E
kf(x) dx = k

∫
E
f(x) dx .

Věta 4.34. Necht’ funkce f(x), g(x) jsou integrovatelné na množině E a necht’

f ≤ g. Pak ∫
E
f(x) dx ≤

∫
E
g(x) dx .

Věta 4.35. (Věta o středńı hodnotě). Necht’ pro měřitelnou funkci f(x) defino-

vanou na měřitelné množině E plat́ı A ≤ f(x) ≤ B. Pak plat́ı

A · µE ≤
∫

E
f(x) dx ≤ B · µE .

Důsledek 4.36. Je-li µE = 0, pak
∫
E

f(x) dx = 0.

Věta 4.37. (Aditivnost integrálu). Necht’ funkce f(x) je integrovatelná na měřitelné

množině E. Pokud E je sjednoceńım konečně nebo spočetně mnoha navzájem dis-

junktńıch měřitelných množin Ek, tj. E =
⋃
k

Ek (Ei ∩ Ej = ∅, i 6= j), pak

∫
E
f(x) dx =

∑
k

∫
Ek

f(x) dx .

Důsledek 4.38. Jsou-li funkce f, g ekvivalentńı, pak
∫
E

f(x) dx =
∫
E

g(x) dx.

Poznámka 4.39. Je-li f = 0 skoro všude v E, pak
∫
E

f(x) dx = 0.
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Věta 4.40. Necht’ f je měřitelná v E = 〈a, b〉. Pak plat́ı, že pokud f ∈ L(〈a, b〉),
pak je i |f | ∈ L(〈a, b〉) a plat́ı nerovnost

|
∫

E
f dµ| ≤

∫
E
|f | dµ.

Lebesgue̊uv integrál je absolutně konvergentńı.

Věta 4.41. Necht’ je dána posloupnost měřitelných omezených funkćı {fn(x)} defi-

novaných na měřitelné množině E a necht’ tato posloupnost konverguje k funkci f(x)

skoro všude, tedy

lim
n→∞

fn(x) = f(x) ∀x ∈ E−E0 , µE0 = 0 .

Necht’ dále existuje integrovatelná funkce ϕ(x) taková, že |fn(x)| ≤ ϕ(x) ∀x∀n. Pak

je možný limitńı přechod za znakem integrálu a plat́ı:

lim
n→∞

∫
E
fn(x) dx =

∫
E

lim
n→∞

fn(x) dx = f(x) .

Funkce ϕ(x) se nazývá integrovatelná majoranta posloupnosti {fn(x)}.

Lebesgue̊uv integrál lze rozš́ı̌rit i na neomezené funkce.

Věta 4.42. Necht’ funkce f(x) je měřitelná a nezáporná na měřitelné množině E,

necht’ n0 ∈ N. Pak funkce

|f(x)|n0 =
{ f(x) je-li f(x) ≤ n0

n0 je-li f(x) > n0

je také měřitelná.

Definice 4.43. Limitu

lim
n0→∞

∫
E
|f(x)|n0 dx

nazýváme Lebesgueovým integrálem funkce f(x) na množině E, znač́ıme∫
E
f(x) dx nebo (L)

∫
E
f(x) dx .

Uvedená definice přǐrazuje integrál každé měřitelné nezáporné funkci (inte-

grovatelné však nazýváme jen ty, jejichž integrál je konečný). Pro omezenou funkci

f a dostatečně velké n0 bude |f(x)|n0 ≡ f(x), tzn. tato definice splývá s předchoźı.

Každá omezená měřitelná funkce je proto integrovatelná.
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4.5 Absolutně spojité funkce

Definice 4.44. Necht’ f je funkce definovaná na 〈a, b〉 a necht’ D = {x0, x1, ..., xn}
je děleńı 〈a, b〉. Označme

v(f,D) =
n∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)| .

Pak č́ıslo

varb
af = sup

D
v(f,D)

nazveme variaćı funkce f v intervalu 〈a, b〉. Je-li varb
af < ∞, nazýváme f funkce

s konečnou variaćı na 〈a, b〉.

Věta 4.45.

1. Funkce f je funkce s konečnou variaćı právě tehdy, když lze vyjádřit jako rozd́ıl

dvou neklesaj́ıćıch funkćı, tzn. když existuj́ı neklesaj́ıćı funkce f1, f2 takové, že

f = f1 − f2.

2. Má-li f konečnou variaci na 〈a, b〉, pak je f v 〈a, b〉 omezená.

Věta 4.46. Necht’ funkce f je omezená a neklesaj́ıćı v intervalu 〈a, b〉. Pak f má

skoro všude v 〈a, b〉 konečnou derivaci.

Protože každá funkce, která má v 〈a, b〉 konečnou variaci, je v tomto intervalu

rozd́ılem dvou neklesaj́ıćıch funkćı, z předchoźı věty vyplývá:

Věta 4.47. Necht’ funkce f má v 〈a, b〉 konečnou variaci. Pak f má skoro všude

v 〈a, b〉 konečnou derivaci.

Definice 4.48. Necht’ na 〈a, b〉 je dána funkce f . Funkce f je absolutně spojitá

v 〈a, b〉, právě když ke každému ε > 0 existuje η > 0 takové, že pro každé intervaly

〈ui, vi〉, i = 1, 2, ..., n, a≤u1≤v1≤ ...≤un≤vn≤b, pro něž
n∑

i=1
(vi − ui) < η, plat́ı

n∑
i=1

|f(vi)− f(ui)| < ε.

Množinu všech funkćı f absolutně spojitých v 〈a, b〉 znač́ıme AC(〈a, b〉).
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Věta 4.49.

1. Je-li f ∈ AC(〈a, b〉), pak f má konečnou variaci.

2. Je-li f ∈ AC(〈a, b〉), pak pro skoro každé x ∈ 〈a, b〉 existuje vlastńı derivace

f ′(x).

Problematice vztahu absolutně spojitých funkćı a Lebesgueova integrálu je

věnována následuj́ıćı podkapitola.

4.6 Neurčitý Lebesgue̊uv integrál

Lebesgue̊uv integrál neńı obecně zp̊usobilý rekonstruovat funkci na základě znalosti

jej́ı derivace, tzn. obecně neplat́ı Newton̊uv vztah F (b)−F (a) = (L)
b∫
a
F ′(x) dx,

ani když derivace F ′ existuje všude v 〈a, b〉. To je nedostatek Lebesgueova integrálu.

Definice 4.50. Každou funkci

F (t) =
∫ t

a
f(x) dx+ C ,

kde t ∈ 〈a, b〉, C ∈ R je konstanta a f ∈ L(〈a, b〉), nazýváme neurčitý Lebesgue̊uv

integrál funkce f v 〈a, b〉.

Poznámka 4.51.

1. Integrál F (t) =
t∫

a
f(x) dx + C pro t ∈ 〈a, b〉 bývá nazýván také integrálem

s proměnnou horńı meźı. Pro integrál z předchoźı definice se přidrž́ım po-

jmenováńı neurčitý Lebesgue̊uv integrál, které se použ́ıvá v [2], [3], [9] .

Poznamenejme ještě, že tento integrál neńı určitým integrálem, jde o funkci

proměnné t.

2. Pokud
b∫
a
f(x)dx konverguje v 〈a, b〉, pak ∀t ∈ 〈a, b〉 konverguje i

t∫
a
f(x) dx.

3. Je-li F neurčitým integrálem funkce f v 〈a, b〉, pak postupným dosazeńım t = a,

t = b a odečteńım dostaneme F (b)− F (a) =
b∫
a
f(x) dx.

Věta 4.52. Necht’ funkce F je omezená a neklesaj́ıćı v 〈a, b〉. Pak v 〈a, b〉 plat́ı

0 ≤
∫ b

a
F ′(x) dx ≤ F (b)− F (a) ,

tedy F ′ ∈ L(〈a, b〉).
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Protože každá funkce s konečnou variaćı lze zapsat jako rozd́ıl dvou neklesaj́ıćıch

konečných funkćı, plat́ı následuj́ıćı věta:

Věta 4.53. Má-li funkce F v 〈a, b〉 konečnou variaci (speciálně je-li funkce abso-

lutně spojitá), pak F ′ ∈ L(〈a, b〉).

Věta 4.54. Necht’ funkce F je neurčitým (Lebesgueovým) integrálem v 〈a, b〉. Pak

F je absolutně spojitá v 〈a, b〉.

Věta 4.55. Necht’ f ∈ L(〈a, b〉). Položme F (t) =
t∫

a
f(x) dx. Pak plat́ı F ′(x) = f(x)

skoro všude v 〈a, b〉.

Věta 4.56. Každá funkce F absolutně spojitá v 〈a, b〉 je v tomto intervalu

neurčitým integrálem své derivace.

Předchoźı lze shrnout následovně: K tomu, aby funkce F byla v 〈a, b〉 neurčitým

integrálem funkce f , nestač́ı splněńı podmı́nky F ′(x) = f(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉.
Funkce F je neurčitým integrálem v 〈a, b〉, když F je v 〈a, b〉 absolutně spojitá. Pro

dané dvě funkce f, F plat́ı, že F je neurčitým integrálem funkce f v 〈a, b〉, když

F je absolutně spojitá v 〈a, b〉 a zároveň plat́ı F ′(x) = f(x) skoro všude v 〈a, b〉.
A nakonec, pro funkci f plat́ı, že f ∈ L(〈a, b〉) právě když f je skoro všude v 〈a, b〉
rovna derivaci jisté funkce, která je absolutně spojitá v 〈a, b〉.

Př́ıklad 4.57. Uvažujme funkci F (x) =
{ x2 sin π

x2 pro x ∈ (0, 1〉
0 pro x = 0

. Zjistěme, zda

funkce F ′ ∈ L(〈0, 1〉). Derivace F ′ je F ′(x) = −2π
x cos π

x2 + 2x sin π
x2 pro x ∈ (0, 1〉,

F ′(0) = 0. Funkce F neńı v 〈0, 1〉 absolutně spojitá (lze ověřit), a proto nemůže být

F ′ v 〈0, 1〉 integrovatelná v Lebesgueově smyslu.

Poznámka 4.58.

1. Označ́ıme-li v předchoźım př́ıkladu f(x) = −2π
x cos π

x2 a g(x) = 2x sin π
x2 , pak

funkce g(x) ∈ L(〈0, 1〉), ale f(x) /∈ L(〈0, 1〉), nebot’ integrál
1∫
0

|f(x)| dx = ∞,

a tud́ıž integrál
1∫
0

f(x) dx neexistuje.
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2. Funkce F ′ z př́ıkladu 4.57 má v 〈0, 1〉 Newton̊uv integrál (N )
1∫
0

F ′(x) dx =

= F (1)− F (0) = 0. Plat́ı F ′ /∈ L(〈0, 1〉) ∧ F ′ ∈ N (〈0, 1〉).

Tento př́ıklad ukazuje funkci, která nemá Lebesgue̊uv (a tedy ani Riemann̊uv)

integrál. Lebesgue̊uv integrál zahrnuje Riemann̊uv integrál, ale ne Newton̊uv in-

tegrál.

Obrázek 7: Graf funkce F ′(x) = −2π
x cos π

x2 + 2x sin π
x2 .

Obrázek 8: Graf funkce F (x) = x2 sin π
x2 .
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5 Perron̊uv integrál

5.1 Definice Perronova integrálu

Definice uvedená ńıže pocháźı z roku 1914 od německého matematika Oskara Per-

rona (1880 - 1975). Shrňme dosavadńı. Je-li F primitivńı funkćı k funkci f v 〈a, b〉,

Newton̊uv integrál je definován (N )
b∫
a
f(x) dx = F (b)− F (a), přičemž pravá strana

nezáviśı na tom, kterou primitivńı funkci vezmeme. Je-li f konečná a spojitá

v 〈a, b〉, je jej́ı Riemann̊uv integrál F (t) =
t∫

a
f(x) dx primitivńı funkćı k funkci

f v 〈a, b〉, a tedy podle Newtonova vztahu F (b) − F (a) = (R)
b∫
a
f(x) dx a tutéž

hodnotu má i Lebesgue̊uv integrál. U nespojitých funkćı se však tyto pojmy lǐśı.

Perronova definice byla daľśım zobecněńım pojmu integrál, tento integrál zahrnuje

Newton̊uv a Lebesgue̊uv (a pak i Riemann̊uv) integrál. Oskar Perron přitom vyšel

podobně jako Newton z pojmu primitivńı funkce. Nemá-li funkce f v 〈a, b〉 pri-

mitivńı funkci, vyšetřuje Perron majoranty M a minoranty m funkce f a rozd́ıly

M(b) − M(a), m(b) − m(a) bere jako horńı a dolńı odhad hledaného integrálu.

Požadavek existence derivaćı M ′, m′ nahrazuje ještě horńımi a dolńımi derivacemi.

Definice 5.1. Necht’ funkce g je dána v 〈a, b〉 a x ∈ 〈a, b〉. Definujme vztahem

Dg(x) = lim sup
h→0

x+h∈〈a,b〉

g(x+ h)− g(x)
h

horńı derivaci funkce g v bodě x ∈ 〈a, b〉 a vztahem

Dg(x) = lim inf
h→0

x+h∈〈a,b〉

g(x+ h)− g(x)
h

dolńı derivaci funkce g v bodě x ∈ 〈a, b〉.

Podle definice zřejmě pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı Dg(x) ≤ Dg(x) a když má

funkce g v bodě x ∈ 〈a, b〉 derivaci g′(x), pak g′(x) = Dg(x) = Dg(x).

Lemma 5.2. Necht’ g je definována na 〈a, b〉. Je-li Dg(x) ≥ 0 ∀x ∈ 〈a, b〉, pak

funkce g je neklesaj́ıćı v 〈a, b〉.
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Definice 5.3. Necht’ f,M jsou dvě funkce na 〈a, b〉. Funkci M nazveme majorantou

k funkci f , když pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı

DM(x) ≥ f(x) .

Funkci m nazveme minorantou k funkci f , když pro každé x ∈ 〈a, b〉 plat́ı

Dm(x) ≤ f(x) .

Lemma 5.4. Necht’ M je majoranta a m minoranta k funkci f v 〈a, b〉. Potom

funkce M −m je neklesaj́ıćı, tedy pro každé c, d ∈ 〈a, b〉, c ≤ d plat́ı

M(d)−m(d) ≥M(c)−m(c) ,

nebo

M(d)−M(c) ≥ m(d)−m(c) .

Poznámka 5.5. Speciálně pro každou majorantu M a každou minorantu m je

m(b)−m(a) ≤M(b)−M(a).

Definice 5.6. Jestliže k dané funkci f v 〈a, b〉 existuje alespoň jedna majoranta

i minoranta a jestliže

inf
M

(M(b)−M(a)) = sup
m

(m(b)−m(a)) = I,

kde infimum bereme přes všechny majoranty a supremum přes všechny minoranty

k funkci f , řekneme, že funkce f má Perron̊uv integrál (P)
b∫
a
f(x) dx od a do b

a klademe

I = (P)
∫ b

a
f(x) dx .

Množinu všech funkćı, které maj́ı Perron̊uv integrál v 〈a, b〉, označme P(〈a, b〉).

Věta 5.7. Pro danou funkci f existuje v 〈a, b〉 Perron̊uv integrál (P)
b∫
a
f(x) dx,

právě když pro každé ε > 0 existuje k funkci f v 〈a, b〉 majoranta M a minoranta m

tak, že plat́ı

M(b)−M(a)− (m(b)−m(a)) ≤ ε .
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5.2 Vlastnosti Perronova integrálu

Věta 5.8. Necht’ funkce f, g maj́ı v 〈a, b〉, a < b Perron̊uv integrál (P)
b∫
a
f(x) dx

a (P)
b∫
a
g(x) dx, necht’ c1, c2 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Pak i funkce c1 f + c2 g má

v 〈a, b〉 Perron̊uv integrál a plat́ı:

(P)
∫ b

a
[c1 f(x) + c2 g(x)] dx = c1 (P)

∫ b

a
f(x) dx+ c2 (P)

∫ b

a
g(x) dx .

Věta 5.9. Necht’ funkce f má v 〈a, b〉 Perron̊uv integrál (P)
b∫
a
f(x) dx. Pak

pro každý interval 〈c, d〉 ⊂ 〈a, b〉 existuje (P)
d∫
c
f(x) dx.

Věta 5.10. Necht’ na 〈a, b〉 je dána funkce f , necht’ c ∈ 〈a, b〉, necht’ existuj́ı in-

tegrály (P)
c∫
a
f(x) dx a (P)

b∫
c
f(x) dx, pak existuje i (P)

b∫
a
f(x) dx a plat́ı

(P)
∫ b

a
f(x) dx = (P)

∫ c

a
f(x) dx+ (P)

∫ b

c
f(x) dx .

Je-li f perronovsky integrovatelná, pak pro každé t z intervalu 〈a, b〉 můžeme

psát F (t) = (P )
t∫

a
f(x) dx, kde F je neurčitým integrálem funkce f v 〈a, b〉, nebot’

pro všechna c, d ∈ 〈a, b〉 plat́ı

F (d)− F (c) =
∫ d

a
f(x) dx−

∫ c

a
f(x) dx =

∫ d

c
f(x) dx

a F je spojitá.

5.3 Vztah Perronova, Newtonova a Lebesgueova integrálu

Věta 5.11. Má-li funkce f v 〈a, b〉 Newton̊uv integrál (N )
b∫
a
f(x) dx, pak zde má

i Perron̊uv integrál (P)
b∫
a
f(x) dx a plat́ı

(P)
∫ b

a
f(x) dx = (N )

b∫
a

f(x) dx .
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Věta 5.12. Má-li funkce f v 〈a, b〉 Lebesgue̊uv integrál, pak má zde i v Perron̊uv

integrál a oba integrály maj́ı stejnou hodnotu, tedy

(P)
∫ b

a
f(x) dx = (L)

∫ b

a
f(x) dx .

Opačná implikace obecně neplat́ı. Např́ıklad funkce f z př́ıkladu 4.57 má Per-

ron̊uv integrál, protože má i Newton̊uv integrál, tato funkce ale neńı integrovatelná

v Lebesgueově smyslu.

Lebesgue̊uv integrál je absolutně konvergentńı, Perron̊uv integrál neńı. Pokud

f ∈ P(〈a, b〉), pak z toho neplyne |f | ∈ P(〈a, b〉), Perron̊uv integrál je (stejně

jako Newton̊uv integrál) neabsolutně konvergentńı. Pokud ale existuj́ı integrály

(P)
b∫
a
f(x) dx a (P)

b∫
a
|f(x)| dx, pak ř́ıkáme, že Perron̊uv integrál konverguje abso-

lutně. Následuj́ıćı věta popisuje vztah mezi Lebesgueovým a Perronovým integrálem.

Věta 5.13. Necht’ v 〈a, b〉 je dána funkce f . Pak plat́ı, že Perron̊uv in-

tegrál (P)
b∫
a
f(x) dx konverguje absolutně právě tehdy, když Lebesgue̊uv integrál

(L)
b∫
a
f(x) dx konverguje.
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6 Kurzweil̊uv integrál

6.1 Definice Kurzweilova integrálu

Kurzweil̊uv integrál je součtový integrál, který je definován velmi podobně jako Rie-

mann̊uv integrál, avšak je obecněǰśı. Jeho tv̊urce vedla myšlenka vytvořit takový

typ integrálu, který by bylo možno vyjádřit pomoćı jistých integrálńıch součt̊u

a pro který by byla zároveň splněna Newtonova - Leibnizova formule. Tento in-

tegrál je proto zobecněńım i Newtonova integrálu. K definováńı Kurzweilova in-

tegrálu lze vystačit s elementárněǰśımi prostředky než u Lebesgueova (který vyžaduje

užit́ı pojmů mı́ry a měřitelnosti) nebo Perronova integrálu (horńı a dolńı derivace).

Kurzweil̊uv integrál je obecněǰśı i než Lebesgue̊uv integrál a v př́ıpadě integrováńı

přes jednorozměrné intervaly má všechny výhody Lebesgueova integrálu.

Při konstrukci tohoto integrálu je základńı myšlenkou vyjádřit hodnotu

Newtonova integrálu pomoćı nějakých integrálńıch součt̊u, které jsou Riemannova

typu. Přibližme v následuj́ıćıch řádkách tento myšlenkový postup.

Mějme funkci f : 〈a, b〉 → R a necht’ tato funkce má Newton̊uv integrál

(N )
∫ b

a
f(x) dx = F (a)− F (b) .

Hodnotu Newtonova integrálu chceme vyjádřit pomoćı integrálńıch součt̊u

n∑
i=1

f(τi)(xi − xi−1) .

Funkce F je primitivńı k funkci f v 〈a, b〉, tzn. F ′(τ) = f(τ) pro každé τ ∈ 〈a, b〉
a podle definice derivace to znamená, že k danému ε > 0 a k danému τ ∈ 〈a, b〉
existuje ∆ = ∆(τ, ε) > 0 tak, že pro každé x ∈ 〈a, b〉, pro které 0 < |x− τ | < ∆, je

|F (x)− F (τ)
x− τ

− f(τ)| < ε ,

tedy

|F (x)− F (τ)− f(τ)(x− τ)| < ε|(x− τ)| .

Vezmeme-li nyńı xi−1, xi ∈ 〈a, b〉 taková, že

τ −∆ < xi−1 < τ < xi < τ + ∆ ,
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pak plat́ı

|F (xi)− F (xi−1)− f(τ)(xi − xi−1)| ≤

≤ |F (xi)− F (τ)− f(τ)(xi − τ)|+ |F (τ)− F (xi−1)− f(τ)(τ − xi−1)| ≤

≤ ε(|xi − τ |+ |τ − xi−1|) = ε(xi − xi−1) .

Předpokládejme, že existuje děleńı s význačnými body intervalu 〈a, b〉

(D, τ) = {a = x0, τ1, x1, ..., xn−1, τn, xn = b}

(tzn. ve smyslu definice 3.10), pro které plat́ı

τ −∆ < xi−1 < τi < xi < τ + ∆ , i = 1, ..., n .

Pak plat́ı

|(N )
∫ b

a
f(x) dx−

n∑
i=1

f(τi)(xi − xi−1)| = |F (b)− F (a)−
n∑

i=1

f(τi)(xi − xi−1)| =

= |
n∑

i=1

[F (xi)−F (xi−1)−f(τi)(xi−xi−1)]| ≤
n∑

i=1

|F (xi)−F (xi−1)−f(τi)(xi−xi−1)| ≤

≤ ε
n∑

i=1

(xi − xi−1) = ε(b− a) .

To znamená, že Newton̊uv integrál lze s libovolnou přesnost́ı aproximovat in-

tegrálńım součtem
∑n

i=1 f(τi)(xi−xi−1), který vystupuje v definici 3.11 Riemannova

integrálu. Děleńı D intervalu 〈a, b〉 však muśı splňovat jisté podmı́nky.

Přistupme nyńı k definováńı Kurzweilova integrálu.

Definice 6.1. Necht’ D = {x0, x1, ..., xn−1, xn} je děleńı intervalu 〈a, b〉 takové, že

plat́ı a=x0<x1<...< xn−1<xn = b, a necht’ jsou dány body τi, i=1, ..., n tak, že

xi−1≤τi≤xi. Pak symbolemDτ označme množinuDτ = {x0, τ1, x1, ..., xn−1, τn, xn}.
Necht’ je dále v 〈a, b〉 dána funkce ∆ : 〈a, b〉 → (0,∞), kterou nazveme kalibrem.

Pak pokud pro děleńı Dτ = {x0, τ1, x1, ..., xn−1, τn, xn} plat́ı

〈xi−1, xi〉 ⊂ (τi −∆(τi), τi + ∆(τi)) , i = 1, ..., n ,

nazveme jej ∆-jemné děleńı intervalu 〈a, b〉. Množinu všech děleńı, která jsou

∆-jemná vzhledem ke kalibru ∆, označme A(∆, 〈a, b〉) nebo jen A(∆).



6.1 Definice Kurzweilova integrálu 52

Lemma 6.2 (Cousinovo lemma). Necht’ je dán kalibr ∆ : 〈a, b〉 → (0,∞). Pak

A(∆, 〈a, b〉) 6= 0, tzn. k tomuto kalibru vždy existuje děleńı, které je ∆-jemné.

Definice 6.3. Necht’ je v 〈a, b〉 dána funkce f a necht’Dτ ={x0, τ1, x1, ..., xn−1, τn, xn}
je libovolné děleńı intervalu 〈a, b〉. Utvořme integrálńı součet

σ(f,Dτ ) =
n∑

i=1

f(τi)(xi − xi−1) .

Č́ıslo I ∈ R nazveme Kurzweilovým integrálem funkce f v 〈a, b〉, když ke každému

ε > 0 existuje kalibr ∆ : 〈a, b〉 → (0,∞) tak, že pro každé ∆-jemné děleńı D plat́ı

nerovnost

|σ(f,Dτ )− I| < ε .

Kurzweil̊uv integrál funkce f od a do b znač́ıme (K)
b∫
a
f(x) dx. Pokud existuje

(K)
b∫
a
f(x) dx, řekneme, že funkce f je integrovatelná v Kurzweilově smyslu. Množinu

všech funkćı integrovatelných v Kurzweilově smyslu znač́ıme K(〈a, b〉).

Poznámka 6.4.

1. Cousinovo lemma je pro definici Kurzweilova integrálu d̊uležité, nebot’ podle něj

vždy existuje děleńı, které je ∆-jemné, a má proto smysl mluvit o integrálńıch

součtech. Existence děleńı u Riemannova integrálu je zřejmá.

2. Je-li −∞ < b < a <∞, pak (K)
b∫
a
f(x)dx = −(K)

a∫
b

f(x)dx a (K)
a∫
a
f(x)dx = 0

∀a ∈ R.

Srovnáme-li nyńı Riemann̊uv a Kurzweil̊uv integrál, zjist́ıme, že integrálńı

součty u obou integrál̊u jsou stejné, a rozd́ıl nalézáme u pojmu jemnost děleńı.

U Kurzweilova integrálu muśı být děleńı tak jemné, jak to vyžaduje kalibr ∆, který

je kladnou funkćı na 〈a, b〉 (a který je určen derivaćı F ′(τ) = f(τ)). U Riemannova

integrálu muśı mı́t děleńı malou normu ν(D), |xi − xi−1| < δ, tzn. jemnost děleńı

je stanovena pevnou hodnotou δ. Jde tedy také o kladnou funkci a tato funkce je

konstantńı. Přes tuto nenápadnou změnu je množina funkćı K(〈a, b〉) mnohem větš́ı

než množina R(〈a, b〉).
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Určeńı hodnoty Kurzweilova integrálu př́ımo z definice je obt́ıžné. Ve skutečnosti

muśıme nejprve odhadnout (nebo pomoćı jiné, např́ıklad Newtonovy definice nalézt)

hodnotu integrálu a pak k danému ε sestrojit vhodný kalibr.

Př́ıklad 6.5. Uvažujme funkci f(x) = x2 na intervalu 〈0, 1〉 (tato funkce má

Newton̊uv i Riemann̊uv integrál). Necht’ (D, τ) = {a = x0, τ1, x1, ..., τn, xn = b} je

∆-jemné děleńı s neznámým kalibrem ∆. Určeme tento kalibr ∆ tak, aby integrálńı

součty tvaru
n∑

i=1
f(τi)(xi−xi−1) nám poskytly aproximaci integrálu funkce f(x) = x2

na 〈0, 1〉 s přesnost́ı danou ε.

Uvažujme součty
n∑

i=1
f(τi)(xi−xi−1). Hodnota integrálu přes interval 〈xi−1, xi〉

je zřejmě F (xi)−F (xi−1). Podle věty o středńı hodnotě existuje zi ∈ 〈xi−1, xi〉 tak,

že F (xi)− F (xi−1) = f(zi)(xi − xi−1). Nyńı podle nerovnosti

|
n∑

i=1

[F (xi)− F (xi−1)− f(τi)(xi − xi−1)]| ≤ ε

n∑
i=1

(xi − xi−1)

odvozené na začátku této kapitoly dostaneme

|
n∑

i=1

1
3
x3

i −
1
3
x3

i−1 − τ2
i (xi − xi−1)| = |

n∑
i=1

z2
i (xi − xi−1)− τ2

i (xi − xi−1)| =

= |
n∑

i=1

(z2
i − τ2

i )(xi − xi−1)| = |
n∑

i=1

(zi − τi)(zi + τi)(xi − xi−1)| .

Pokud |zi − τi| ≤ ∆, pak zi + τi ≤ ∆ + 2τi a

|
n∑

i=1

(zi − τi)(zi + τi)(xi − xi−1)| ≤
n∑

i=1

∆(∆ + 2τi)(xi − xi−1) .

Chceme aby
n∑

i=1

∆(∆ + 2τi)(xi − xi−1) =
n∑

i=1

ε(xi − xi−1) .

Z rovnosti ∆(∆ + 2τi) = ε dostaneme pro kalibr ∆ = −τi +
√
τ2
i + ε, tedy

∆(τi, ε) : τi → −τi +
√
τ2
i + ε .
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Obrázek 9: K př́ıkladu 6.5.

Věta 6.6 (Bolzanova-Cauchyova podmı́nka existence Kurzweilova in-

tegrálu). Funkce f má v 〈a, b〉 Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx = 0 právě tehdy,

když ke každému ε > 0 existuje ∆ : 〈a, b〉 → (0,∞) tak, že pro libovolná dvě

∆-jemná děleńı Dτ,1, Dτ,2 intervalu 〈a, b〉 plat́ı

|σ(f,Dτ,1)− σ(f,Dτ,2)| < ε .
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Př́ıklad 6.7. Uvažujme funkci f(x) =
{ −2π

x cos π
x2 + 2x sin π

x2 pro x ∈ (0, 1〉
0 pro x = 0

.

V předchoźıch kapitolách bylo ukázáno, že pro funkci f plat́ı f /∈ L(〈0, 1〉) ∧
f ∈ N (〈0, 1〉). Pozměńıme-li tuto funkci na množině mı́ry nula racionálńıch č́ısel tak,

aby v těchto bodech nabývala hodnoty 1, pak taková funkce stále nemá Lebesgue̊uv

integrál, nemá Newton̊uv integrál, avšak má Kurzweil̊uv integrál. Tedy pro funkci

g(x) =
{ −2π

x cos π
x2 + 2x sin π

x2 pro x ∈ I ∩ (0, 1〉
1 pro x ∈ Q ∩ (0, 1〉

zřejmě plat́ı g /∈ L(〈0, 1〉) ∧

g /∈ N (〈0, 1〉) ∧ g ∈ K(〈0, 1〉). Vzhledem k tomu, že K(〈a, b〉) = P(〈a, b〉), což bude

ukázáno v kapitole 7, plat́ı také g ∈ P(〈0, 1〉).

6.2 Vlastnosti Kurzweilova integrálu

Věta 6.8. Necht’ funkce f, g maj́ı v 〈a, b〉, a < b Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx

a (K)
b∫
a
g(x) dx, necht’ c1, c2 ∈ R jsou libovolná č́ısla. Pak i funkce c1 f + c2 g má

v 〈a, b〉 Kurzweil̊uv integrál a plat́ı:

(K)
∫ b

a
[c1 f(x) + c2 g(x)] dx = c1 (K)

∫ b

a
f(x) dx+ c2 (K)

∫ b

a
g(x) dx .

Důsledek 6.9. Necht’ funkce f, g jsou dány v intervalu 〈a, b〉 a necht’ množina

{x∈〈a, b〉 :f 6=g} je nejvýše spočetná. Pak existuje-li jeden z integrál̊u (K)
b∫
a
f(x) dx,

(K)
b∫
a
g(x) dx, pak existuje i druhý a plat́ı

(K)
∫ b

a
f(x) dx = (K)

∫ b

a
g(x) dx .

(Spočetné množiny jsou tak ”malé”, že nemaj́ı vliv na hodnotu integrálu.)

Věta 6.10. Necht’ funkce f má v 〈a, b〉 Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx. Pak

pro každý interval 〈c, d〉 ⊂ 〈a, b〉 existuje (K)
d∫
c
f(x) dx.

Věta 6.11. Necht’ na 〈a, b〉 je dána funkce f , necht’ c ∈ 〈a, b〉. Pak plat́ı, že

(K)
b∫
a
f(x) dx existuje právě, když existuj́ı integrály (K)

c∫
a
f(x) dx a (K)

b∫
c
f(x) dx
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a plat́ı

(K)
∫ b

a
f(x) dx = (K)

∫ c

a
f(x) dx+ (K)

∫ b

c
f(x) dx .

Věta 6.12. Necht’ v 〈a, b〉 je dána funkce f , která má zde Kurzweil̊uv integrál

(K)
b∫
a
f(x) dx, a necht’ f(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ 〈a, b〉. Pak plat́ı

(K)
∫ b

a
f(x) dx ≥ 0 .

Důsledek 6.13. Necht’ f, g maj́ı v 〈a, b〉 Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx a

(K)
b∫
a
g(x) dx a necht’ f(x) ≥ g(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉. Pak plat́ı

(K)
∫ b

a
f(x) dx ≥ (K)

∫ b

a
g(x) dx .

Věta 6.14. Necht’ funkce f má v 〈a, b〉 Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx a necht’

funkce |f | má v 〈a, b〉 Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
|f(x)| dx. Pak plat́ı:

|(K)
∫ b

a
f(x) dx| ≤ (K)

∫ b

a
|f(x)| dx .

Skutečnost, že nějaká funkce f je integrovatelná v Kurzweilově smyslu, neimp-

likuje existenci integrálu absolutńı hodnoty |f | této funkce. Kurzweil̊uv integrál je

neabsolutně konvergentńı.

Věta 6.15. Necht’ funkce f je v 〈a, b〉 spojitá. Pak f je integrovatelná v Kurzweilově

smyslu.

6.3 Vztah Kurzweilova, Riemannova a Newtonova integrálu

Věta 6.16. Necht’ f má v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál (R)
b∫
a
f(x) dx. Pak existuje

také Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx a plat́ı

(R)
∫ b

a
f(x) dx = (K)

∫ b

a
f(x) dx .
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Věta 6.17. Necht’ f má v 〈a, b〉 Newton̊uv integrál (N )
b∫
a
f(x) dx. Pak existuje také

Kurzweil̊uv integrál (K)
b∫
a
f(x) dx a plat́ı

(N )
∫ b

a
f(x) dx = (K)

∫ b

a
f(x) dx .

Kurzweil̊uv integrál zahrnuje jak Newton̊uv, tak Riemann̊uv integrál. Srovnáme-

li Perron̊uv a Kurzweil̊uv integrál, lze ř́ıci, že zavedeńı Kurzweilova integrálu je

jednodušš́ı v tom smyslu, že lze vystačit s elementárněǰśımi prostředky, než jaké

použil Perron ve své definici. V kapitole 7 bude ukázáno, že posledńı dva jmenované

integrály jsou ekvivalentńı.

6.4 Definice Kurzweilova integrálu p̌res neomezený interval

Obdobně jako u Riemannova integrálu je definice Kurzweilova integrálu zavedena jen

pro omezené intervaly a nejsou v ńı obsaženy integrály typu
b∫

−∞
f(x) dx,

∞∫
a
f(x) dx.

Integrál přes neomezené intervaly definován jako limita integrál̊u v konečných

meźıch.

6.5 Neurčitý integrál

Definice 6.18. Řekneme, že funkce F je v intervalu I (interval libovolného druhu)

neurčitým integrálem funkce f , když pro každé c, d ∈ I plat́ı

(K)
∫ d

c
f(x) dx = F (d)− F (c) .

Věta 6.19. Necht’ funkce F je v intervalu I primitivńı funkćı k funkci f . Pak F je

neurčitým (Kurzweilovým) integrálem k funkci f v I.

Věta 6.20. Necht’ I = 〈a, b〉. Necht’ pro funkci f existuje v (a, b) primitivńı funkce F

a dále necht’ existuj́ı vlastńı limity lim
x→b−

F (x), lim
x→a+

F (x). Pak existuje (K)
b∫
a
f(x) dx

a plat́ı

(K)
∫ b

a
f(x) dx = lim

x→b−
F (x)− lim

x→a+
F (x) .



6.5 Neurčitý integrál 58

Tato věta udává souvislost Kurzweilova a Newtonova integrálu, přičemž se zde

požaduje pouze existence primitivńı funkce v otevřeném intervalu (a, b). Věta je také

návodem k výpočtu Kurzweilova integrálu pomoćı primitivńı funkce. Určit hodnotu

integrálu př́ımo z definice je obt́ıžné.

Věta 6.21. Necht’ f ∈ K(〈a, b〉). Pro t ∈ 〈a, b〉 definujme neurčitý integrál

F (t) =
∫ t

a
f(s) ds .

Pak plat́ı

F ′(x) = f(x)

skoro všude v 〈a, b〉.

Věta 6.22. Necht’ f ∈ K(〈a, b〉). Pak plat́ı, že f je absolutně integrovatelná (tedy

|f | ∈ K(〈a, b〉)) právě tehdy, když neurčitý integrál

F (t) =
∫ t

a
f(x) dx

je funkce s konečnou variaćı. V tom př́ıpadě plat́ı

varb
aF =

∫ b

a
|f(x)| dx .

Věta 6.23. Necht’ f ∈ K(〈a, b〉). Pak plat́ı, že |f | ∈ K(〈a, b〉) (tzn. f je absolutně

integrovatelná) právě když neurčitý integrál funkce f

F (t) =
∫ t

a
f(x) dx , t ∈ 〈a, b〉

je absolutně spojitá funkce.
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7 Vztah mezi jednotlivými typy integrál̊u

Omezme se v této kapitole na př́ıpad uzavřeného a omezeného intervalu I = 〈a, b〉,
I ⊂ R. Množiny integrovatelných funkćı ve smyslu Newtona, Riemanna, Lebesguea,

Perrona a Kurzweila označme po řaděN (〈a, b〉),R(〈a, b〉),L(〈a, b〉),P(〈a, b〉),K(〈a, b〉).
Dále necht’ C(〈a, b〉) znač́ı množinu všech spojitých funkćı na intervalu 〈a, b〉 a sym-

bolem AK(〈a, b〉) označme množinu funkćı f : 〈a, b〉 → R, pro které f ∈ K(〈a, b〉)
a zároveň |f | ∈ K(〈a, b〉) (jde tedy o množinu absolutně integrovatelných funkćı

v Kurzweilově smyslu). V následuj́ıćıch pododstavćıch dokážeme, že

C(〈a, b〉) $ N (〈a, b〉) $ K(〈a, b〉) = P(〈a, b〉)

a

C(〈a, b〉) $ R(〈a, b〉) $ L(〈a, b〉) = AK(〈a, b〉) $ K(〈a, b〉) = P(〈a, b〉).

Uvedená rekapitulace je graficky znázorněna na obrázku. Ještě pro úplnost dodejme,

že když pro funkci f : 〈a, b〉 → R existuj́ı alespoň dva z uvedených integrál̊u, pak

tyto integrály jsou si rovny.

Obrázek 10: Vztah mezi jednotlivými typy integrál̊u.
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7.1 Vztah Newtonova a Riemannova integrálu

Dokážeme nejprve následuj́ıćı větu.

Věta 7.1. Necht’ −∞ < a < b < ∞ a necht’ funkce f : 〈a, b〉 → R je taková, že

existuj́ı jej́ı Riemann̊uv i Newton̊uv integrál. Potom

(R)
∫ b

a
f(t) dt = (N )

∫ b

a
f(t) dt = F (b)− F (a) ,

kde F je primitivńı funkce k funkci f v intervalu (a, b) a F je spojitá v 〈a, b〉.

D̊ukaz : Vzhledem k definici Newtonova integrálu stač́ı ukázat, že Riemann̊uv

integrál je roven F (b)− F (a).

Necht’ (D, τ) = {a = x0, τ1, x1, ..., xn−1, τn, xn = b} je děleńı intervalu 〈a, b〉
s význačnými body τ1 až τn. Protože Riemann̊uv integrál existuje, k libovolnému

ε > 0 existuje takové δ > 0, že pro každé děleńı D s normou menš́ı než δ bude

|σ(D, τ)− (R)
∫ b

a
f(t) dt| < ε , (1)

kde

σ(D, τ) =
k∑

i=1

f(τi)(xi − xi−1) a τi ∈ 〈xi−1, xi〉, i = 1, ..., n .

Nerovnost (1) je přitom splněna pro libovolný výběr bodu τi ∈ 〈xi−1, xi〉. Protože

funkce F je spojitá v 〈a, b〉, je spojitá i v každém intervalu 〈xi−1, xi〉 a v každém

vnitřńım bodě tohoto intervalu má vlastńı derivaci F ′. Podle věty o středńı hodnotě

existuje τ̃i ∈ (xi−1, xi) tak, že

F ′(τ̃i) =
F (xi)− F (xi−1)

xi − xi−1
, F ′(τ̃i) = f(τ̃i) ,

odtud

F ′(τ̃i)(xi − xi−1) = F (xi)− F (xi−1) = f(τ̃i)(xi − xi−1) .

Utvořme součet

σ(D, τ̃) =
n∑

i=1

f(τ̃i)(xi − xi−1) =
n∑

i=1

[F (xi)− F (xi−1)] = F (b)− F (a) .

Pak vzhledem k (1), kde τi = τ̃i, je

|F (b)− F (a)− (R)
∫ b

a
f(t) dt| < ε ,
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kde ε je libovolně malé.

Pozornost nyńı věnujeme tomu, že spojitá funkce na intervalu 〈a, b〉 má Rie-

mann̊uv i Newton̊uv integrál. Dokážeme nejprve větu 3.17, která je uvedena v 3. kapi-

tole.

Věta 3.17. Necht’ funkce f je spojitá na intervalu 〈a, b〉. Pak existuje (R)
b∫
a
f(x) dx

(tzn. C(〈a, b〉) ⊂ R(〈a, b〉)).

D̊ukaz : Existence Riemannova integrálu plyne z Bolzanovy - Cauchyovy

podmı́nky pro jeho existenci (věta 3.8) a z toho, že spojitá funkce na uzavřeném

omezeném intervalu je stejnoměrně spojitá. Podle věty 3.8 má funkce f v 〈a, b〉 Rie-

mann̊uv integrál, když pro každé ε > 0 existuje takové děleńı D intervalu 〈a, b〉, že

plat́ı S(D)− s(D) < ε.

Necht’ je tedy dáno ε > 0. Protože funkce f je spojitá na 〈a, b〉, pak je zde

stejnoměrně spojitá, a existuje tedy δ > 0 takové, že pro libovolná x1, x2 ∈ 〈a, b〉,
jejichž vzdálenost je menš́ı než δ, plat́ı |f(x1)− f(x2)| < ε

b−a . Voĺıme děleńı D1 tak,

aby ν(D1) < δ. Funkce f je spojitá v 〈a, b〉, a je tedy spojitá i v každém intervalu

〈xi−1, xi〉 děleńı D1. Na každém intervalu 〈xi−1, xi〉 nabývá funkce f svého maxima

Mi = f(ηi) i minima mi = f(ξi), přičemž plat́ı

|ξi − ηi| < δ a 0 ≤Mi −mi = f(ηi)− f(ξi) <
ε

b− a
,

a tedy

S(f,D1)− s(f,D1) =
n∑

i=1

(Mi −mi)(xi − xi−1) <

<
ε

b− a

n∑
i=1

(xi − xi−1) =
ε

b− a
(b− a) = ε ,

což jsme chtěli ukázat.

Existence Newtonova integrálu pro spojitou funkci vyplývá z následuj́ıćı věty:

Věta 7.2. Funkce spojitá na 〈a, b〉 má v každém jeho bodě primitivńı funkci

(v krajńıch bodech derivaci zprava, resp.zleva).

D̊ukaz : Položme F (x) = (R)
x∫
a
f(t) dt pro x ∈ 〈a, b〉 (existence F je zaručena

předchoźı větou). Omezme se dále na bod x0 ∈ (a, b) (v př́ıpadě krajńıch bod̊u



7.2 Vztah Newtonova a Perronova integrálu 62

x = a nebo x = b by byl postup analogický). Funkce f je spojitá v x0 ∈ (a, b)

a tedy k libovolnému ε > 0 existuje δ > 0 takové, že |f(x) − f(x0)| < ε pro každé

x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ (a, b). Pro x 6= x0, x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∩ (a, b) plat́ı

|F (x)−F (x0)
x−x0

− f(x0)| = | 1
x−x0

(
x∫
a
f(t) dt−

x0∫
a
f(t) dt)− f(x0)(x−x0)

x−x0
| =

= | 1
x−x0

(
x∫

x0

f(t) dt−
x∫

x0

f(x0) dt| = 1
|x−x0| |

x∫
x0

(f(t)− f(x0)) dt| ≤

≤ 1
|x−x0| |

x∫
x0

|f(t)− f(x0)| dt| ≤ 1
|x−x0| |

x∫
x0

ε dt| = 1
|x−x0| |x− x0| ε = ε.

Tedy lim
x→x0

F (x)−F (x0)
x−x0

= f(x0). V libovolném vnitřńım bodě intervalu 〈a, b〉 existuje

derivace funkce F a plat́ı F ′(x0) = f(x0).

K d̊ukazu C(〈a, b〉) ⊂ N (〈a, b〉) je ještě třeba ukázat, že existuj́ı vlastńı limity

lim
x→a−

F (x) a lim
x→b+

F (x). To je však zřejmé, nebot’ f je spojitá v 〈a, b〉, a tedy i F je

spojitá v 〈a, b〉 a limity existuj́ı.

Př́ıklad funkce, která má Newton̊uv a nemá Riemann̊uv integrál je uveden

v kapitole 2 (př́ıklad 2.17), naopak, funkce, která nemá Newton̊uv a má Riemann̊uv

integrál, je uvedena v kapitole 3 (př́ıklad 3.21).

7.2 Vztah Newtonova a Perronova integrálu

Věta 5.11. Má-li funkce f v 〈a, b〉 Newton̊uv integrál (N )
b∫
a
f(x) dx, pak zde má

i Perron̊uv integrál (P)
b∫
a
f(x) dx a plat́ı

(P)
∫ b

a
f(x) dx = (N )

b∫
a

f(x) dx .

D̊ukaz : Má-li funkce f v 〈a, b〉 primitivńı funkci F , tzn. existuje-li derivace

F ′(x) = f(x) ∀x ∈ 〈a, b〉, pak pro tuto derivaci plat́ı

F ′(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

= lim sup
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

= lim inf
h→0

F (x+ h)− F (x)
h

,

tzn.

F ′(x) = DF (x) = DF (x) .
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Tato primitivńı funkce F je tedy současně majorantou i minorantou k funkci f

v 〈a, b〉 (ve smyslu definice 5.3). Podle věty 5.7 Perron̊uv integrál existuje, nebot’

dosad́ıme-li ve vztahu M(b)−M(a)−(m(b)−m(a)) ≤ ε za M a m funkci F , podmı́nka

je vždy splněna.

Majoranty a minoranty v definici Perronova integrálu nahrazuj́ı pojem primi-

tivńı funkce, požadavky na ně jsou však slabš́ı než požadavek existence primitivńı

funkce v př́ıpadě Newtonova integrálu. Proto množina funkćı P(〈a, b〉) bude zřejmě

větš́ı než množina N (〈a, b〉). Plat́ı N (〈a, b〉) $ P(〈a, b〉).

Př́ıklad funkce, která nemá Newton̊uv a má Perron̊uv integrál, je uveden v

kapitole 6 (př́ıklad 6.7).

7.3 Vztah Riemannova a Lebesgueova integrálu

V této kapitole dokážeme větu 4.27 z kapitoly 4.3.

Věta 4.27. Má-li f(x) v 〈a, b〉 Riemann̊uv integrál, pak zde má i Lebesgue̊uv in-

tegrál a oba integrály jsou si rovny, tj.

(R)
∫ b

a
f(x) dx = (L)

∫ b

a
f(x) dx .

V d̊ukazu budeme pracovat s pojmem jednoduchá funkce, proto jej nyńı

zavedeme.

Definice 7.3. Nezápornou funkci h : M → R nazveme jednoduchou funkćı, jestliže

existuj́ı reálná č́ısla a1, a2, ..., an a měřitelné množiny M1,M2, ...,Mn, Mi∩Mj = ∅
∀i 6= j ∧

n⋃
i=1

Mi = M tak, že

h =
n∑

i=1

aiχMi .

Lebesgue̊uv integrál jednoduché funkce definujeme vztahem

(L)
∫

M
h dµ =

n∑
i=1

ai µ(Mi) .

Jednoduchá funkce je funkce, jej́ıž obor hodnot je konečná množina. Je to

lineárńı kombinace konečně mnoha charakteristických funkćı. Lze ukázat, že pro
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každou nezápornou měřitelnou funkci f existuje posloupnost {hn}∞n=1 jednoduchých

funkćı taková, že 0 ≤ hn ≤ hn+1 a lim
n→∞

hn = f .

Nyńı přistupme k d̊ukazu věty 4.27.

D̊ukaz : Necht’ funkce f ∈ R(〈a, b〉). Potom existuj́ı děleńı Dn a Dn+1 taková,

že Dn+1 je zjemněńım děleńı Dn a že ν(Dn) → 0. Tedy

s(f,Dn−1) ≤ s(f,Dn) =
n∑

i=1

mi(xi − xi−1) → (R)
∫ b

a
f(x) dx pro n→∞ ,

S(f,Dn−1) ≥ S(f,Dn) =
n∑

i=1

Mi(xi − xi−1) → (R)
∫ b

a
f(x) dx pro n→∞ ,

mi = inf
〈xi−1,xi〉

f(x), Mi = sup
〈xi−1,xi〉

f(x) .

Necht’ hn, Hn : 〈a, b〉 → R jsou jednoduché funkce definované vztahy

hn(x) =
n∑

i=1

mi χi(x) , Hn(x) =
n∑

i=1

Mi χi(x) ,

kde χi(x) znač́ı charakteristickou funkci intervalu 〈xi−1, xi). Zřejmě

h1(x) ≤ hn(x) ≤ hn+1(x) ≤ f(x) ≤ Hn+1 ≤ Hn ≤ H1(x) pro všechna x ∈ 〈a, b〉 .

Vzhledem k monotonii hn a Hn existuj́ı funkce h a H takové, že

lim
n→∞

hn(x) = h(x) a lim
n→∞

Hn(x) = H(x),

přičemž tedy

h ≤ f ≤ H . (2)

Protože hn a Hn jsou jednoduché funkce, jsou tyto funkce Lebesgueovsky inte-

grovatelné, tzn. hn, Hn ∈ L(〈a, b〉), přičemž

(L)
∫ b

a
hn(x)dx = s(f,Dn) a (L)

∫ b

a
Hn(x)dx = S(f,Dn) .

Nyńı podle věty o majorizovaném limitńım přechodu bude h ∈ L(〈a, b〉) a také

H ∈ L(〈a, b〉) (majoranta ϕ je zaručena existenćı funkćı h1, H1), přičemž

(R)
∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
s(f,Dn) = lim

n→∞
(L)

∫ b

a
hn(x) dx = (L)

∫ b

a
h(x) dx ,
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(R)
∫ b

a
f(x) dx = lim

n→∞
S(f,Dn) = lim

n→∞
(L)

∫ b

a
Hn(x) dx = (L)

∫ b

a
H(x) dx .

Vzhledem k (2) ovšem i f ∈ L(〈a, b〉) a plat́ı

(R)
∫ b

a
f(x) dx = (L)

∫ b

a
h(x) dx = (L)

∫ b

a
H(x) dx = (L)

∫ b

a
f(x) dx .

Př́ıklad funkce, která nemá Riemann̊uv a má Lebesgue̊uv integrál, je uveden

v kapitole 3 a 4 (př́ıklad 3.16, 4.28).

7.4 Vztah Lebesgueova a Perronova integrálu

V tomto odstavci je ćılem ukázat, že z existence Lebesgueova integrálu pro nějakou

funkci f plyne i existence Perronova integrálu pro tuto funkci a že oba integrály jsou

si pak rovny. Budeme přitom vycházet z poměrně hluboké následuj́ıćı věty 7.5, která

je dokázána např́ıklad v [2]. Nejdř́ıve pro úplnost připomeneme definici polospojité

funkce.

Definice 7.4. Necht’ f : M → R. Jestliže pro každé c ∈ R je množina

{x ∈M ; f(x) < c}

otevřená v M , ř́ıkáme, že f je shora polospojitá v M . Jestliže pro každé c ∈ R je

množina

{x ∈M ; f(x) > c}

otevřená v M , ř́ıkáme, že f je zdola polospojitá v M . (Na M se uvažuje topologie

indikovaná eukleidovským prostorem E1 = R).

Věta 7.5. Necht’ množina M ⊂ R je měřitelná. Necht’ funkce f je definovaná všude

v M a necht’ má Lebesgue̊uv integrál na M . Necht’ je dáno ε > 0. Potom existuj́ı

funkce ϕ, ψ s následuj́ıćımi vlastnostmi:

1. ϕ je polospojitá zdola v M , ψ polospojitá shora v M ,

2. ϕ je zdola omezená v M , ψ omezená shora v M ,

3. ϕ(x) ≥ f(x) ≥ ψ(x) pro každé x ∈M ,

4. −∞ <
∫
M

ϕ(x) dx− ε < (L)
∫
M

f(x) dx <
∫
M

ψ(x) dx+ ε <∞.
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Dále budeme v tomto př́ıpadě pracovat pouze s takovou množinou M, která je

intervalem.

Nyńı přikročme k d̊ukazu následuj́ıćı věty.

Věta 7.6. Necht’ f je funkce definovaná v 〈a, b〉 a necht’ integrál

(L)
∫ b

a
f(x) dx

konverguje. Potom existuje i Perron̊uv integrál

(P)
∫ b

a
f(x) dx

a plat́ı

(L)
∫ b

a
f(x) dx = (P)

∫ b

a
f(x) dx .

D̊ukaz : Omeźıme se na situaci, kdy a, b jsou konečná č́ısla. Necht’ ε > 0, potom

podle předchoźı věty 7.5 existuj́ı funkce ϕ a ψ splňuj́ıćı vlastnosti 1 - 4 této věty,

kde M = 〈a, b〉. Polož́ıme

Φ(x) = (L)
∫ x

a
ϕ(t) dt , Ψ(x) = (L)

∫ x

a
ψ(t) dt

pro x ∈ 〈a, b〉. Ukážeme, že

DΦ(x) ≥ ϕ(x) , DΨ(x) ≤ ψ(x) . (3)

Pak s využit́ım vlastnosti 3 z věty 7.5 je

DΨ(x) ≤ f(x) ≤ DΦ(x)

a dále dle vlastnosti 4 je Φ(x)− ε < Ψ(x) + ε, tj.

Φ(x)− Φ(a)− (Ψ(x)−Ψ(a)) < 2ε ,

nebot’ Φ(a) = Ψ(a) = 0. Existence Perronova integrálu pak plyne z věty 5.5, kde

M ≡ Φ a m ≡ Ψ jsou př́ıslušnou majorantou a minorantou. Hodnota Perronova

integrálu je P ∈ 〈Ψ(b),Φ(b)〉. To spolu s vlastnost́ı 4 dává

(P)
∫ b

a
f(x) dx− (L)

∫ b

a
f(x) dx < |Ψ(b)− Φ(b)| < 2ε .



7.5 Vztah Kurzweilova a Perronova integrálu 67

Zbývá ukázat, že plat́ı (3). Zvolme x ∈ 〈a, b〉 a necht’ c < ϕ(x) pro nějaké c ∈ R.

Protože z definice polospojitosti zdola je množina {ξ ∈ 〈a, b〉, ϕ(ξ) > c} otevřená

v 〈a, b〉, lež́ı nějaké okoĺı (vzhledem k 〈a, b〉) bodu x v této množině. Tedy existuje

jisté δ > 0, že pro každé t ∈ 〈a, b〉 splňuj́ıćı |t − x| < δ plat́ı ϕ(t) > c. Pro |h| < δ

s x+h ∈ 〈a, b〉 je proto

1
h

(Φ(x+ h)− Φ(x)) =
1
h

∫ x+h

x
ϕ(t) dt > c .

Odtud DΦ(x) ≥ c. Ukázali jsme tedy, že z ϕ(x) > c vyplývá DΦ(x) ≥ c. Proto

nemůže nastat situace ϕ(x) > DΦ(x) (to bychom č́ıslo c vybrali mezi těmito hod-

notami). T́ım jsme tedy ukázali prvńı z nerovnost́ı (3). Druhá nerovnost se dokáže

analogicky.

7.5 Vztah Kurzweilova a Perronova integrálu

Ukážeme, že oba integrály jsou si rovny. Protože jejich definice vycházej́ı z odlǐsných

koncepćı, budeme věnovat př́ıslušnou pozornost d̊ukazu následuj́ıćı věty. Tento d̊ukaz

sleduje postup uvedený v [3]. Vzhledem k předchoźı podkapitole 7.4 je tak vyřčen

i vztah Newtonova a Kurzweilova integrálu.

Věta 7.7. Necht’ je dána funkce f : 〈a, b〉 → R. Potom Kurzweil̊uv integrál

(K)
∫ b
a f(x) dx existuje právě tehdy, když existuje Perron̊uv integrál (P)

∫ b
a f(x) dx

a plat́ı

(K)
∫ b

a
f(x) dx = (P)

∫ b

a
f(x) dx .

D̊ukaz :

(Označujme v tomto d̊ukazu ∆-jemné děleńı Dτ pouze jako D.)

1. Necht’ existuje Kurzweil̊uv integrál (K)
∫ b
a f(x) dx a necht’ je dáno ε > 0.

Pak existuje kalibr ∆ : 〈a, b〉 → (0,∞) tak, že pro každé ∆-jemné děleńı

D={x0, τ1, x1, ..., τn, xn} plat́ı

|
n∑

i=1

f(τi)(xi − xi−1)− (K)
∫ b

a
f(x) dx| = |σ(f,D)− (K)

∫ b

a
f(x) dx| < ε

2
. (4)

Pro body x ∈ 〈a, b〉 necht’ Dx znač́ı ∆-jemné děleńı intervalu 〈a, x〉. Položme

m(x) = inf
Dx

σ(f,Dx) , m(a) = 0 ,
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M(x) = sup
Dx

σ(f,Dx) , M(a) = 0 .

Vzhledem k (4) dostáváme

M(b)−M(a)− [m(b)−m(a)] ≤

≤ | sup
Db

σ(f,Db)− (K)
∫ b

a
f(x) dx− inf

Da

σ(f,Da) + (K)
∫ b

a
f(x) dx| ≤ ε .

Vzhledem k větě 5.5 stač́ı dále ukázat, že funkce M je majoranta a m minoranta

k funkci f v 〈a, b〉.
Necht’ c ≤ τ ≤ d lež́ı v intervalu 〈a, b〉 a |c− τ | < ∆(τ), |d− τ | < ∆(τ). Podle

definice funkce M je

f(τ)(d− c) +M(c) ≤M(d) ,

a proto také

f(τ) ≤ M(d)−M(c)
d− c

pro d > c .

Jestliže dále polož́ıme c = τ nebo d = τ , obdrž́ıme ihned

f(τ) ≤ lim inf
y→τ

M(y)−M(τ)
y − τ

= DM(τ) .

Tedy M je skutečně majoranta k funkci f . Obdobně lze ukázat, že funkce m je

minoranta k f . Dokázali jsme, že existuje-li Kurzweil̊uv integrál, pak existuje

i majoranta M a minoranta m k funkci f , a existuje tedy i Perron̊uv integrál.

2. Nyńı předpokládejme, že existuje Perron̊uv integrál (P)
∫ b
a f(x) dx, a dokážeme,

že existuje i Kurzweil̊uv integrál (K)
∫ b
a f(x) dx. Necht’ je dáno ε > 0. Z existence

Perronova integrálu plyne, že existuj́ı majoranta M a minoranta m k funkci f

takové, že

M(b)−M(a)− ε

2
< (P)

∫ b

a
f(x) dx < m(b)−m(a) +

ε

2
. (5)

Vzhledem k definici majoranty lze předpokládat, že pro každé η > 0 existuje

kalibr ∆M (τ) takový, že pro 0 < |s− τ | < ∆M (τ), s, τ ∈ 〈a, b〉 plat́ı

f(τ)− η ≤ DM(τ)− η ≤ M(s)−M(τ)
s− τ

. (6)

Jestliže nyńı voĺıme c, d ∈ 〈a, b〉 tak, že

τ −∆M (τ) < c ≤ τ < d ≤ τ + ∆M (τ) ,
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dostaneme pomoćı (6)

f(τ)(d− c) = f(τ)(d− τ)− f(τ)(c− τ) ≤

≤M(d)−M(τ) + η(d− τ) +M(τ)−M(c) + η(τ − c) =

= M(d)−M(c) + η(d− c) .

Obdobně pro minorantu m lze ukázat, že pro η > 0 existuje ∆m(τ) tak, že když

je τ −∆m(τ) < c ≤ τ < d ≤ τ + ∆m(τ), plat́ı nerovnost

m(d)−m(c)− η(d− c) ≤ f(τ)(d− c) .

Uvažujme dále kalibr ∆(τ) = min(∆M (τ),∆m(τ)) (kalibr, který je minimem

kalibr̊u pro majorantu M a minorantu m). Pro děleńı D={x0, τ1, x1, ..., τn, xn},
které je ∆ -jemné, dostaneme nerovnost

m(xi)−m(xi−1)− η(xi−1 − xi) ≤ f(τi)(xi − xi−1) ≤

≤M(xi)−M(xi−1) + η(xi − xi−1) .

Po sečteńı přes i = 1, 2, ..., n a přidáńım −P bude

m(b)−m(a)− η(b− a)− P ≤

≤
n∑

i=1

f(τi)(xi − xi−1)− P ≤

≤M(b)−M(a) + η(b− a)− P .

Jestliže P v této nerovnosti bude Perron̊uv integrál (P)
∫ b
a f(x) dx, pak pomoćı

(5) ihned obdrž́ıme

−ε
2
− η(b− a) ≤ σ(f,D)− (P)

∫ b

a
f(x) dx ≤ ε

2
+ η(b− a) ,

kde σ(f,D)=
n∑

i=1
f(τi)(xi−xi−1). Jestliže zvoĺıme η > 0 tak malé, že η(b−a)< ε

2 ,

potom pro jakékoliv uvažované ∆-jemné děleńı plat́ı

|σ(f,D)− (P)
∫ b

a
f(x) dx| < ε . (7)

Z definice Kurzweilova integrálu, kde vystupuj́ı součty σ(f,D), a ze vztahu (7)

je již dokazované tvrzeńı zřejmé.
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Uvedeme zde ještě větu, která udává vztah mezi Lebesgueovým a Kurzweilovým

integrálem. Větu ponecháme bez d̊ukazu.

Věta 7.8. Funkce f : 〈a, b〉 → R má v intervalu 〈a, b〉 Lebesgue̊uv integrál právě

tehdy, když je absolutně integrovatelná v Kurzweilově smyslu. Pak plat́ı

(L)
∫ b

a
f(x) dx = (K)

∫ b

a
f(x) dx .

Př́ıklad funkce, která nemá Lebesgue̊uv ani Newton̊uv integrál a má Kurzweil̊uv

integrál, je uveden v kapitole 6 (př́ıklad 6.7).
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8 Závěr

V integrálńım počtu funkćı jedné proměnné se neobejdeme bez Newtonova in-

tegrálu, protože pomoćı primitivńı funkce, kterou lze vhodným zp̊usobem zobec-

nit, se poč́ıtá velká část jednorozměrných integrál̊u. Newton̊uv integrál má oproti

jiným integrál̊um (např́ıklad oproti Riemannovu integrálu) tu výhodu, že jeho

definice a výpočet nezáviśı na tom, zda jsou integrovaná funkce a definičńı obor

omezený nebo ne, a neńı proto potřeba definici rozš́ı̌rit o teorii nevlastńıch in-

tegrál̊u. Riemann̊uv integrál je cenný pro svou pěknou názornou geometrickou in-

terpretaci. Je dostatečným prostředkem ve většině inženýrských aplikaćı, avšak

potřebám moderńı matematické analýzy nestač́ı. Je nedostatečný již pro některé

jednoduché funkce, jako např́ıklad Dirichletova funkce nebo charakteristická funkce.

Zobecněńım Riemannova integrálu je Lebesgue̊uv integrál. Každá funkce, která je

lebesgueovsky měřitelná (za předpokladu např́ıklad omezenosti), je na omezeném in-

tervalu lebesgueovsky integrovatelná. Dá se ř́ıci, že pojem měřitelnosti v Lebesgueově

teorii nahrazuje pojem spojitosti v Riemannově teorii. Definovat Lebesgue̊uv in-

tegrál je náročněǰśı, protože je nutné zavést teorii mı́ry. Avšak to je vyváženo

větš́ı obecnost́ı, nebot’ množina funkćı, které lze integrovat v Lebesgueově smyslu

je větš́ı než množina riemannovsky integrovatelných funkćı a dále pro Lebesgue̊uv

integrál plat́ı velmi užitečná konvergenčńı tvrzeńı (věty, jako např́ıklad věta o ma-

jorizovaném limitńım přechodu, v Riemannově teorii neplat́ı). Bohužel, Lebesgue̊uv

integrál nedovoluje integrovat každou derivaci, integruje pouze derivace absolutně

spojitých funkćı. Lebesgue̊uv integrál je zobecněńım Riemannova integrálu, ne však

Newtonova. Perron̊uv a Kurzweil̊uv integrál jsou daľśım zobecněńım. Perron̊uv in-

tegrál je zobecněńım Newtonova, ale (a to je zaj́ımavé) i Lebesgueova integrálu.

Přes veškerou svou obecnost nebyl tento integrál tolik rozpracován jako třeba

Lebesgue̊uv, zřejmě i d́ıky své obt́ıžné definici. Kurzweil̊uv integrál je definován

podobně jako Riemann̊uv, avšak J. Kurzweil vycházel z předpokladu, že jeho in-

tegrál muśı naplňovat Newtonovu-Leibnizovu formuli,; vznikl tedy integrál, který je

zobecněńım Newtonova i Riemannova (dokonce i Lebesgueova) integrálu. Posledńı

dva jmenované integrály, tj. Perron̊uv a Kurzweil̊uv, ačkoliv vycházej́ı z odlǐsných

koncepćı, jsou ekvivalentńı a dovoluj́ı integrovat každou derivaci.
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