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1 Uvod

1.1 Obsah prace

Integrél je jednim ze zdkladnich pojmil matematické analyzy a matematiky vibec.
Velké mnozstvi aplikaci najdeme nejen v matematickych disciplindch, ale i ve fy-
zice, mechanice, ekonomii a dalSich technickych oborech. Znalost integralniho poctu
funkei jedné proménné je predpokladem ke studiu integralniho poctu funkei vice
proménnych, integralnich transformaci, apod.

Vznik integrélniho po¢tu motivovaly (mimo jiné) dvé tdlohy. Prvni z nich je
nalezeni funkce, je-li znama jeji derivace, druhou je vypocet plochy, ktera je omezena
grafem funkce f na intervalu (a,b), osou x a pfimkami z = a, = b. Tyto dvé ulohy
také vedly k pojmu neurcity a urcity integral. Pojem integrédlu se vyvijel s rozvojem
matematiky, prosel fadou zmén a byl pfedmétem mnoha zobecnéni. Postupem ¢asu

Rekneme-li, ze dand funkce mé v néjakém intervalu integral, nevyjadfujeme se
uplné presné, pokud nefekneme (nebo pokud neni napiiklad ze souvislosti jasné),
o jakém integrdalu mluvime. Existuje totiz nékolik definic urcitych integralu a je
mozné, ze integral funkce v daném intervalu existuje podle jedné definice a podle
jiné ne (pokud integral existuje podle dvou definic, pak jejich hodnoty byvaji stejné).
Cilem této préace je uvést zde nékolik nejvyznamnéj$ich definic integrali a zhod-
notit, které funkce jsou integrovatelné podle dané definice a které nikoliv, poukézat
na jejich prednosti i nedostatky. Budeme pracovat pouze s funkcemi jedné redlné
proménné a s jednorozmérnym integralem. Préce je rozdélena na 8 kapitol. Prvni
kapitola zahrnuje tento ivod a malé nahlédnuti do historie integralu, druha az Sesta
kapitola je vénovana jednotlivym druhum urcitych integralu, po fadé Newtonovu,
Riemannovu, Lebesgueovu, Perronovu a Kurzweilovu integralu. Jsou zde uvedeny
definice, vlastnosti integrali a na prikladech je ukazano, které funkce maji nebo
nemaji integral podle dané definice. Sedma kapitola je nejen malou rekapitulaci, ale
kromé vét o vzajemnych vztazich uvedenych druht integrali obsahuje i jejich dukazy.
Jako nejnaroénéjsi ¢ast predkladané priace umozinuje hlubsi nahlédnuti do proble-
matiky integralu. Posledni kapitola je zaveér.

V celé praci se uziva obvyklé znaceni, pro piehlednost je pred znakem integralu
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identifika¢ni pismeno, které oznacuje, o ktery integral se jedna. Je-li vynechano,

jedna se pak o integral z nazvu ptislusné kapitoly.

1.2 Historie integralu ve zkratce

Integralni a diferencidlni pocet, souhrnné nazyvany infinitezimélni pocet (”infinite-
zimalis” v prekladu "nekoneéné maly”), vytvorili v 17. stoleti slavny anglicky mate-
matik a fyzik Isaac Newton (1642 - 1727) a némecky matematik, filosof, teolog a
pravnik Gottfried Wilhelm Leibniz (1646 - 1716). Tito dva matematikové jej vytvorili
témér soucasné a nezavisle na sobé. Postupy, kterymi dospéli ke svym vysledktim,
se ale lisi. Prvenstvi tohoto objevu pfisuzujeme obéma védcum.

Prvopocatky a principy metod, které Newton s Leibnizem rozvijeli, 1ze nalézt
v dobé antiky. O dalsi rozvoj infinitezimalnich metod se pak pozdéji postarali
bezprostiedni predchudci Newtona a Leibnize v 16. a 17. stoleti. Newtonova a Leib-
nizova prace byla tedy ucelenim a dovrsenim toho, co zapocali jejich predchudci.

Starofeckd matematika, jejiz nejvétsi rozvoj datujeme zhruba od 6. stoleti
pf. Kr. do 2. stoleti pf. Kr., byla velmi vyspéld, nashromézdila velké mnozstvi
poznatki a rozvinula mnoho vypocetnich postupu. A pravé postupy, jakymi se
vypocitavaly obsahy ploch a objemy téles, se staly pozdéji zédkladem pro vznik
integrdlu. V tomto sméru byla vyznamnou piedchudkyni infinitezimalnich 1vah
tzv. exhaustivni metoda, kterd byla v té dobé v Recku rozvinuta. Tvircem metody
je Eudoxos z Knidu (410 nebo 408 pt. Kr. - 355 nebo 347 pt. Kr.). Metoda umoziuje
ziskat ptiblizny vypocet obsahu kfivocarého obrazce v libovolném stupni piesnosti
tak, Ze se tomuto obrazci vepisuji (a pozdéji i opisuji) mnohothelniky. Zakladem
metody je tvrzeni: ”Jestlize od dané veliciny odecteme jeji ¢ast vétsi nez je jeji
polovina a od zbytku opét jeho ¢ast vétsi nez jeho polovina a budeme tak ¢init
dostatecné dlouho, zbyde veli¢ina, kterda bude mensi nez libovolnd kladnd predem
dand veli¢ina.” Vycerpavame-li napiiklad kruh mnohoihelnikem, lze podle Eudo-
xova principu zbyvajici - nevycCerpané - Casti libovolné zmensit. Slovo exhaustivni
bylo odvozeno z latinského ”exhaurio”, coz v piekladu znamend ” vycerpavati”. Tuto
metodu na uréeni obsahu ploch pozdéji rozvinul Archimédes ze Syrakus (asi 287 -
212 pi. Kr.) a zobecnil ji. U Archiméda existovaly horni a dolni integralni soucty,

které danou veli¢inu omezovaly, a jejich rozdil se mohl stanovit libovolné maly (ne
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v8ak nekone¢né maly; pro antickou matematiku bylo typické popirani nekonecné
malych veli¢in). Stanovil hodnotu konstanty 7 nerovnosti 3%—? <7< 3% tak,
ze kruhu opisoval a vepisoval pravidelné mnohotuhelniky, pocinaje Sestitthelnikem
a konce devadesatSestiihelnikem. Pomoci exhaustivni metody dokazal mnoho
tvrzeni. Archimédovo dilo mélo vliv na pozdéjsi rozvoj matematiky. Metody a ideje
obsazené v jeho pracich se prostiednictvim arabskych piekladu uchovaly do novovéku
a inspirovaly matematiky 16. a 17. stoleti. Infinitezimalni postupy, které se poprvé
objevily v antickém Recku, nemohly byt do této doby vice rozvijeny, nebot zde
chybél potifebny matematicky aparat.

Zd4 se, ze rany kiestansky stiedovék k rozvoji matematiky vyznamnéji
nepiispél. Nicméné na prahu vrcholného stiedovéku (12. - 13. stoleti) zacalo dochézet
k zdsadnimu obratu. Prvnim podnétem zmény bylo to, ze (pfedevsim zésluhou
Tomase Akvinského) doslo k rozvoji racionalni stiedovéké filosofie, kterd navazala
na antického ucence Aristotela. Ve vztahu k matematice je vhodné zduraznit,
ze v navaznosti na Aristotelovu logiku doslo k dalsimu rozvoji logiky (a deduk-
tivniho, ”matematického” mysleni). Zacaly se studovat a do latiny prekladat antické
spisy. Druhym podnétem bylo setkdni kiestant s isldmskou kulturou pfedevsim na
Iberském poloostrové. Do latiny byly z arabstiny pfelozeny spisy ucence 9. stoleti
al-Khwarizmi (prvni preklad vznikl roku 1140), ”otce algebry a algoritmu”. Jeho
zésluhou se tak kiestansky svét nejen dozvédél o indické ¢iselné soustavé (tedy
o nasich dnesnich uzivanych arabskych ¢islicich), ale i o mnoha jeho vysledcich
a vysledcich antické matematiky. Sémé bylo zaseto, nicméné jesté nékolik stoleti
(do doby renesance) trvalo, nez vyrostly zietelné plody. Nové technické vyndlezy a
astronomie tento rozvoj matematiky podporovaly. Také objev knihtisku mél velky
vliv na rozvoj matematiky. V 16. stoleti francouzsky matematik Francois Viete
(1540 - 1603) zaved] do matematiky uzivani pismen ve vyznamu ¢isel. V univerzitni
matematice se rodila myslenka funkéni zavislosti a jejiho grafického znazornéni, po-
zornost byla vénovéana také studiu kiivek. Matematikové z ruznych zemi se zabyvali
takovymi problémy, pii jejichz feSeni se pouzivalo infinitezimdlnich metod. Napiiklad
Johanes Kepler a Bonaventura Cavalieri vypocitavali objemy téles tak, ze téleso
rozdélili na nekoneény pocet nekonectné malych objektu, jejichz objem Ize snadno

vypocitat, Pierre Fermat a jini pii konstrukci teény ke ktivce pracovali s charakteri-



1.2 Historie integrdlu ve zkratce 4

stickym trojuhelnikem.

Vyznamnym podnétem pro rozvoj matematiky a i infinitezimalnich postupii
byl pocatkem 17. stoleti objev analytické geometrie René Descartem (1596-1650).
Descartes vypracoval uplny systém analytické geometrie, kdyz sloucil geometrii a
algebru, kterd pravé v tomto obdobi dosahla velkého rozvoje. Pouziti soufadnic
umoznilo feSit geometrické problémy pocetnimi metodami analyzy a algebry
a soucasné zaobalilo algebraické ivahy nazornéjsim geometrickym plastém. Mnohé
problémy bylo mozné fesit obecné. Problémy, pii jejichz feSeni se pouzivalo infini-
tezimalnich veli¢in, nabyly diky analytické geometrii jednotného razu a vyustily
ve dva dulezité obecné problémy. Prvnim z nich bylo urcovédni obsahu ploch
omezenych danou kiivkou (tzv. kvadratura) a druhym problémem bylo stanoveni
tecny k dané kiivce v jejim daném bodé. Diferencidlni a integralni pocet se v této
dobé vyvijely nezavisle na sobeé.

V druhé poloviné 17. stoleti byly infinitezimalni postupy hodné rozpracovavany,
byla odvozena nékterd pravidla na vypocet derivaci a integrali, chybél vsak jed-
notny a uceleny systém pravidel a pojmu. Ten vypracovali koncem 17. stoleti jiz
zminéni Newton a Leibniz. Newton s Leibnizem sjednotili infinitezimélni pocet,
dali mu pevny tad, vypocetni algoritmy a vytvofili tak novou obecnou metodiku.
Doslo ke vzdjemnému propojeni metod integrovani a derivovani. Byly odvozeny
vSechny zakladni vztahy pro derivovani, byly vypracovany tabulky integrala, urcity
a neurcity integral byl definovan pomoci primitivni funkce. Ur¢ity integrél se zacal
pocitat podle vztahu jqf(:z:) dx = F(b) — F(a), kde F : (a,b) — R je funkce primi-
tivni k funkci f v ingervalu (a,b). Doslo také k propojeni urc¢itého a neurcitého
integralu. Srovname-li piistup Newtona a Leibnize k infinitezimdlnimu poctu, lze
vedle spolecné myslenky o inverzi derivovani a integrovani pozorovat rozdily. New-
ton vénoval velkou pozornost mechanice, jeho uvahy vychazely z kinematickych
predstav (svou teorii o infinitezimalnim poc¢tu uvedl pod ndzvem Teorie fluxi), in-
tegral zavedl pomoci primitivni funkce, Leibniztuv postup byl geometrického razu,
integral chapal jako ”"nekonecny soucet diferencidli”. Newton kladl diraz vice na
konkrétni vysledky, fesil tlohy praktického charakteru, kdezto Leibniz vytvarel
obecné metody, snazil se sjednotit pfistup k raznorodym problémum. Velkou Leib-

nizovou zasluhou také je, ze do diferencialniho a integralniho poc¢tu zavedl struénou
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a ucelnou symboliku, zavedl pojmy funkce, proménnd, konstanta.

Problémem matematické analyzy na konci 17. stoleti byl jeji nespolehlivy
zéklad. Nebylo jasné, co jsou nekoneéné malé veliciny, tyto veliciny byly nékdy
uvazovany jako nulové, jindy se naopak predpokladalo, Ze jsou nenulové. To bylo
divodem mnoha kritik. Pfesto se infinitezimélniho po¢tu v 18. stoleti ujalo mnoho
matematiki, kteff jej rozvijeli dal.

V 18. stoleti se matematicka analyza vyclenila jako samostatna véda, vypocetni
metody infinitezimalntho poc¢tu byly uzivany zejména ve fyzikdlnich a tech-
nickych aplikacich matematiky. Koncem 18. stoleti bylo jiz nahromadéno velké
mnozZstvi poznatku, které ale nemély pevny zdklad, protoze nékteré pojmy nebyly
dostatecné presné zavedeny. Jadro problému spocivalo v neuspokojivém chapani po-
tencionalniho a aktualniho nekone¢na a v jejich exaktnim matematickém vyjadieni.
Nejasnosti byly predevsim kolem nekonec¢né malych veli¢in, limit, konvergenci fad,
a také kolem derivaci a integralt. Toto obdobi byvé historiky nazyvéano jako 2. krize
matematiky. Krize byla ptekondna v 19. stoleti, kdy Bernard Bolzano a Louis Au-
gustin Cauchy zah4jili obdobi zpifesnovani matematické analyzy. Byl zaveden pojem
limity a pozdéji Karl Weierstrass zavedl "¢ — 6” jazyk soucasné analyzy. Matema-
tikové se zacali zabyvat otazkou zpfesnéni definice integrélu. V této dobé se inte-
grovalo podle Newtonova vztahu, na Eudoxovu metodu se pozapomnélo a jejiho
principu se uzivalo pouze ve zvlastnich ptipadech, kdy k dané funkci nebylo mozné
nebo vhodné primitivni funkci uréit. Zpresnéni pojmu integralu se v této dobé
vénoval L. A. Cauchy, B. Riemann a dalsi. Bernard Riemann (1826 - 1866) zavedl
novou konstruktivni, sou¢tovou definici integralu, kterou se vratil k recké exhaus-
tivni metodé. Riemannova definice integralu zahrnuje i nékteré velmi silné nespojité
funkce. V tomto obdobi se zkoumaly integrovatelné funkce, matematikové prichazeli
s novymi exotickymi funkcemi, pro které nemusi existovat Newtontuv ¢i Riemanntv
integrdl. To vedlo k myslence zavést takovy integral, ktery by zahrnoval jak New-
tonuv, tak i Riemannuv integral.

Pocatkem 20. stoleti francouzsky matematik Henri Léon Lebesgue (1875 - 1941)
zavedl novy typ souctového integralu, po ném nazvany Lebesguetv integral, ktery byl
vyraznym ”rozsitenim” integralu Riemannova. Tento integril je zalozen na pojmu

teorie miry, kterd byla pocatkem 20. stoleti vytvofena. Byl obecnéjsi a zahrnoval vétsi
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mnozinu funkei. Lebesgueuv integral byl brzy rozpracovan do mnohych aplikaci a je
dodnes jednim z hlavnich pojmu matematické analyzy (a disciplin jako funkciondlni
analyza, pocet pravdépodobnosti atd., které se bez matematické analyzy neobej-
dou). Ukézalo se ale, ze pomoci tohoto integralu nelze integrovat kazdou derivaci.
Lebesguetv integral dovede integrovat pouze derivace absolutné spojitych funkei,
to znamen4, ze neplati obecné Newtoniv - Leibnizuv vzorec. To vedlo matematiky
20. stoleti k zavedeni takového integralu, ktery by tyto nedostatky odstranil.

Ve 20. letech 20. stoleti némecky matematik Oskar Perron (1880 - 1975) nalezl
feSeni v podobé neabsolutné konvergentniho integralu, ktery vedl k odstranéni
nesrovnalosti mezi Newtonovym a Lebesgueovym integralem. Perronuv integral
zahrnuje Newtonuv i Lebesguetv (a tedy i Riemannuv) integrél. Jeho definice je ale
tézkopadnd, integral je navic nepiijemny napiiklad pii integrovani pres vicerozmérné
oblasti.

V 60. letech 20. stoleti byl vytvofen novy integrdl ceskym matematikem
Jaroslavem Kurzweilem (1926). Definice tohoto integrélu se poprvé objevila v roce
1957 v jeho praci ” Generalized ordinary differential equations and continuous de-
pendence on a parametr” publikované v ¢asopise Czechoslovak Mathematical Jour-
nal. Tato prace se tykala spojité zavislosti na parametru pro obyc¢ejné diferencidlni
rovnice (ODR). Nov4 teorie integralu zde nebyla cilem, ale prostiedkem k vysvétleni
jistych konvergenénich jevi v teorii ODR a k definovani tzv. zobecnénych diferen-
cidlnich rovnic. Protoze pojem integrdlu zde mél pomocnou povahu, nevénovali ji
matematikové zabyvajici se teorif integralu pozornost. O néco pozdéji tento zpiisob
integrace objevil - nezavisle na J.Kurzweilovi - britsky matematik Ralph Henstock
(1923). V literatute se proto objevuji ndzvy Kurzweiluv, Henstockuv, Kurzweiluv -
Henstockitiv, Henstocktv - Kurzweiliv integral. Kurzweiltiv integral stejné jako Per-
ronuv integral zahrnuje Newtonuv i Lebesguetv integral, je tedy obecnéjsi, pfitom
Kurzweiltv integral dovoluje integrovat kazdou derivaci. V definici Kurzweilova in-
tegralu jsou navic pouzity elementdrnéjsi prostifedky nez u integralu Lebesgueova
nebo Perronova. Pojem Kurzweilova integralu se koncem 20. stoleti stava dulezitou
souCasti matematické analyzy a zacind se naplno uplatiovat v aplikacich a ve

vyzkumu.



2 Newtoniiv integral

2.1 Primitivni funkce

Definice 2.1. Necht funkce f, F jsou dvé funkce definované na otevieném intervalu
(a,b) (Ize pFipustit a = —o0, b = oo ). Rekneme, ze funkce F je primitivni funkef

k funkci f v intervalu (a,b), jestlize pro kazdé = € (a,b) plati:

3

Priklad 2.2.  Funkce F(z) = % je primitivni funkce k funkci f(z) = 2?
v (—00, 00), protoze plati F’(z) = 2% pro vechna x € R.

Veéta2.3. Necht funkce F je primitivni funkei k funkci f v intervalu (a,b). Pak
i funkce G' dand rovnici G(z) = F(z)+C, kde C je libovolna konstanta, je primitivn{

funkei k funkei f v intervalu (a,b).

Primitivnich funkei k funkci f v (a,b) existuje nekoneéné mnoho. Je-li F(x)
jedna z primitivnich funkei k funkei f(z), pak vSechny ostatni maji tvar F(z) + C
(nebot F'(z) = (F(z)+C)" ), tzn. jsou dény jednoznaéné az na konstantu. Viechny
primitivni funkce k funkci f v (a,b) tvoif mnozinu {G|G(z) = F(z) + C, = € (a,b),

C € R}, coz je predmétem nésledujici véty.

Véta2.4. Necht funkce F, G jsou dvé primitivni funkce k funkci f v (a,b). Pak
existuje takové C' € R, ze pro kazdé x € (a,b) je F(x) = G(z) + C.

Véta2.5. Necht funkce f je spojitd v otevieném intervalu (a, b). Pak k nf existuje

na tomto intervalu primitivni funkce.

Poznamka 2.6.
1. Mnozinu vsech funkei spojitych na (a,b) (resp. na (a,b)) oznaéme C(a,b)
(resp. C({a,b))).
2. I kdyz ke kazdé spojité funkci existuje primitivni funkce, v mnoha piripadech
nelze tato primitivni funkce vyjadfit pomoci elementarnich funkei. Napiiklad

J e=*"dx. Tento integral definuje transcendentni funkci.
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Veéta2.7. Necht funkce F' je primitivni funkef k funkci f v intervalu (a,b). Pak F'
je v (a,b) spojitd.

Pojem primitivni funkce na intervalu (a,b) lze rozsifit i na uzavieny interval
(a,b). Pokud potfebujeme pracovat s primitivni funkei na uzavieném intervalu, pak

v krajnich bodech intervalu (a,b) uvazujeme jednostranné derivace.

2.2 Neurcity integral

Definice 2.8. Rekneme, Ze funkce f m4 integral v intervalu (a, b) pravé tehdy, kdyz
mé primitivni funkci v (a,b). Ma-li funkce f integral v (a,b), nazyvdme mnozinu

vSech primitivnich funkei v (a,b) neurcitym integrdlem funkce f v (a,b) a zna¢ime

/f(x)dx nebo /f

Je-li funkce F' primitivn{ funkef k f, zna¢f symbol [ f(z)dz mnozinu vSech primi-
tivnich funkei, tj. [ f(z)dz = {G|G(z) = F(z) + C,z € (a,b),C € R}. Zapisujeme

stru¢néji

jej

/f(x)d:z:F(x)+C, CeR.

Zakladni vzorce pro integrovani plynou ze vzorcu pro derivovani a lze je nalézt

napiiklad v [1], [5].

2.2.1 Vilastnosti neur&itého integralu

Zéakladni vlastnosti v8ech typu integrala je linearita.

Véta2.9. Nechf funkce F je primitivni funkef k funkci f v intervalu (a,b), necht
funkce G je primitivn{ funkei k funkci g v intervalu (a,b) a necht r je &islo. Pak plati:
a) F + G je primitivni funkei k f + g v (a,b)

b) rF je primitivni funkei k rf v (a,b).

Necht funkce f, g maji neurcité integraly v (a,b). Pak plati:

a) Funkce f + g m4 neurcity integrdl v (a,b) a plati

/(f+g)=/f+/g,
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b) funkce rF mé neurcity integrél v (a,b) a plati

[ri=r[r.

Vétu lze rozsitit pro libovolny koneény pocet funkci.

2.2.2 Metody integrace

Jednou ze zdkladnich uloh integralniho poctu je nalezeni primitivni funkce (resp.
mnoziny vSech primitivnich funkei). Uéinnymi metodami pro hledani primitivni

funkce, neboli integrovani, jsou nésledujici:

1. Metoda integrace per partes
Metoda vychézi ze vzorce pro derivaci sou¢inu. Touto metodou nevypocteme
dany integral primo, ale pfevedeme jej na jiny integral. Metodu lze uzit opako-

vané, lze dospét i k rekurentnim vzorcum.

Veéta2.10. Necht funkce f a g maji spojité derivace v (a,b). Pak v tomto

[td=1a-[ 1.

Piiklad 2.11. Najdéme primitivni funkci k funkci f(z) = Inz.

intervalu plati:

/lnxdw:xlnx—/1da;:xln3:—a:+C,xe(O,oo)
(u:ln:p,u’:%,v:x,v’zl)

2. Substituéni metoda
Dulezitou metodou integrace je substituéni metoda, kterd je zalozend na dvou

nasledujicich vétach.

Véta2.12 (Substituéni metoda I). Necht existuje integral [ f(z)dz v in-
tervalu (a,b), necht ¢ je funkce diferencovatelnd v intervalu (o, 3) a necht

zobrazuje tento interval do intervalu (a,b). Pak v (o, () existuje integral

J fe(t) @l(t) dt a plati

[ t@yde= [ setné @ar.
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Priklad 2.13.  Vypocitejme [ cos® z dz. Integrovanou funkci miizeme zapsat

ve tvaru (1 — sinz) cosz a pak pouzit substituci ¢t = sin 2:
/COSSI'diL' = /(1 — sin’z) coszdr = /(1 —t3) dt =
L3 L. 3
=t—-t°=sinx — -sinz+ C.
3 3 +

Véta2.14 (Substituéni metoda II). Necht existuje v intervalu (a, ) in-
tegral [ f(p(t)) ¢ (t) dt a necht ¢ je funkce diferencovatelnd v intervalu (a, 3),
nechf ¢ (t) # 0 pro kazdé ¢ € (, 3) a nechf funkce ¢ zobrazuje tento interval
na interval (a,b). Pak v (a,b) existuje integral [ f(z)dx a plat

[ t@ydo= [ seten ¢ @ar.

2.3 Urcity integral

Neurc¢ity integral predstavuje mnozinu funkci, ur¢ity integral dané funkce v daném
intervalu je konkrétni redlné ¢islo. Mezi obéma témito druhy integralu existuje sou-
vislost. Existuje nékolik pfistupu, jak zavést pojem urcity integral a podle zpusobu
zavedeni se méni mnozina integrovatelnych funkei. Tvurci integralniho poé¢tu Newton
a Leibniz vychazeli ze dvou odlisnych ideji. Leibniz pojal integral jako limitu sou¢tu
a exaktni provedeni této ideje bylo pozdéji dilem Riemanna. Dalsim zobecnénim
je pak definice Lebesgueova a pozdéji Kurzweilova integralu. Oproti tomu Newton,
a pozdéji i Perron, vysel pii svych dvahach z diferencialniho po¢tu a z primitivni
funkce. V nasledujicim textu bude popsan Newtonuv, Riemannuv, Lebesguetiv, Per-
ronuv a Kurzweiliv integral a jejich vlastnosti a budou popsiany mnoziny funkei,

které maji integral podle dané definice.

2.3.1 Definice Newtonova urcitého integralu

Definice Newtonova uréitého integralu pochazi z konce 17. stoleti od tvurcu in-
tegralniho poctu Isaaca Newtona a W. G. Leibnize. Tato definice ur¢itého integralu

je tzv. deskriptivni (popisnou) definici, integrél je popsan pomoci primitivni funkce.
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Definice 2.15. Necht funkce f je definovéna v otevieném intervalu (a,b). Necht

a) existuje primitivni funkce F' k funkci f v (a,b), tj. pro véechna x € (a,b) plati
F(z) = f(=)
b) existuji vlastni limity lim F(z), lim F(z).
T—a+ r—b—
Potom Newtonuv integral funkce f od a do b definujeme vztahem

b
(N)/ f(z)dx = lim F(z)— lim F(x).

r—b— r—a+

Mnozinu vSech funkef majicich v (a,b) Newtonuv integral znacime N (a, b).

y
a b X / a b X
Obrazek 1: K definici Newtonova integralu.
Poznamka 2.16.
1. Misto lim F(z)— lim F(z) ¢asto piseme jen [F(x)]%.
T—b— r—a+

2. Ptedchozi definice fikd, kdy méa integral smysl. Jeho hodnota v8ak muze byt
i nevlastni. Je-li hodnota integralu vlastni, také iikame, Zze integral konverguje,

je-li jeho hodnota nevlastni, fikdme, ze integral diverguje.
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3. Newtonuv ur¢ity integral nezavisi na volbé primitivni funkce. Pro jinou primi-

tivnf funkei G(z) = F(x)+ C dostaneme stejnou hodnotu Newtonova integrélu
N) [ f(z) dz, nebot G(b) — G(a) = F(b) + C — F(a) — C = F(b) — F(a).

4. Je-li F je primitivni funkce k funkeci f dokonce na uzavieném intervalu (a, b), je
na tomto intervalu omezend a neni nutno pozadovat limity, hm+ F(z)=F(a)a
xliril_ F(xz)=F(b) a Newtonuv integral je (N f f(z)dz=F(b)—F(a). S timto
piipadem se lze setkat casto.

5. Newtontuv integral muze existovat i pro neomezené intervaly. Je-1i b v intervalu
(a,b) nevlastni, chdpeme = — b— jako x — oo a pocitdme xh~>nolo F(x). Newtonuv

integral muze existovat i pro neomezené funkce.

Priklad 2.17. Uvazujme funkci f(z) = \/1177 v (0,1). Integral funkce je
N) [ \/1177 x = xlil{lﬁ arcsinz — arcsin0 =5 — 0= 7.

Newtonuv integral je definovan pomoci primitivni funkce. Hledani primitivni

sinz x2
T

funkce je ¢asto ndro¢né a k mmnoha funkcim (napf. nebo e™* uvazovanych
a (0,00)) nelze primitivni funkei analyticky sestrojit. Existuji vSak kritéria, kterd
zarucuji existenci Newtonova integralu (N) [ f(z)dz, aniz bychom jej pocitali.
b
Véta2.18. Ke kazdé funkei spojité v (a,b) existuje (N) [ f(z)dx

(tzn. C(a,b) C N'(a,b)). ’

Veéta2.19. Necht Vt € (a,b) jsou f,g € N((a,t)) aVx € (a,b) plati 0< f(z) < g(x).
Pak plati:

b b
a) konverguje-li [ g(z)dz, pak konverguje i [ f(z)dx

b b
b) diverguje-li [ f(z)dz, pak diverguje i [ g(z)dx

Piiklad 2.20. Rozhodnéme, zda integrél f dac konverguje ¢i diverguje. Inte-

grovana funkce je kladnd, nebot exponenmala nabyva pouze kladnych hodnot. Pro li-

bovolné x € R je —1 < sinz < 1. Postupnou tivahou dostaneme: sinz < 1, e < el

blﬂ T

0< < Funkce h(z) =

e B +1 je tedy majoranta k integrované funkci, in-

e
241



2.8 Urcity integrdl 13

= lim arctanz — arctan( = 7, a

tegral z této majoranty konverguje, nebot f QH

proto i integral f dx konverguje a konec¢né i integral f > dz konverguje.

2+1 2+1

Rozhodnout o konvergenci nebo divergenci integralu z ptedchoziho ptikladu
hledanim primitivni funkce a nalezenim pfesné hodnoty integrilu nelze, protoze

primitivni funkei k integrované funkci nelze nalézt analyticky.

2.3.2 Vlastnosti Newtonova integralu

b
Véta2.21 (Linearita). Necht a < b a necht existuji integraly (N) [ f(x)dz

a

b
a (N) [ g(z) dx, necht ¢ je libovolné ¢fslo. Pak existuji i integraly
a

f ) dz a (N) fbcf(a:) dz a plati:
b b b
a) () / (@) + g(x)] da = (N) / f(2) dz + (V) / o(x) da

b b
b) (W) / ef(2)dx = ¢ (N) / f(x) da

Veéta2.22. Necht a<b<c a necht existuji integraly (N) [ f(z)dz a (N) [ f(z)dx

8=
T —n

a necht funkce f je spojitd v bodé b. Pak existuje i (N) [ f(z)dz a plati:

2 [ faydo = (N)/abf(x)da:+(/\f) | fwyis.

b
Véta2.23. Nechf a < b a necht existuje integrdl (N) [ f(z)dz. Je-li f(z) > 0 pro

b
N)/ f(z)dx >0.

8 —non

viechna x € (a,b), pak
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b
Véta2.24 (Monotonie). Necht a < b a necht existuji integraly (N) [ f(z)dz

a
b

a (N) [ g(z)dx. Pokud f(x) > g(z) pro vSechna z € (a,b), pak

a

(N)/abf(m)dxz (N)/{lbg(:n)d:v.

Poznamka 2.25. Posledni dvé véty jsou ekvivalentni.

b b
Véta2.26. Necht a <b a necht existuji integraly (N) [ f(z)dz a (N) [|f(z)|dz.

a
Pak plati:

b b
) / F() di| < (M) / ) de

b b
Ukazuje se, ze vztah konvergence integralu [ f(z)dz a [|f(x)|dx hraje

a a
dulezitou roli. V nésledujici definici zavedeme pojmy absolutni a relativni konver-

gence integralu, které jsou dulezité pro funkce ménici znaménko.

Definice 2.27.
b b

o Jestlize | [ f(z)dz| < oo , fikdme, ze integrdl [ f(z)dz konverguje.
a

b b
o Jestlize [ f(x)dx = +oo, ikdme, ze [ f(z)dz diverguje.
a a

b b
e Konverguje-li [ |f(z)|dz, fekneme, ze [ f(x)dz konverguje absolutné.

b b b
e Konverguje-li [ f(z)dx, ale [|f(x)|dx diverguje, fekneme, ze [ f(z)dz kon-
verguje neabsolutné. ¢ ¢

Newtonuv integrédl patfi mezi neabsolutné konvergentni integraly.

S .
Priklad 2.28. Ukazme, ze [ 2% dx je neabsolutné konvergentni integral. Funkce
s

sin x

L je spojitd v (0,00), existuje k ni proto primitivni funkce, kterou vsak nelze

(o) . (o] )
vyjadrit analyticky. Zkoumejme [ [#22|dz a [ S22 dg,
s ™
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o nmw (k+1)m (k+1)m
J1822|dr > [ Ll gy Elf‘”%i>2mﬁ [ Isinalde =
T T k

™

= % Z % — 00 pro n — 00, nebot se jedna o harmonickou fadu.
oo .
Z S x : 3
Integral [ [$22]dx diverguje.
™

V ptipadé druhého integrdlu lze uvazovat takto:

@n+D7 n (2k+L)m n  (QCk+L)m
) e = | [ o< S| [ <
a k=1(2k—1)m k=1 (2k—1)m
n 2km (2k+1)7T
<> ( [ =fde|-| [ =Fda|) <
k=1 (2k-1)7 2k
n L 2km (2k+1)m
<> (m| f sinz dz| — 2k+1) | f sinzdz|) =
k=1 (2k—1)m 2km

n n
2 1 2 2 . :
== (57 — 2k+1) == @h@Er) @ tato Fada konverguje pro n — oo.

k=1 k=1

&Y .
Integral [ % dx konverguje.
™
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3 Riemanniiv integral

Riemannova definice ur¢itého integralu je tzv. konstruktivni definice a vychéazi
z nazorné geometrické predstavy. Pro spojitou nezapornou funkci f definovanou
na (a,b) odpovida jeji Riemannuv integral na tomto intervalu plosnému obsahu
oblasti M(f,a,b) ohrani¢ené pifimkami x = a, x = b, osou = a grafem integrované
funkce f. Zakladni myslenkou pfi nalezeni integralu je konstrukce pfiblizného
vyjadieni obsahu utvaru M (f,a,b) pomoci Riemannovych integralnich souctu
(odtud nazev konstruktivni definice). Tento postup je velmi blizky starovéké exhaus-
tivni metodé. Uvedeme zde dvé definice Riemannova integralu. Nejprve Darbouxovu
souc¢tovou definici Riemannova integralu zalozenou na hornich a dolnich integralnich
souctech, kterd byva v ivodnich kurzech casto zdkladem vykladu o Riemannové in-
tegralu, druhé v pofadi bude uvedena puvodni Riemannova definice (z roku 1854).
Riemann definoval integrdl jako limitu, ke které konverguji integralni soucty, kon-

verguji-li délky dil¢ich intervalu k nule.

3.1 Darbouxova definice urt¢itého Riemannova integralu

Pted vyslovenim samotné definice integralu je nutné zavést nékteré pojmy.

Definice 3.1. Nechf a < b, a,b € R. Mnozinu realnych éisel zg, 21, ..., ¥, nazveme
délenim D intervalu (a,b), jestlize a = g < 1 < ... < Tp—1 < x,, = b. Intervaly
(xo,x1), (X1,22), ..oy (Tp—1,xn) budeme nazyvat dilcimi intervaly déleni D a jejich

délky z1—x9, xo—x1, ..., Tn—Tp_1 budeme po fadé znacit Axq, Az, ..., Ax,.

Definice 3.2. Necht D = {xg,z1, ..., Z,,} je libovolné délen{ intervalu (a, b), v némz
je definovéna funkce f. Ozna¢me znakem M; supremum a m; infimum funkce f(z)

v intervalu (z;_1,z;), tedy M; = sup  f(x), m; = inf  f(z). Cislo

TE(T;—1,%4) TE(Ti—1,T;
n
i=1
nazveme horni soucet funkce f piislusny déleni D, ¢&islo

s(D) = z": m; Ax;
i=1
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nazveme dolni soucet funkce f prislusny déleni D.
Véta3.3. Pro libovolné déleni D intervalu (a,b) je vzdy s(D) < S(D).

Definice 3.4. Necht D((a,b)) je mnozina vSech déleni intervalu (a,b). Necht
Dy,D € D({(a,b)) a D C D;. Pak déleni D; nazveme zjemnénim déleni D.

Véta3.5. Necht déleni Dy v (a,b) je zjemnénim déleni D. Pak pro pifslusné dolni

a horni integrélni soucty funkce f v (a,b) plati

Véta3.6. Necht f je funkce omezend v {(a,b). Oznatme m = i?fwf(m)
z€{a,

a M= sup f(x). Necht D; a Dj jsou libovolnd délen{ intervalu (a, b). Pak
z€(a,b)

m(b—a) <s(Dy) <S(Di1) <Mb—a) a s(D1)<S(D2).

Vytvaiime-li integralni soucty pro ¢im dél jemnéjsi déleni intervalu (a, b), pak
se hodnoty S(D) a s(D) od sebe lisi stdle méné a konverguji k hodnoté Riemannova

integrélu. Pokud tomu tak neni, pak funkce f nema Riemanniv integral.

Definice 3.7. Necht funkce f je omezend v intervalu (a, b). Infimum mnoZiny vSech
hornich sou¢tu funkce f v (a,b) nazyvame horni Riemannuv integral funkce f od a

do b a zna¢ime

b
inf S(D):/f(x)dac.

D({a,b))
Supremum mnoziny vSech dolnich sou¢tu funkce f v (a,b) nazyvame dolni Rie-

mannuv integral funkce f od a do b a znacime

b
sup S(D):/_ flx)dx.

D(({a,b))

Lbf<x>dxs/abf<x>dx.

Pokud nastdva rovnost, pak se tato hodnota nazyvd Riemanntv ur¢ity integral

Vzdy plati nerovnost

funkce f v intervalu (a,b) a znacime jej

/ab f(@)dz nebo (R) /ab (@) da.
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b
Existuje-li Riemannuv integrdl (R) [ f(z)dz, pak o funkci fikdme, ze je rie-
a
mannovsky integrovatelnd na intervalu (a,b). Mnozinu vSech riemannovsky inte-

grovatelnych funkei na (a, b) znac¢ime R((a,b)).

Véta3.8. Omezend funkce f ma na (a,b) Riemannuv integral pravé tehdy, kdyz

pro kazdé € > 0 existuje déleni D intervalu (a,b) takové, ze

S(D)—s(D) <e.
3.2 Pavodni Riemannova definice urcitého integralu

Definice 3.9. Nechf D = {xq,z1,...,2,} je libovolné déleni intervalu (a,b). Cislo

v(D) = max (Az;)

i=1,...,n
nazveme normou déleni D.
Definice 3.10. Necht v kazdém intervalu (z;—1,;), ¢ = 1,...,n je ddn libovolné

jeden bod 7; € (z;_1, ;). Pak mluvime o déleni s vyznaénymi body a ozna¢ime jej

symbolem (D, 7), tedy
(D, 1) ={a=20,T1,%1, ey Tn—1, T, T, = b} .

Definice 3.11. Necht funkce f je omezend v intervalu (a,b). K déleni (D,7)

s vyzna¢nymi body utvofime integrilni soucet

7) =Y f(r)Az;.
=1

Cislo I € R nazveme Riemannovym integralem funkce f od a do b, kdyz ke kazdému
e > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdé déleni s vyznacnymi body (D, 7), pro které
v(D) < 6, plati nerovnost

lo(D,7)—1I|<e.

b
Rikdme, ze Riemannuv integral existuje a piSeme I = (R) [ f(z)dz
a
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Obrazek 2: K definici Riemannova integralu.

Obsah obrazce pod kfivkou funkce nalezneme, s¢itdme-li obsahy obdélnikta
o stranich Az; a f(7;). Cim jemnéjsi déleni intervalu (a, b), tim se integraln{ soucet
o(D,T) vice piiblizuje k hodnoté integralu, tzn. (li)r)n o(D, 1) = 1. Jesté dodejme,
v —0
ze hodnota integralu nezavisi na tom, jakym zpusobem jsou v déleni s vyznaénymi
body dany vyznacéné body.
n n
Pozndmka 3.12. Ziejmé plati I = lim > f(r)Az; = lim > m;Az; =
v(D)—0i=1 v(D)—0i=1
n
lim M;Ax;.
By &5 MO
b
Lemma 3.13. Funkce f md v (a,b) Riemannuv integrdl I = (R) [ f(z)dz préve
a
tehdy, kdyz pro kazdou posloupnost déleni D,,,m = 1,2,... intervalu (a,b)

s vyznaénymi body, pro niz lim v(D,,) = 0, existuje vlastni limita lim o(D,,)=1.
m—0o0 m—0o0
b
Pak plati I = (R) [ f(z) dx.
a
Véta3.14 (Bolzano-Cauchyova podminka existence Riemannova in-

b
tegralu). Funkce f md v (a,b) Riemannuv integrdl I = (R) [ f(z) dz prévé tehdy,
kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro libovolné dvé délent D1, Do,
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pro kterd v(D1) < 6, v(D3) < § plati

|O‘(D1) —J(D2)| <e.

Véta3d.15. Obé uvedené definice Riemannova integrdlu jsou ekvivalentni.

Definovat Riemannuv urcity integral je trochu obtiznéjsi nez zavést Newtoniv
urcity integral, protoze pred vyslovenim samotné definice Riemannova integralu je
nutné zavést pojmy jako déleni intervalu, norma déleni, apod. Riemannova definice
je cennd pro svou nazornou geometrickou interpretaci, je zdkladem nékterych nu-
merickych metod pro vypocet urcitych integralu. V praktickych vypoctech je ale
tézko pouzitelna. U Newtonova urcitého integrélu zalozeného na existenci primi-
tivni funkce ndzornd geometrickd interpretace chybi, Newtonuv integrdl vyuzivame
pii praktickém vypoctu urcitych integralt . Bez znalosti primitivni funkce je vypocet

urcitého integralu nutno pocitat numericky.

3.3 Priklady

Zacnéme piikladem, ktery ukazuje, ze ne kazda funkce, ktera je omezend na (a,b),

musi mit Riemannuv integral.

Piiklad 3.16. Vypocitejme (R f fp(z)dz, kde fp(x) je Dirichletova funkce defi-

1 proxeQ
0 proxER\Q.

Tato funkce je omezena a je nespojita v kazdém bodé svého definiéniho oboru.

novand predpisem fp(z) :{

V kazdém raciondlnim bodé nabyva svého maxima a v kazdém iraciondlnim bodé
svého minima (funkce je nenakreslitelnd).

Necht D = {0=20<m <21 < ... <xp1 <7 < 1, =1} je libovolné délent
intervalu (0, 1). Zvolme body 7; € (x;_1,2;), i = 1,...,n tak, aby byly iracionalni (to
lze vzdy). Pak bude o(D, 1) = i f(ri)Az; = 0. Zvolime-li body 7; tak, aby byly

raciondlni, bude o(D,T) = z f(ri)Az; = 1. Takto lze postupovat pro jakékoliv
déleni nezavisle na tom, Jaka Je jeho norma. Prestoze je funkce omezend, integral
nemuze existovat, neni splnéna Bolzanova-Cauchyova podminka. Pro Dirichletovu

funkci tedy plati fp ¢ R({a,b)).
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b
Véta3.17. Necht funkce f je spojitd v intervalu (a,b). Pak existuje (R) [ f(z) dz

(tzn. C((a, b)) C R((a,b))). ’

Spojita funkce ma vzdy Riemannuv integral. Vétu lze zeslabit. Riemannuv in-
tegral muze existovat i u omezené nespojité funkce, pokud pocet bodu nespojitosti
v {a,b) je konecny a v kazdém z téchto bodu nespojitosti existuji koneéné limity

zprava i zleva (tzn. funkce je po ¢astech spojitd).

Priklad 3.18. Vypocitejme (R) | f(x)dz, kde f je funkce definovana predpisem

C—r

1 prox:%

0 promG(O,D,x#%.

Funkce je na intervalu nespojitd, ma jeden bod nespojitosti. Uvazujme nyni

f@) =]

souctovou definici integralu. Necht D je libovolné déleni intervalu (0,1). Ziejmé

1

s(D) = 0 pro vSechna déleni D, tj. sup s(D) = [ f(z)dx =0, S(D) > 0 a jeho
D((0,1)) 0

velikost je rovna délce intervalu obsahujiciho bod x = 1/2. Konverguje-li délka tohoto

i
intervalu k nule, je D(i(]%fm s(D) = [ f(z)dz = 0, horni a doln{ Riemannovy integraly
; 0

se rovnaji, Riemannuv integrél funkce existuje a je roven nule (tzn. f € R({a,b))).

Do mnoziny R({a,b)) Riemannovsky integrovatelnych funkci patii dokonce
i nékteré ”velmi silné” nespojité funkce. Spojitost je postacujici podminkou exis-

tence integralu, ne vSak nutnou.

Veéta3.19. Nechf funkce f je omezend na (a,b) a necht N zna¢{ mnozinu vsech
bodu nespojitosti funkce f. Pak plati, ze funkce f ma Riemannuv integral pravé

tehdy, kdyz Lebesgueova mira mnoziny N je rovna nule (tedy uN = 0).

Diikaz je uveden v [2].

Poznamka 3.20. Pojem Lebesgueova mira bude zaveden v kapitole 3. Podotknéme
jeste, ze misto ”funkce f je spojita na intervalu (a, b) s vyjimkou mnoziny miry nula”

se uziva také slovniho spojeni ”funkce f je spojitd na intervalu (a,b) skoro vsude”.
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Priklad 3.21. Uvazujme nyni Riemannovu funkci, ktera je na intervalu (a, b) déna

0 proxeR\Q
predpisem fg(x) :{ \ :
% pro r = g, p, ¢ nesoudélnd
y
0.51 °
l'-- ° ° ° ° .l ¢ « ° .- - ° . ° -. ° ° ° ° .-"
0 T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 Q.7 0.8 0.9 1 X

Obrazek 3: Cést grafu Riemannovy funkce s nejvyssimi hodnotami.

Riemannova funkce je stejné jako Dirichletova funkce nenakreslitelné, vysetieme

jeji hodnoty v nékterych bodech:

fr(0) = fr(1) =1
fr(1/2) =1/2
fr(1/4) = fr(3/4) =1/4
fr(1/5) = fr(2/5) = fr(3/5) = fr(4/5) =1/5
fr(1/6) = fr(5/6) = 1/6
fr(T) = fr(2/7) = frR(B3/7) = fr(4/7) = fr(5/7) = fr(6/7) = 1/7
atd .

Riemannova funkce je potrhand ve stejnych bodech jako Dirichletova funkce. Lze
vSak dokazat, ze Riemannova funkce je spojita v iraciondlnich bodech a nespojita
"pouze” v racionalnich bodech, tzn. je spojita skoro vsude a Riemanniv integrél

Riemannovy funkce existuje.
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b
Véta3.22. Necht a < b a necht existuje integral [ f(x)dz. Necht funkce g(z) se

1isf od funkece f(x) jen v konetném poctu bodu intervalu (a, b). Pak existuje i integral
b
[ g(z) dx a plati
¢ b b
/ g(x)dx = / f(z)dz.
Definice 3.23.

a) Je-li a < b a existuje-li ff f(z)dz, definujeme [ f(z)dx = — f: f(x) dx.
b

b) Je-li f definovédna pro x = a, pak definujeme [ f(z)dz = 0.

xr
Poznamka 3.24. Definice b) je smysluplné, nebot limJr [ f(z)dz — 0 (pro funkei
rT—a a

f majici Riemannuv integral na (a, x)).

3.4 Vztah Riemannova a Newtonova integralu

Pojem horniho a dolniho integralniho sou¢tu a pojem primitivni funkce jsou nezavislé
pojmy, pfesto nazyvame Cislo Ili)rl?_ F(z) — xllf& F(z) (resp. F(b) — F(a)) i ¢islo I
z Riemannovy definice urc¢itym integrdlem. To proto, ze za jistych podminek
(napfiklad pro funkce spojité) jsou si jejich piislusné ¢iselné hodnoty rovny.

Nékteré funkce maji Riemannuv a nemaji Newtonuv integral a naopak. Funkce

flz) = \/11_7 mé v intervalu (0,1) Newtonuv integrél, ale Riemannuv integral

funkce neexistuje, nebot funkce nenf shora omezend. Riemannova funkce definovan
0 prox e R\Q
fa(@) ={ |

Newtonuv integral, protoze k této funkci neexistuje v (a, b) primitivni funkce. Obecné

mé v (a,b) Riemannuv integral a nema
pro r = %, P, ¢ nesoudélna

je proto nutné odlisovat Newtonuv a Riemannuv integral.

Priklad 3.25. Funkce f je ddna v (—1,1) pfedpisem
1) :{ 231:sin$—12 — %cosﬂ%2 proz # 0 '
0 prox =0
Zjistéme, zda existuje jeji Riemannuv a Newtonuv integral a vypocitejme

jeho hodnotu. Funkce f neni v (—1,1) omezena, tedy f ¢ R((—1,1)). Primi-



3.4  Vztah Riemannova a Newtonova integrdlu 24

- , . 2’sin 5 pro z #0 .

tivni funkei F' k funkci f je funkce F(x) :{ v , kterd je
0 proxz =0

spojitd v (—1,1), lim F(z) = lim F(x) = sinl. Newtonuv integral existuje,

T—1— r——14
1

WN) [ f(z)dz = lim F(z)-— lim+F(a:):0.

el r—1— r——1

Oba typy integralu maji své vyhody, a ackoliv se Newtonova a Riemannova
definice od sebe podstatné lisi, plati, Ze méa-li funkce Newtonuv i Riemannuv integrél

v néjakém omezeném intervalu, jsou jejich hodnoty stejné.

Véta3.26. Ma-li f(z) v (a,b) Riemannuv integrdl a v (a,b) Newtonuv integral,

pak jsou si rovny, tj.

®) [ rwyar =) [ sewae.

V piipadé, ze integrujeme funkci spojitou v (a, b), nemusime oba integraly odlisovat,

tzn. C({a, b)) © N ({a, b)) N R({a,b)).

Nasleduji dvé véty, které ukazuji vztah mezi Riemannovym uréitym integralem

a primitivni funkei (jsou nazyvéany také ”Zakladni véty integralniho poctu”).

Veéta3.27. Necht f(z) je funkce spojitd v intervalu (a,b) a necht ¢ je libovolné

¢islo z intervalu (a, b). Definujme pro kazdé x z intervalu (a, b) funkci F'(x) predpisem

F(z) = (R) /I f(t)dt, kde f(t) je spojitd na (a,bd) .

Pak F(z) je spojitou funkei proménné z na (a,b) a v kazdém bodé, v némz je f(x)

spojitd, ma F'(z) derivaci, a plati

tedy F' je primitivni{ funkei k funkei f na intervalu (a,b).

Véta 3.28 (Newtonova-Leibnizova formule). Necht a < b a necht existuje
b

integrél (R) [ f(z) dz. Necht F(z) je spojitd v (a,b) a mé v kazdém bodé z intervalu
a

(a,b) derivaci F'(x) = f(x). Pak je

b
(R) / f(x)dz = F(b) - F(a).
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Riemannuv integral se skoro nikdy nepocitd podle definice, zdkladni metodou
pii praktickém vypoctu Riemannova integralu je pravé Newtonova - Leibnizova for-
mule. Podle této véty je hodnota Riemannova integrédlu funkce f na (a,b) rovna
prirustku primitivni funkce F'(z) na intervalu (a,b) (a najit primitivni funkci byvé
témeér vzdy snazsi nez pracovat s délenim intervalu). Vétu lze jesté zeslabit, staci
pozadovat, aby rovnice F'(z) = f(x) byla splnéna ve vsech bodech intervalu (a,b)

s vyjimkou nejvyse koneéného poétu bodu.

Priklad 3.29. Vypocitejme Riemannuv integral funkce
x pro z € (—1,0)
(z) :{ 3 ’
1+2° prox e (0,1)

Funkce je omezena na (—1,1) a spojitd na (—1,1) kromé bodu 0. Integral
1 0 1
| f(z)dz vypocitdme jako soucet | f(z)dx+ [ f(z)dz. Prvni integral vypocitdme
1 1 0

0 0
podle véty 3.28, dostaneme flf(a:) dx = flxdx = [%2]91 = —1. Na druhy integral

Newtonuv vzorec pouzit nemuzeme, kdyz v8ak funkci f v bodé 0 zménime na 1

(integral funkce se nezméni, zménime-li hodnotu funkce v koneéném poctu bodi),
1 1
podle Newtonova vzorce dostaneme bff(x) dr = bfl +23dx = [z + %](1) =1+ 1.

3
1

Hodnota integrélu je rovna

V pripadé, ze primitivni funkce k dané funkci nelze vyjadiit pomoci ele-
mentarnich nebo tabelovanych funkci, lze provést priblizny vypocet numericky,
napiiklad pomoci obdélnikové, lichobéznikové nebo pomoci jinych metod. Zakladni
myslenka téchto metod vychézi casto z Riemannovy definice urcitého integrdlu a
princip spoé¢ivé v nahrazeni integrované funkce jinou vhodnou funkei (u obdélnikové

metody nahrazujeme funkci po ¢astech konstantni funkci, u lichobéznikové metody

po castech linedrni funkei atd.).

3.5 Vilastnosti Riemannova integralu

b
Véta3.30 (Linearita). Necht a < b a necht existujf integrdly (R) [ f(x)dx

a
b

a (R) [ g(z) dx, necht c¢ je libovolné ¢islo. Pak existuji i integraly

a
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b
[f(z) + g(x)]dz a (R) [cf(z)dx a plati:

a

(R)

R —

b b b
w<Ry/Lﬂm+yQde=ma/‘ﬂ@dm+wa/"dex

b b
b) (R)/ cf(:r)dx:c(R)/ (@) da.

Vétu lze rozsifit pro libovolny koneény pocet funkei.

Véta3.31. Necht a < b a necht existuje integral (R) [ f(x)dz. Je-li f(z) > 0

8 —

pro véechna x € (a,b), pak

b
(R)/ F@)dz > 0.

Poznamka 3.32. Pokud aspon v jednom bodé ¢ € (a, b), v némz je funkce spojitd,
plati f(¢) > 0, pak plati f: f(z) dx > 0. Tato vlastnost je ziejm4, nebot Riemanntv

integral je vlastné obsah pod grafem funkce.

Véta3.33 (Monotonie). Necht a < b a necht existuji integraly (R) fab f(z)dz

b
a (R) [ g(z) dz. Pokud f(z) > g(z) pro vSechna z € (a,b), pak

b b
®) [ s@)de = ®) [ gle)ds.
Poznamka 3.34. Posledni dvé véty jsou ekvivalentni.

Véta3.35. Necht a<b<c anecht existuji integraly (R)

8=

f(z)dz a (R) bf f(x) dz.

C

Pak existuje i (R) [ f(x)dz a platf:
c b c
®) [ f@)de=®) [ j@de+®) [ f)do,

Véta3.36. Necht f je Riemannovsky integrovatelnd na (a,b) (f € R({(a,b))).
Pak jeji absolutni hodnota | f| je také Riemannovsky integrovatelna funkce na (a, b)

(|f] € R({(a,b))) a plati:

b b
Km/ﬂwmqm/uwm.
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Poznamka 3.37.
1. Riemannuv integral omezené funkce na (a, b) je absolutné konvergentni integral,
tzn. plati-li f € R((a,b)), pak plati |f| € R({a,b)).
2. M&-1i |f| v {a,b) integral, nemusi jej mit f. Uvazujme funkci
f(2) :{ +1 prozeQn{(0,1)
-1 proz e (0,1)\Q

1
tegrdl, avSak (R) [ |f(z)|dz = 1.
0

. Tato funkce nemd na (a,b) Riemannuv in-

Veéta3.38 (Prvni véta o stfedni hodnoté). Necht f, g jsou integrovatelné

v {(a,b) a g je v {(a,b) nezdpornd. Oznacime-li m = <inlf> fy M = sup f, pak existuje
a, (ab)

/f dx—c/abg(x)das.

Je-li funkce f v (a,b) spojitd, pak existuje & € (a,b) takové, ze

[ rwar =@ [ ot ar.

Véta3.39 (Druhd véta o stfedni hodnoté). Nechf f, g jsou integrovatelné

¢ € (m, M) tak, ze plati

v {(a,b) a g je v {a,b) monoténni. Pak existuje £ € (a,b) tak, ze plati

/f /f da:+g/f

3.6 Nevlastni integraly

Riemannuv integral maji podle definice pouze omezené spojité (nebo po ¢éstech
spojité) funkce definované na omezeném intervalu. To je tizkd mmnozina funkci.

Pfedmétem tohoto odstavce je zobecnéni Riemannova integralu a toto zobecnéni
b
provedeme ve dvou smérech. Nejprve definujeme integral [ f(z)dz, kde funkce f(z)

a
[e.e]

nenf na (a,b) omezend, poté definujeme [ f(z)dz (nebo [ f(z)dz), tedy integral
a —0o0
z funkce na otevieném intervalu. V prvnim piipadé mluvime o nevlastnim integralu

vlivem funkce, ve druhém pak o nevlastnim integralu vlivem meze.

Definice 3.40. (Nevlastni integral vlivem funkce). Necht funkce f(z) je inte-

grovatelnd v kazdém intervalu (a,t), a < t < b a necht f(z) je neomezend v levém



3.6 Nevlastni integraly 28

¢
okoli bodu b. Existuje-li vlastni limita lirgl [ f(z)dz = A, fikdme, Ze integral
t—b— 4
b
[ f(z) dz konverguje a pokladdme

a

t—b—

/abf(x)da;: lim /:f(x)dx:A.

Pokud limita tlirll)a [ f(z) dz neexistuje nebo je nevlastni, ifikdme, ze integrél diver-
9" a

guje.

1
Priklad 3.41. Vypoctéme [ \/1177 dz. Integral neexistuje jako Riemanntv vlastni
0

integral, ale existuje jako nevlastni integral. f(z) = —=

neni definovéana v bodé 1,

Vi—-zx
t
mlg{l_ 11_90 = 00, funkce neni shora omezend. Uvazujme proto ({ \/%’ t €(0,1) je
. cep s . de 1 . — _ . .

parametr, f(z) je v (0,t) spojita. Pak tlirlrl s = tLlIﬂ@ 2v/1 —t) = 2. Existuje

1
vlastnf limita, integral konverguje a plati [ Lz =2.

0 Vi—zx

¢

Poznamka 3.42. Limitu 1tlir{]}n J f(z)dx = A nazyvdme nevlastnim integrdlem

funkce f od a do b. Obdobné definujeme i integral pro funkci, kterd neni omezend

v bodé a.

Definice 3.43. (Nevlastni integral vlivem meze). Necht funkce f(z) je inte-

grovatelnd v kazdém intervalu (a,b), a < b. Existuje-li vlastni limita

b %)
lim [ f(z)dx = A, fikdme, Ze integrdl [ f(z)dz konverguje a pokldddme

b—oo

a

/oof(:c)dx :blim bf(x)dx:A.
b

Pokud limita blim [ f(z) dz neexistuje nebo je nevlastni, fikdme, ze integral diver-

guje.
Poznamka 3.44. Limitu blim f; f(x)dx = A nazyvame nevlastnim integrdlem
— 00

b
funkce f od a do co. Obdobné definujeme i integral [ f(x)dz.

—0o0
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[e.e]
Piiklad 3.45.  Vypoctéme [ - iil dx. Integral neni vlastni, ma nevlastni mez.
1

t
Uvazujme ¢t € (1,00) a pocitejme [ - :16_1 dz. Pouzitim substituce vz —1 = u je
1
Vi-1

de =2udua [ (52“+d1“)u = 2[arctan ul =1 = 2arctan(vt — 1). Pak / - iil dr =
0 1

¢
= lim [ —A—dr = lim 2arctan(y# — 1) = 7 . Limita je vlastni, integrdl konver-

t—ooy * z—1 t—oo

guje.

Nevlastni integraly maji stejné vlastnosti jako urcity integral (kromeé véty

o stfedni hodnoté).
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4 Lebesgueiv integral

Lebesguetuv integral je typ souctového integralu. Pochazi od Henriho Lebesguea
z pocatku minulého stoleti a byl (a stdle je) zdsadnim integralem matematické
analyzy. Hodnota Riemannova i Lebesgueova integrdlu je aproximovéna jistymi
soucty, tyto soucty jsou tvaru i fin(M;), kde ¢isla f; souvisi s integrovanou
funkci, mnoziny M; tvoii rozklad Zii%egraém’ho oboru a u je funkce zobecnujici délku
jednoduchych geometrickych tdtvaru v R. Mnoziny M; u Riemannova integralu jsou
denim Lebesgueova integrilu je tedy nutné nejprve popsat, pres které mnoziny se
Lebesgueovsky integruje. Zavedeme tfidu mnozin zvanou méritelné mnoziny a na
nich (pro popis pojmu délka) mnozinovou funkci zvanou Lebesgueovu miru, ktera je

zobecnénim pojmu délka. Pro cel této prace postaci pracovat jen s mnozinami v R.

4.1 Teorie Lebesgueovy miry mnozin v R

4.1.1 Méritelné mnoziny

Vétad.l. Kazdéa neprazdnd omezend oteviend mnozina M C R lze vyjadfit jako
sjednoceni kone¢né nebo spoCetné mnoha navzijem disjunktnich otevienych inter-

valu Iy (tzv. vytvorujici intervaly).

Véta4.2. Kazda neprazdni omezend uzaviend mnozina N C R je bud uzavieny
interval nebo lze ziskat z néjakého uzavieného intervalu vyjmutim koneéné nebo

spoCetné mnoha navzdjem disjunktnich otevienych intervala .

Definice 4.3. Necht a,b € R, a < b. Prvky mnoziny I € {(a,b), (a,b), (a,b), (a,b)}
nazveme intervaly. Mnozinovy systém vSech jednorozmeérnych intervala v R oznacme

I' . Na I' definujme mnozinovou funkci délka intervalu takto:

I(I)=b—a Ie€{(a,b),(a,b),(a,b),{a,b)}.

Definice 4.4. Mirou intervalu I € {(a,b), (a,b), (a,b), (a,b)} nazveme jeho délku,

tj. b — a. Toto ¢islo znac¢ime

ul =b—a (event. mI,measl,\,...).
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Poznamka4.5. Pro a = b je ul = 0, tedy mira jednobodové mnoziny je nula,
stejné tak mira prdzdné mnoziny je rovna nule (u@ = 0). Jednobodové mnoziny
a prazdnd mnozina jsou nékdy nazyvany ”zvrhlé” intervaly, maji nulovou miru.

Kazdy neomezeny interval ma miru oo.

Definice 4.6. Mirou puM neprazdné oteviené mnoziny M C R nazyvame soucet

délek vsech jejich vytvorujicich otevienych intervalu Iy,

uM:Z,qu.
k

Definice 4.7. Mirou N neprazdné uzaviené mnoziny N C R nazyvame ¢islo
MN:b_a_:M(CN)a

kde I = (a,b) je nejmensi uzavieny interval obsahujici mnozinu N a Cy je komple-

ment mnoziny N do I, tj. Cy = I — N je oteviena mnozina.

Véta4.8. Mira oteviené omezené mnoziny M je supremum mér vSech uzavienych

mnozin, které jsou obsazeny v M.

Véta4.9. Mira uzaviené omezené mnoziny N je infimum mér vSech otevienych

mnozin, které obsahuji N.

Definice 4.10. Vngjsi mirou p*M neprazdné omezené mnoziny M nazyvéame infi-

mum mér vSech otevienych omezenych mnozin P, které obsahuji mnozinu M,
w*M = inf {uP}, P...omezené oteviené mnoziny .
McCP
Definice 4.11. Vnitini mirou .M omezené mnoziny M nazyvame supremum meér
v8ech uzavienych omezenych mnozin @), které jsou obsazeny v mnoziné M,
M = sup {uQ}, @Q...omezené uzaviené mnoziny .
QCM

Vétad.12. Je-li M oteviend omezend mnozina, pak p*M = p, M = pM. Je-li N

uzaviena omezend mnozina, pak p*N = p. N = uN.
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Definici miry omezenych otevienych a uzavienych mnozin lze zobecnit na ptripad

miry libovolné omezené mnoziny v R takto:

Definice 4.13. Omezena mnozina M se nazyva méfitelnd v Lebesgueové smyslu,

jsou-li si vnitini a vnéjsi mira mnoziny M navzdjem rovny,
*
wM=puM=uM.

Spole¢énou hodnotu téchto mér nazyvame (Lebesgueova) mira mnoziny M a znac¢ime
uM (chceme-li zduraznit, ze jde o miru v Lebesgueové smyslu, piseme ¢asto AM).

Mnozinu vSech méfitelnych mnozin v R oznacme 1.

Priklad 4.14.  Zjistéme, zda mnozina M = (0,1) je méfitelnd. Uvazujme nejprve
oteviené mnoziny P = (—¢, 1), kde e > 0. Pro libovolné € plati M C P a u*P = 1+e.
Pro ¢ — 0 dostavame inf p*((—e,1)) = 1. Obdobné pro vnitini miru. Vezméme
uzaviené mnoziny ) = <Of 1—0), kde 6 >0. Pro libovolné ¢ plati Q C M a pu,Q = 1—4.
Pro 6 — 0 dostéavame s%p 1 ((0,1—0)) = 1. Vngjsi a vnitini mira jsou si tedy rovny,

mnozina M = (0,1) je méfiteln4.

Poznamka 4.15.
1. Mira neprazdné méfitelné mnoziny M je nezdporné ¢islo, mira prazdné mnoziny
jenula (uM =20 VM € M, ud =0).
2. Pro libovolnou spocetnou posloupnost po dvou disjunktnich méfitelnych

mnozin My, My, My, ... plati u(|J M;) = > uM; (o-aditivita miry pu).
i i

Véta4.16.
1. Necht M C R je omezend mnozina, kterd je sjednocenim spocetného poctu
méfitelnych mnozin. Pak M je métitelna.
2. Prunik spocetné mnoziny méfitelnych mnozin je méfitelnd mnozina.
3. Rozdil dvou métitelnych mnozin je méfitelna mnozina.
4. Necht M, Ms jsou dvé méfitelné mnoziny, My C My, uMs < oco. Pak pro jejich
rozdil M = M \ Ms plati: uM = pMy — pMo.
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Dilezitou ulohu maji mnoziny miry nula.

Definice 4.17. Mmnozina M ma nulovou miru pravé tehdy, kdyz ke kazdému e
kladnému existuje spocetny systém otevienych intervalu {I;, j = 1,2, ...} takovych,

o
ze M C | I; a plati
j=1

> oull) <e.
j=1

Pojem mmnozina s nulovou mirou vyjadiuje skutecnost, ze tato mmnozina je
v jistém smyslu mald nebo zanedbatelnd. Mnoziny nulové miry jsou napiiklad
mnozina slozend z koneéného poc¢tu bodu, mnozZina vSech raciondlnich ¢éisel, kazda
spocetnd mnozina. Mnoziny miry nula dévaji méfitelnym mnozinam velkou rozma-
nitost. Pokud z méritelné mnoziny odebereme mnozinu miry nula, dostavame opét
méfitelnou mnozinu. Lebesgueuv integral z libovolné funkce pfes mnozinu miry nula
je rovny nule, a lze proto tyto mnoziny k integra¢nimu oboru pridavat nebo odebirat,

aniz by se zménila hodnota integralu.

Poznamka 4.18.

1. Uzijeme-li vyraz ”skoro vSude na mnoziné M”, znamend to, Ze néjaka
skute¢nost (nebo vlastnost) plati pro vsechny body mnoziny M s vyjimkou
bodu x € My C M, kde uMy = 0 (tzn. s vyjimkou mnoziny bodu nulové miry).

2. Lze dokazat existence neméritelné mnoziny v R*, n > 1, n € N, neni ale do-
sud znam postup, jak takovou mnozinu konstruktivné nalézt. (Nekonstruktivni

dikaz vyuziva axiom vybéru teorie mnozin.)
4.2 Meéritelné funkce

Definice 4.19. Necht je ddna funkce f na omezené méfitelné mnoziné M skoro
vsude. Rekneme, ze funkce f je méfitelnd, jestlize pro libovolné C' € R je méFitelnd

mnozina {z € M : f(z) > C}.

Poznamka 4.20. Ekvivalentné lze pozadovat, aby mnoziny {z € M : f(z) < C},
{reM: f(x)>C}, {x e M: f(x) < C} byly méfitelné.
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4.2.1 Vlastnosti méfitelnych funkci

1.

Kazdé funkce spojitd nebo po &astech spojita v (a,b) je na tomto intervalu

méritelna.

. Jsou-li funkce f, g métitelné na M, pak jsou na této mnoziné méritelné i funkce

af, f+9, fg. |f|, max(f, g), min(f,g), f*, £ pro g # 0.

. Kazda funkce definovanad na mnoziné miry nula je mériteln4.

. Je-li na mnoziné M déna posloupnost méfitelnych funkei { f,,(x)} a funkce f(z)

takovd, ze plati vztah f(x) = lim f,(z) skoro vSude na mnoziné M, pak je
n—oo

funkce f(z) méfitelna.

Jelli o : M — G métitelnd v M a f : G — Ep méfitelnd v G, pak po f je

méritelna.

. Dvé funkce f, g dané na méfitelné mnoziné M nazveme ekvivalentni, jsou-li si

rovny skoro vsude (zna¢ime f ~ g). Je-li f méfitelnd na M a je-li f ~ g, pak
g je méfitelnd na M.

Je-li f méfitelna na M, pak pro libovolné C jsou méritelné také mnoziny
{zeM: fle)y<C}l{zeM: f(x)>C},{xeM: f(x)=C}.

4.3 Definice Lebesgueova integralu

Definice 4.21. Necht na omezené méritelné mnoziné E C (a,b) je ddna omezend

méfitelnd funkee f(x), pricemz plati A < f(x) < B Va € E. Mnozinu realnych ¢éisel

Y05 Y1, -, Yn Nazveme délenim d intervalu (a, b, jestlize A =yo < y1 < ... <y, = B.

Kazdému polouzavienému intervalu (yg,yxs1) prifadme mnozinu Ej takovou, ze

Er,={z € E:yp1 < f(z) <wyg}, k=1,...,n a nazvéme ji Lebesgueova mnozina

a puFEy jeji Lebesgueova mira.

Poznamka 4.22. Lebesgueovy mnoziny Ej maji nasledujici vlastnosti:

a) E;NE; =0 (i # j), tzn. mnoziny Ej, jsou navzdjem disjunktni

b) mnoziny Ej jsou méfitelné
n

k=1

n

d) pE= U pEj
k=

1
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Definice 4.23. Nechf je ddna omezend méritelnd funkee f(r) na omezené méfitelné
mnoziné E. Necht d je déleni intervalu (A4, B) a Ej Lebesgueovy mnoziny ptislusné

tomuto déleni . Definujme
Sp(d) = yk nBy
k=1

jako horni Lebesguetuv soucet funkce f ptislusny déleni d a ¢islo
n
sp(d) = yr-1 pE
k=1

jako dolni Lebesguetiv soucet funkce f piislusny déleni d.

Lemma4.24. Pro libovolnd dvé déleni di,dy intervalu (A, B) vzdy plati, ze
sp(d1) < Sp(dz) (tzn. zaddny dolni Lebesgueuv soucet neni vétsi nez libovolny horni

Lebesgueuv soucet).

Z ptedchoziho lemmatu plyne: je-li S}J néjaky (libovolny) horni Lebesgueuv
soucet, pak kazdy dolni soucet je mensi nez tento horni soucet, tj sp(d) < S}J,
mnozina dolnich sou¢tu je shora omezend, tedy existuje supremum mnoziny vSech

dolnich sou¢ti sup sz (d). Obdobné lze ukazat, ze existuje infimum mnoziny vsech
d((A,B))

hornich sou¢ta inf Sp(d).
d((A,B))

Vétad.25. Necht funkce f(x) je omezend méfitelnd funkce na omezené

méfitelné mnoziné £ C (a,b). Pak infimum d((i,fllfB ) Sr(d) mnoziny vsech hornich

Lebesgueovych souctu (ziskanych pii vSech délenich d intervalu (A, B)) je rovno

supremu sup sz (d) mnoziny vSech dolnich Lebesgueovych souctu (ziskanych pii
d({(A,B))
v8ech délenich d intervalu (A, B)), tj.

inf Sp(d)= sup sp(d).

d((A,B)) d({A,B))
Definice 4.26. Spoleénou hodnotu  inf Sp(d) = sup sp(d) nazyvame
d({4,B)) d((A,B))

Lebesgueovym integralem omezené méfitelné funkce f(x) na omezené méfitelné

mnoziné E a zna¢ime

b
/E f(x) dx nebo (L) /E f(x)dx nebo (E)/a f(z)dx v ptipadé, ze E = (a,b) .
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Existuje-li koneény Lebesgueuv integral funkce f(x) v E, pak o funkci f(x)
tikame, Ze je integrovatelnd v Lebesgueové smyslu. Mnozinu vSech lebesgueovsky

integrovatelnych funkei pies E = (a,b) znac¢ime L(E) nebo L({a,b)).

Obrézek 4: K definici Lebesgueova integralu.

Véta4.27. M4l f(z) v (a,b) Riemannuv integrél, pak zde md i Lebesgueuv in-

tegral a oba integraly jsou si rovny, tj.
b b
®) [ fa)da=(0) [ fo)do

Obrécena véta neplati. Funkce, kterd ma Lebesguetuv integrdl, nemusi mit Rie-

mannuv integral. R({a,b)) C L({a,b)) (viz nésledujici piiklad).

Priklad 4.28.  Vypocitejme (L) fol fp(z)dz, kde fp(x) je Dirichletova funkce.
Oznac¢me na (0, 1) mnozinu vsech raciondlnich ¢isel Eg a mnozinu vSech iracionalnich
¢isel Ey. Poznamenejme, Ze mnozina Fq je spoCetna mnozina (existuje vzéjemné jed-
noznac¢né zobrazeni mezi mnozinou Eg a mnozinou pfirozenych ¢isel N), jeji mira je

proto nula, pEg=0, mira mnoziny Ej je rovna jedné, nebot uEy = u((0,1) — Eg) =
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1(0,1) — pEg =1 — 0 = 1. Zvolme libovolné déleni d intervalu (0, 1). Zjemnujeme-

li toto déleni, dospéjeme k inf Sp(d) = sup sp(d) = 1-uEg+0- puEr = 0,
d({0,1)) d({0,1))
Lebesguetv integral existuje a je roven nule. Jak jiz bylo ukdzdno, Riemanntv in-

tegral Dirichletovy funkce neexistuje.

Pted dalsimi ptiklady je zavedeme pojem charakteristicka funkce:

Definice 4.29. Necht M C E = (a,b). Pak funkce yps : E — {0,1}, pro kterou

i 1 pokud z € M o o .
plati x () :{ , se nazyva charakteristickd funkce mnoziny M

0 pokud x ¢ M
v mnoziné F.

V nésledujicich dvou piikladech budou ukédzana zajimava diskontinua.

Priklad 4.30.  Zjistéme Lebesgueuv integral charakteristické funkce Cantorova
diskontinua.

Cantorovo diskontinuum je mnozina, kterd vznikne, kdyz z uzavieného intervalu
odstranime spocCetné mnoho otevienych intervali. Uvazujme néasledujici nekoneény

proces. Z intervalu C; = (0,1) vyjmeme otevieny interval Ey = (3, %) (prvni krok),

%, 1), jejich sjednoceni oznacme Cy. Z Co
7 8
979

ziistanou dva uzaviené intervaly (0, 3), (
vyjmeme intervaly Eo; = (é,%), Ess = (5,5) (druhy krok), zbylou uzavienou

mnozinu oznac¢me Cf.

Obrazek 5: Konstrukce Cantorova diskontinua.

Dale postupujeme stejnym zpusobem, ze stfedu uzavienych intervali vyjimame
oteviené intervaly, jejichz délka je rovna tfetiné puvodniho intervalu, tedy ve tfetim

kroku vyjmeme z Cj interval Es;, (1 < j < 4), az v k-tém kroku z Cy, vyjmeme 281
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2k—1
intervalt, které tvoif mnozinu £, = |J FEj;. Sjednoceni spocetné mnoha otevienych
j=1
o0
mnozin (intervali) je oteviend mnozina E = |J Ej. Cantorovo diskontinuum se
k=1
nazyva komplement P = (0,1) \ E mnoziny F do (0,1) a je to uzaviena mnozina.
, . . k-1 . . .
Lebesgueova mira mnoziny Fy je puE) = 23—k, Lebesgueova mira mnoziny E je
o0
~1 . . .
pk = % + % + 2% +...= % > %n = %1_12 = 1 a mira Cantorova diskontinua
n=1 3

P je pP =1 — pFE = 0 (zde nastava paradox, protoze P je mnozina nespocetnd
(mé dokonce mohutnost kontinua), avsak pP = 0). Nyni charakteristickou funkci

. . _ 0 pokud x € FE L ,
Cantorova diskontinua oznaé¢me y p(z) :{ . Lebesguetv integral

1 pokud z € P

1

charakteristické funkce Cantorova diskontinua je (£) [ xp(z)dz = 0. Lze dokézat,
0

ze mnozina P je mnozina bodiu nespojitosti funkce xp. Mnozina P je miry nula

1
a plati xp € R((0,1)) , (R) [ xp(z)dz =0 (dle [2, véta 161, str. 447]).
0

Priklad 4.31. Zjistéme Lebesguetv integral charakteristické funkce e-diskontinua.
e-diskontinuum je mnozina (oznac¢me ji K(e)), kterd vznikne podobnym

nekoneénym procesem jako Cantorovo diskontinuum.

Obrézek 6: Konstrukce e-diskontinua.

Necht je ddn uzavieny interval I; = (0,1). Zvolme £ € (0, 1) libovolné pevné.
Ze stifedu uzavieného intervalu I; = (0,1) vyjmeme mnozinu (otevieny interval)

K1, jejiz mira je € (1. krok), zustanou dva uzaviené intervaly (0, % -5 (% +5,1),

jejich sjednoceni ozna¢me Is. Z intervalu Is vyjmeme mnozinu Ko = Ko U Koo,
jejichz mira je pKo = § (2. krok), zlistanou 4 uzaviené intervaly (jejich sjednocent

ozna¢me [3), mira kazdého je %— 7—§- Ve tfetim kroku z I3 vyjmeme mnozinu K3 =
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= K31UK32UK33UK3y, kterd ma miru pKs = %. Zbyde 8 uzavienych intervalt, mira

kazdého je % —§—1g — 33 V n-tém kroku z I,,, kterou tvoii 2"~ lintervalil, vyjmeme
277,71
mnozinu K, = |J Ky, mira kazdého intervalu K,;(i = 1,2,...,2"71) je T

i=1

a NKn — 2n—1 IS

77T = sao1- Sjednoceni spocetné mnoha otevienych mnozin (inter-

oo
vali1) je oteviend mnozina K (€)= |J Kn, jejiz mira je pK(e) = e(1+5+3+15+...) =

n=1
o0
=e- Y (B)=e 1_% = 2¢. Doplnék mnoziny K (¢) do (0, 1) je uzaviend mnozina
n=1 2
S(e) = (0,1) — K(&) nazyvand e-diskontinuum, Lebesgueova mira této mnoziny je

0 pokud z € K(¢)

1 pokud z € S(¢)
ristickou funkci e-diskontinua. Mnozina S(e) je mnozina bodu nespojitosti funkce

pS(e) =1 —pukK(e) =1—2¢e. Oznatme xg(c) () :{ charakte-

Xs(e), Mira této mnoziny je uS(e) = 1 — 2¢ # 0. Funkee xg(c) je lebesgueovsky inte-
grovatelnd a plat{ jXS’(E) () = pS(e) = 1 — 2¢, funkce xg() ale neni integrovatelna
v Riemannové sm;slu, nebot mnoZina bodl nespojitosti mé miru vétsi nez nula
(podle [2, véta 161, str. 447] m& omezend funkce Riemannuv integral, kdyz je skoro
vsude spojitd, tzn. mnozina bodu nespojitosti ma miru nula).

Lebesguetv integral je obecnéjsi nez Riemannuv integral nejen z hlediska
velikosti mnoziny integrovatelnych funkci, jak bude ukazano v kapitole 7.
V teorii Lebesgueova integralu plati dulezité véty o limitnich prechodech,
napiiklad véta 4.41 o majorizovaném limitnim pfechodu, které pro Riemannuv
{ 1 pokud z € K(¢)

0 pokud z € S(¢)

("obrécend” funkce k charakteristické funkei e-diskontinua). V Lebesgueové teorii
1

lze pro vypocet integralu [ X(K1UK»U..UK,) () dz pouzit zdménu limity a integrdlu
0

integrdl obecné mneplati. Uvazujme funkci xg)(7) =

1 1
podle véty 4.41, pak T}LnolofX(Klquu...uKn)(x) dx = fnlgglo X(KluKzu...uKn)(x) dx =
0 0

1
1l Xk (e)(7) dr = 2¢. V Riemannové smyslu lze vypocet provést pouze nasledovné:
0

1
fX(KluKQU...uKn)(l‘)dfﬁ =e(1+ % + i + % + ...+ %) Ziména limity a integralu
0

posloupnosti funkei {f,} je u Riemannova integralu moznd napiiklad v piipadé, ze
posloupnost funkei { f,,} konverguje na intervalu I k funkci f stejnomérné, a to zde

neni splnéno.
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4.4  Vlastnosti Lebesgueova integralu

Véta4.32. Necht funkce f(z), g(x) jsou integrovatelné na méfitelné mnoziné E .

Pak je na E integrovatelnd i funkce h(z) = f(z) + g(z) a plati

/Eh(ac)da::/Ef(m)da:—i—/Eg(m)da:.

Véta4.33. Necht funkce f(z) je integrovatelnd na mnoziné E a necht k je kon-

stanta. Pak na E je integrovatelnd i funkce kf(x) a plati

/Ekf(a;)da::k/Ef(x)da;.

Vétad.34. Necht funkce f(x), g(x) jsou integrovatelné na mnoziné E a necht

f < g. Pak
/E fla) de < /E g() dar

Véta4.35. (Véta o stiedni hodnoté). Necht pro méritelnou funkei f(z) defino-

vanou na méfitelné mnoziné E plati A < f(x) < B. Pak plati

A~uE§/f(:L')dx§B-,u,E.
E

Disledek 4.36.  Je-li pE =0, pak [ f(z)dz = 0.
E

Veéta4.37. (Aditivnost integralu). Necht funkce f(z) je integrovatelnd na méritelné
mnoziné E. Pokud F je sjednocenim konecné nebo spocetné mnoha navzijem dis-

junktnich méritelnych mnozin Ey, tj. E=JE, (E;NE; =0, # j), pak
i
flz)dx = f(x)dx.
| t@ YR

Dusledek 4.38.  Jsou-li funkee f, g ekvivalentni, pak [ f(z)dz = [ g(z)dz.
E E

Poznamka 4.39. Je-li f =0 skoro vSude v E, pak [ f(z)dz = 0.
E
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Véta4.40. Necht f je méritelnd v E = (a,b). Pak plati, ze pokud f € L({a,b)),
pak jei|f| € L({a,b)) a plati nerovnost

[ raul < [ 1fldn

Lebesgueuv integral je absolutné konvergentni.

Véta4.41. Necht je ddna posloupnost méfitelnych omezenych funkef { f,,(z)} defi-
novanych na méritelné mnoziné E a necht tato posloupnost konverguje k funkci f(z)

skoro vSude, tedy

lim f,(x)= f(x) Vo€ E—Ey, uky=0.

n—oo
Necht déle existuje integrovatelna funkce ¢(z) takova, ze | fn(x)| < p(z) VzVn. Pak

je mozny limitni pfechod za znakem integrélu a plati:

fim [ fua)do = [t (o) do = fGo).

n—oo

Funkce ¢(x) se nazyva 1ntegrovatelné majoranta posloupnosti { f,(z)}.

Lebesgueuv integral lze rozsifit i na neomezené funkce.

Véta4.42. Necht funkce f(z) je méfitelnd a nezdpornd na méfitelné mnozing E,

necht ng € N. Pak funkce

@) jeli f(x) < no

no je-li f(x) > ng

@) =
je také méritelna.
Definice 4.43. Limitu

m If(fv)lno dx

nazyvame Lebesgueovym integralem funkce f(z) na mnoziné F, znac¢ime

/E F(@)dz mebo / o

Uvedend definice pfifazuje integral kazdé meéfitelné nezaporné funkei (inte-
grovatelné vsak nazyvame jen ty, jejichz integral je kone¢ny). Pro omezenou funkci
f a dostate¢né velké ng bude |f(z)|n, = f(z), tzn. tato definice splyva s predchozi.

Kazda omezena méfitelnd funkce je proto integrovatelna.
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4.5 Absolutné spojité funkce

Definice 4.44. Necht f je funkce definovand na (a,b) a necht D = {xg,z1,..., 2}

je déleni (a,b). Oznaéme

Pak ¢islo

varl, f = sup v(f, D)
D

nazveme variaci funkce f v intervalu (a,b). Je-li var®f < oo, nazyvame f funkce

s konecénou variaci na (a, b).

Véta4.45.
1. Funkce f je funkce s konecnou variaci pravé tehdy, kdyz lze vyjadrit jako rozdil
dvou neklesajicich funkci, tzn. kdyz existuji neklesajici funkce f1, fo takové, ze
f=h-fe

2. M&-1i f koneénou variaci na (a, b), pak je f v (a,b) omezena.

Véta4.46. Necht funkce f je omezend a neklesajici v intervalu (a,b). Pak f mé

skoro vsude v (a, b) konecnou derivaci.

Protoze kazda funkce, kterd mé v (a,b) kone¢nou variaci, je v tomto intervalu

rozdilem dvou neklesajicich funkci, z pfedchozi véty vyplyva:

Veétad.47. Necht funkce f md v (a,b) konecnou variaci. Pak f mé skoro vsude

v (a, b) koneénou derivaci.

Definice 4.48. Nechf na (a,b) je dédna funkce f. Funkce f je absolutné spojitd

v (a,b), pravé kdyz ke kazdému & > 0 existuje n > 0 takové, ze pro kazdé intervaly
n
(ug,vi), 1 =1,2,...,n, a<u; <v; <...<up, <v, <b, pro néz »_ (v; — u;) < n, plati
i=1
n
Z | f(vi) = fwi)] <e.

=1

Mnozinu vSech funkei f absolutné spojitych v (a,b) zna¢ime AC({(a,b)).
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Veéta4.49.
1. Je-li f € AC({a,b)), pak f ma konecnou variaci.
2. Je-li f € AC({a,b)), pak pro skoro kazdé x € (a,b) existuje vlastni derivace

f'(@).

Problematice vztahu absolutné spojitych funkci a Lebesgueova integralu je

vénovana nasledujici podkapitola.

4.6 Neurtity Lebesguetv integral

Lebesgueuv integral neni obecné zpusobily rekonstruovat funkci na zakladé znalosti
jeji derivace, tzn. obecné neplati Newtonuv vztah F(b) — F(a) = (L) [ F'(z)dx

a
ani kdyz derivace F’ existuje vsude v (a,b). To je nedostatek Lebesgueova integralu.

Definice 4.50. Kazdou funkeci

:/atf(:n)d:c+0,

kde t € (a,b), C € R je konstanta a f € L({a,b)), nazyvdme neurcity Lebesguetuv
integral funkce f v (a,b).

Poznamka 4.51.
1. Integral F(¢ f f(z)dr + C pro t € (a,b) byva nazyvan také integralem
S proménnou hornl mezi. Pro integral z pfedchozi definice se pfidrzim po-
jmenovani neurcity Lebesgueuv integrdl, které se pouzivd v [2], [3], [9] .
Poznamenejme jesté, ze tento integral neni urCitym integralem, jde o funkci
proménné t.
2. Pokud ff )dx konverguje v (a,b), pak Vt € (a,b) konverguje i ff
3. Jeli F neurc1tym integralem funkce f v <a b), pak postupnym dosazenlm t = a,

t = b a odectenim dostaneme F'(b) f f(z
Véta4.52. Necht funkce F' je omezend a neklesajici v (a,b). Pak v {a, b) plati

0< /b F'(a)dz < F(b) — Fla),

tedy F' € L({a,b)).
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Protoze kazda funkce s kone¢nou variaci lze zapsat jako rozdil dvou neklesajicich

koneénych funkci, plati nasledujici véta:

Véta4.53. Maé-li funkce F' v (a,b) konecnou variaci (specidlné je-li funkce abso-

lutné spojitd), pak F' € L({a,b)).

Véta4.54. Necht funkce F je neurcitym (Lebesgueovym) integrdlem v (a,b). Pak
F je absolutné spojita v (a, b).

t
Véta4.55. Necht f € L({(a,b)). Polozme F(t) = [ f(z)dx. Pak plati F'(z) = f(x)

a
skoro vsude v (a,b).

Véta4.56. Kazdd funkce F absolutné spojitd v (a,b) je v tomto intervalu

neur¢itym integralem své derivace.

Predchozi 1ze shrnout nésledovné: K tomu, aby funkce F' byla v (a, b) neur¢itym
integralem funkce f, nesta¢i splnéni podminky F’(x) = f(z) pro vSechna x € (a, b).
Funkce F je neurcitym integrilem v (a,b), kdyz F je v (a,b) absolutné spojita. Pro
dané dvé funkce f, F' plati, ze F' je neurcitym integrdlem funkce f v (a,b), kdyz
F je absolutné spojitd v {(a,b) a zdroven plati F'(x) = f(z) skoro vsude v (a,b).
A nakonec, pro funkci f plati, ze f € L({a,b)) pravé kdyz f je skoro vSude v (a, b)

rovna derivaci jisté funkce, kterd je absolutné spojita v (a,b).

z?sin % proz € (0,1)

Piiklad 4.57. Uvazujme funkei F(z) :{ . Zjistéme, zda

0 prozxz =0
funkce F' € £({0,1)). Derivace F’ je F'(z) = —2% cos & + 2xsin % pro z € (0,1),

2

F’(0) = 0. Funkce F neni v (0, 1) absolutné spojitd (lze ovéfit), a proto nemuze byt

F' v (0,1) integrovatelnd v Lebesgueové smyslu.

Poznamka 4.58.

1. Oznaéime-li v predchozim piikladu f(z) = —27“ cos 75 a g(r) = 2rsin 7, pak

funkce g(x) € L£({0,1)), ale f(z) ¢ L£({0,1)), nebot integral Ofl|f(:c)|dx = o0,

1
a tudiz integrdl [ f(z)dz neexistuje.
0
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1
2. Funkce F’ z piikladu 4.57 mé v (0,1) Newtonuv integrdl (N) [ F'(z)dz =
0

=F(1) — F(0) = 0. Plati F’ ¢ L({0,1)) A F' € N({(0,1)).
Tento piiklad ukazuje funkci, kterd nemé Lebesgueuv (a tedy ani Riemannuv)

integrdl. Lebesguetv integral zahrnuje Riemanntv integral, ale ne Newtonuv in-

tegral.

Obrézek 7: Graf funkce F'(x) = —2% cos Z; + 2z sin .
y
1

BITYNAWAN /\
0 TV i 2 x
-1

Obrézek 8: Graf funkce F(z) = 2% sin 5.
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5 Perronuv integral

5.1 Definice Perronova integralu

Definice uvedena nize pochézi z roku 1914 od némeckého matematika Oskara Per-
rona (1880 - 1975). Shriime dosavadni. Je-li F' primitivni funkef k funkei f v (a,b),
Newtonuv integrél je definovan (N) f f(z)dx = F(b) — F(a), pficemz pravé strana
nezavisi na tom, kterou primitivnia funkci vezmeme. Je-li f kone¢na a spojita

t
v (a,b), je jeji Riemannuv integrdl F(¢t) = [ f(z)dx primitivni funkef k funkei
a

f v (a,b), a tedy podle Newtonova vztahu F(b) — F(a) = (R)fbf(a:) dr a tutéz
hodnotu méa i Lebesgueuv integrdl. U nespojitych funkei se viak tyto pojmy lisi.
Perronova definice byla dalsim zobecnénim pojmu integrél, tento integral zahrnuje
Newtonuv a Lebesgueuv (a pak i Riemannuv) integrdl. Oskar Perron piitom vysel
podobné jako Newton z pojmu primitivni funkce. Nem4-li funkce f v (a,b) pri-
mitivni funkci, vySetifuje Perron majoranty M a minoranty m funkce f a rozdily
M(b) — M(a), m(b) — m(a) bere jako horni a dolni odhad hledaného integralu.

Pozadavek existence derivaci M’, m’ nahrazuje jesté hornimi a dolnimi derivacemi.

Definice 5.1. Necht funkce g je déna v {(a,b) a = € (a,b). Definujme vztahem

_ B) —
Dg(x) = hrilS;lp g(z + })L 9(x)

z+he(a,b)

horni derivaci funkce g v bodé x € (a,b) a vztahem

Dg(z) = liminf &N —9(@)
h—0 h
z+he(a,b)

dolni derivaci funkce g v bodé x € (a, b).

Podle definice zfejmé pro kazdé z € (a,b) plati Dg(x) < Dg(x) a kdyz m4
Dg(x).

)

funkce g v bodé z € {(a,b) derivaci ¢'(z), pak ¢'(z) = Dg(z) = Dg

Lemma5.2. Necht g je definovéna na (a,b). Je-li Dg(xz) > 0Vz € (a,b), pak

funkce ¢ je neklesajici v (a, b).



5.1 Definice Perronova integrdlu 47

Definice 5.3. Necht f, M jsou dvé funkce na (a,b). Funkci M nazveme majorantou

k funkci f, kdyz pro kazdé x € (a, b) plati

Lemma5.4. Necht M je majoranta a m minoranta k funkci f v (a,b). Potom

funkce M — m je neklesajici, tedy pro kazdé c,d € (a,b), ¢ < d plati
M(d) —m(d) = M(c) —m(c),

nebo
M(d) — M(c) > m(d) — m(c).

Poznamka 5.5. Specidlné pro kazdou majorantu M a kazdou minorantu m je

m(b) —m(a) < M(b) — M(a).

Definice 5.6. Jestlize k dané funkci f v (a,b) existuje alespon jedna majoranta

i minoranta a jestlize

kde infimum bereme pres vSechny majoranty a supremum pies vSechny minoranty

b
k funkei f, fekneme, ze funkce f mé Perronuv integrdl (P) [ f(z)dz od a do b

a klademe X
I = (77)/ f(z)dx.

Mnozinu v8ech funkei, které maji Perronuv integrél v (a,b), ozna¢me P((a,b)).

Véta5.7. Pro danou funkci f existuje v (a,b) Perronuv integral (P)fbf(x) dz,
praveé kdyz pro kazdé € > 0 existuje k funkci f v (a,b) majoranta M a mirtlloranta m
tak, ze plati

M(b) — M(a) — (m(b) —m(a)) <e.
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5.2 Vlastnosti Perronova integralu

b
Véta5.8. Necht funkce f, g maji v (a,b), a < b Perronuv integral (P) [ f(z)dz

a
b
(P) [ g(x) dx, necht c1, c; € R jsou libovolnd éisla. Pak i funkce ¢1 f + ¢3¢ mé
a
b) P

v (a, errontv integrél a plati:

(P)/ab[qf()Jrczg( /f )dx + e ( )/ g(x)dx .

b
Véta5.9. Necht funkce f méd v (a,b) Perronuv integral (P) [ f(z)dz. Pak

a

d
pro kazdy interval (c,d) C (a,b) existuje (P) [ f(z)dx.

C
Véta5.10. Necht na {(a,b) je ddna funkce f, necht ¢ € {(a,b), necht existuji in-

c b
tegraly (P) [ f(z)dz a (P) [ f(z)dz, pak existuje i (P) [ f(z)dx a plati

P)/abf(x)d:z:(P)/acf(x)dx+(73)/cbf(x)d:c.

Je-li f perronovsky integrovatelnd, pak pro kazdé ¢ z intervalu (a,b) muzeme

8~

psat F(t f f(z)dz, kde F je neurcitym integrdlem funkce f v (a,b), nebot

pro vSechna c, d € (a,b) plati

[ s [ o= [ s

a F' je spojita.
5.3 Vztah Perronova, Newtonova a Lebesgueova integralu

b
Vétab5.11. Ma-li funkee f v (a,b) Newtonuv integral (N) [ f(z)dz, pak zde ma

a

i Perronuv integral (P) [ f(z) dx a plati

P [ " fla)de = (V) [ fa@ydo.

a

8~
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Vétab5.12. Maé-li funkce f v (a,b) Lebesgueuv integrél, pak mé zde i v Perrontuv

integral a oba integrdly maji stejnou hodnotu, tedy
b b
®) [ f@)de=(0) [ fa)do.

Opacnd implikace obecné neplati. Napiiklad funkce f z ptikladu 4.57 ma Per-
ronuv integral, protoze ma i Newtonuv integrél, tato funkce ale neni integrovatelna

v Lebesgueové smyslu.

Lebesgueuv integrél je absolutné konvergentni, Perrontv integral neni. Pokud
f € P({a,b)), pak z toho neplyne |f| € P({(a,b)), Perronuv integral je (stejné
jako Newtonuv integrdl) neabsolutné konvergentni. Pokud ale existuji integraly
(P)fbf(ac) dz a (P) fb |f(z)| dz, pak fikdme, ze Perronuv integréal konverguje abso-

a a
lutné. Nésledujici véta popisuje vztah mezi Lebesgueovym a Perronovym integrdlem.

Vétab.13. Nechf v (a,b) je ddna funkce f. Pak plati, Ze Perronuv in-
b

tegral (P) [ f(x)dz konverguje absolutné pravé tehdy, kdyz Lebesgueuv integrél

a

(E)fbf(a:) dx konverguje.
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6 Kurzweiliiv integral

6.1 Definice Kurzweilova integralu

Kurzweiluv integral je souctovy integral, ktery je definovan velmi podobné jako Rie-
mannuv integral, avsak je obecngjsi. Jeho tvirce vedla myslenka vytvofit takovy
typ integralu, ktery by bylo mozno vyjadfit pomoci jistych integralnich souctu
a pro ktery by byla zaroven splnéna Newtonova - Leibnizova formule. Tento in-
tegral je proto zobecnénim i Newtonova integralu. K definovani Kurzweilova in-
tegralu lze vystacit s elementdrnéjsimi prostiedky nez u Lebesgueova (ktery vyzaduje
uziti pojmu miry a méfitelnosti) nebo Perronova integrélu (horni a dolni derivace).
pres jednorozmérné intervaly mé vSechny vyhody Lebesgueova integralu.

Pii konstrukci tohoto integrdlu je zakladni myslenkou vyjadfit hodnotu
Newtonova integralu pomoci néjakych integralnich souctii, které jsou Riemannova
typu. Pfiblizme v nésledujicich fadkéach tento myslenkovy postup.

Méjme funkei f : (a,b) — R a necht tato funkce mé Newtonuv integral

b
W) [ f@)ds = Fa) - F(1).

Hodnotu Newtonova integralu chceme vyjadrit pomoci integralnich souctu
n
> fE) (@ —wia).
i=1

Funkce F' je primitivni k funkeci f v (a,b), tzn. F'(7) = f(7) pro kazdé 7 € (a,b)
a podle definice derivace to znamend, ze k danému ¢ > 0 a k danému 7 € (a,b)
existuje A = A(7,¢) > 0 tak, ze pro kazdé = € (a,b), pro které 0 < |[x — 7| < A, je

Fx) — F(7)

r—T

| - fnl<e,

tedy
[F(z) = F(1) = f(T)(z —7)| <el(z — )]

Vezmeme-li nyni x;_1, z; € {a,b) takova, ze

T-A<z1<T<x; <TH+A,
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pak plati
|F (i) = F(wi-1) = f(7)(@i — @i-1)| <

< |F(xi) — F(r) = f(7) (@i = 7)| + [F(7) = Fxi-1) — f(7)(T — zi1)| <
<e(lwi — 7|+ |7 —wiz1]|) = el — xim1)
Predpokladejme, ze existuje déleni s vyznaénymi body intervalu (a,b)
(D,7) ={a=z0,71,%1, ..., Tp—1,Tn, Tn, = b}
(tzn. ve smyslu definice 3.10), pro které plati
T-A<zT 1 <<y <T+A, i=1,...,n.

Pak plati

b n
|(N)/ f@)dz =Y f(r) (@i — zia)| = [F(b) = Fla) = Y f(7)(zi — 2i1)| =
@ i=1

=1

= | Y [F(i)=F (i) = f(ra)(@i—wi1)]| <Y |F ()= F(zi) = f(ri) (zi—wi)| <
i=1 i=1

n

< 62(%’1 —xi—1) =¢e(b—a).

i=1
To znamend, ze Newtonuv integral lze s libovolnou presnosti aproximovat in-
tegralnim souctem »_» ; f(7;)(z; —xzi—1), ktery vystupuje v definici 3.11 Riemannova

integralu. Déleni D intervalu (a,b) vSak musi spliiovat jisté podminky.
Pristupme nyni k definovani Kurzweilova integralu.

Definice 6.1. Necht D = {xg,x1,...,Tn—1,Zs} je déleni intervalu (a,b) takové, Ze
plati a=z9 <z <...< 1,1 <x,=>b, a necht jsou ddny body 7;, i=1,...,n tak, Ze
xi—1 <7; <z;. Pak symbolem D, ozna¢me mnozinu D, = {zg, 71, Z1, ..., Tn—1, Tn, Tn }
Necht je dale v (a,b) ddna funkce A : (a,b) — (0,00), kterou nazveme kalibrem.

Pak pokud pro déleni D, = {z¢, 71,21, ..., Tn—1, Tn, Tn } plati
<fL’i_1,sz‘> C (Ti — A(TZ‘),Ti + A(Tz)), i=1,...,n,

nazveme jej A-jemné déleni intervalu (a,b). Mnozinu vsech déleni, kterd jsou

A-jemné vzhledem ke kalibru A, ozna¢me A(A, (a, b)) nebo jen A(A).
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Lemma6.2 (Cousinovo lemma). Necht je ddn kalibr A : (a,b) — (0,00). Pak

A(A, (a,b)) # 0, tzn. k tomuto kalibru vzdy existuje déleni, které je A-jemné.

Definice 6.3. Necht je v {a, b) ddna funkce f a necht D, ={xo, 71, Z1, ..., Tn_1,Tn, Tn}

je libovolné déleni intervalu (a,b). Utvorme integralni soucet
n
o(f,Dr) =Y f(mi) (@i — wi1).
i=1

Cislo I € R nazveme Kurzweilovym integralem funkce f v (a,b), kdyz ke kazdému
e > 0 existuje kalibr A : (a,b) — (0,00) tak, ze pro kazdé A-jemné déleni D plati
nerovnost

lo(f,D;)—I| <e.

b
Kurzweiluv integrdl funkce f od a do b znaéime (K) [ f(z)dz. Pokud existuje

a
b
(K) [ f(z) dz, fekneme, ze funkce f je integrovatelna v Kurzweilové smyslu. Mnozinu
a

viech funkei integrovatelnych v Kurzweilové smyslu znacime K({a, b)).

Poznamka 6.4.

1. Cousinovo lemma je pro definici Kurzweilova integralu dileZité, nebot podle néj
vzdy existuje déleni, které je A-jemné, a ma proto smysl mluvit o integralnich
souctech. Existence déleni u Riemannova integralu je zfejma.

2. Jerli 00 < b < a < oo, pak (K) [ f(z)de = —(K) [ f(@)dz a (€) | f(@)dz = 0
Va € R. ’ ' ’

Srovname-li nyni Riemanniv a Kurzweiliv integral, zjistime, ze integralni
soucty u obou integrali jsou stejné, a rozdil nalézdme u pojmu jemnost déleni.
U Kurzweilova integralu musi byt déleni tak jemné, jak to vyzaduje kalibr A, ktery
je kladnou funkei na (a,b) (a ktery je urcen derivaci F'(r) = f(7)). U Riemannova
integralu musi mit déleni malou normu v(D), |x; — z;—1| < §, tzn. jemnost déleni
je stanovena pevnou hodnotou §. Jde tedy také o kladnou funkci a tato funkce je
konstantni. Pfes tuto nendpadnou zménu je mnozina funkei K((a, b)) mnohem vétsi

nez mnozina R({(a,b)).
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Urcéeni hodnoty Kurzweilova integralu ptimo z definice je obtizné. Ve skutecnosti
musime nejprve odhadnout (nebo pomoci jiné, napiiklad Newtonovy definice nalézt)

hodnotu integrélu a pak k danému ¢ sestrojit vhodny kalibr.

P#iklad 6.5.  Uvazujme funkci f(z) = z? na intervalu (0,1) (tato funkce ma
Newtonuv i Riemanntuv integrél). Necht (D,7) = {a = xg,T1,%1, .., Tn, Tn, = b} je

A-jemné déleni s nezndmym kalibrem A. Urcéeme tento kalibr A tak, aby integralni
n

soucty tvaru > f(7;)(z;—x;_1) ndm poskytly aproximaci integralu funkce f(z) = 22
i=1

na (0, 1) s presnosti danou e.

n
Uvazujme soucty > f(7i)(z; — zi—1). Hodnota integralu pfes interval (x;_1,z;)
i=1
je ziejmé F'(x;) — F(z;—1). Podle véty o stfedni hodnoté existuje z; € (z;_1,x;) tak,

ze F(x;) — F(zi—1) = f(zi)(z; — x;—1). Nyni podle nerovnosti

n

Y 1P () = Flaia) = f(mi) (@i —mi1)]| € ) (0 — i)
i=1

=1

odvozené na zacatku této kapitoly dostaneme

Pokud |z; — ;| < A, pak z;+ 7, < A+27; a

’ Z(zl — Tz)(zz + TZ)(.% — 1‘Z‘_1)‘ < Z A(A + QTZ‘)(xi — a:i_l) .
=1 ]

Chceme aby

n

ZA(A+2T¢)($¢ —(L‘i_l) = €(a:i—ari_1).

i=1 =1

3

Z rovnosti A(A + 27;) = £ dostaneme pro kalibr A = —7; 4+ /72 + ¢, tedy

Alre) i — -1+ /TP +e.
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y
1
0 X11§ ;Ti Xl 1 X
A T-A(r) L GTA(T
(e=01)

Obrazek 9: K piikladu 6.5.

Véta6.6 (Bolzanova-Cauchyova podminka existence Kurzweilova in-
b

tegralu). Funkce f ma v (a,b) Kurzweiluv integrél (K) [ f(z)dx = 0 pravé tehdy,
a

kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje A : (a,b) — (0,00) tak, ze pro libovolnd dvé

A-jemnd déleni D1, D, intervalu (a, b) plati

0(f, Dr1) — o(f, Dyo)| <.
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—2% cos % 4+ 2xsin ;. pro x € (0,1)

Piiklad 6.7. Uvazujme funkci f(z) :{
0 prox =0

V predchozich kapitolach bylo ukdzano, ze pro funkci f plati f ¢ £((0,1)) A
f € N({0,1)). Pozménime-li tuto funkci na mnoziné miry nula raciondlnich ¢isel tak,
aby v téchto bodech nabyvala hodnoty 1, pak takova funkce stdle nemd Lebesgueuv

integral, nema Newtonuv integral, avSak ma Kurzweiluv integral. Tedy pro funkci

—Zicos +2xsin & prox € IN(0,1)
9(x) :{
g & N({(0,1)) A g € K({0,1)). Vzhledem k tomu, ze K({a,b)) = P({a,b)), coz bude

ziejmé plati g ¢ L£({0,1)) A
1 proxz € QN (0,1)
ukédzano v kapitole 7, plati také g € P((0,1)).

6.2 Vlastnosti Kurzweilova integralu

b
Véta6.8. Necht funkee f, g maji v (a,b), a < b Kurzweiluv integral (K) [ f(z) dz
b
(K) [ g(x) dx, necht ¢, ¢c; € R jsou libovolnd ¢isla. Pak i funkce ¢; f + ¢3¢ mé
b) K

v (a,b) Kurzweiluv integrél a plati:

(’C)/ab[clf( ) +e29(x) /f Jdz + 2 (K )/ g(z)dzx.

Diusledek 6.9.  Necht funkce f, g jsou ddny v intervalu {(a,b) a necht mnozina

b
{ze(a,b): f#g} je nejvyse spotetnd. Pak existuje-li jeden z integrala (K) [ f(z) dzx
a

(
b
K) [ g(z) dx, pak existuje i druhy a plati
a

K) / ’ fla)de = () / ) da

(Spocetné mnoziny jsou tak "malé”, ze nemaji vliv na hodnotu integrélu.)

b
Véta6.10. Necht funkce f md v (a,b) Kurzweiluv integrdl (K) [ f(x)dz. Pak

a
d

pro kazdy interval (c,d) C (a,b) existuje (K) [ f(z)dx.

[

Véta6.11. Necht na (a,b) je dédna funkce f, necht ¢ € (a,b). Pak plati, ze
b b

K) [ f(z)dz existuje prave, kdyz existuji integraly (K) [ f(z)dz a (K) [ f(z)dx
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a plati

w0 [ " fla)de = () [ @) [  fa)d.

Véta6.12. Necht v (a,b) je ddna funkce f, kterd ma zde Kurzweilv integral

b
(K) [ f(z)dz, a necht f(z) > 0 pro vSechna z € (a,b). Pak plat{

b
(zc)/ F@)dz > 0.

b
Dusledek 6.13.  Necht f, g maji v (a,b) Kurzweilav integral (K) [ f(z)dz a

a
b

(K) [ g(z) dx a necht f(z) > g(z) pro vSechna z € (a,b). Pak plati

a

w0 [ ' fla)de > () / ) da

b
Véta6.14. Necht funkce f mé v (a,b) Kurzweiluv integral (K) [ f(x)dz a necht

a
b

funkee |f| mé v (a,b) Kurzweiluv integral (K) [ |f(z)| dz. Pak plati:

b b
) [ s@)ds < 1) [ 1)l

Skutecnost, ze néjaka funkce f je integrovatelnd v Kurzweilové smyslu, neimp-
likuje existenci integrélu absolutni hodnoty |f| této funkce. Kurzweiluv integral je

neabsolutné konvergentni.

Véta6.15. Necht funkce f je v (a,b) spojitd. Pak f je integrovatelna v Kurzweilove

smyslu.

6.3 Vztah Kurzweilova, Riemannova a Newtonova integralu

b
Véta6.16. Necht f méd v (a,b) Riemannav integrdl (R) [ f(z)dz. Pak existuje

a
b

také Kurzweiluv integral (K) [ f(z) dz a plati

a

®) | ’ fla) e = (K) /  fla)d.
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b
Véta6.17. Necht f md v (a,b) Newtonuv integral (N) [ f(z) dz. Pak existuje také

a

Kurzweiluv integral (K) | f(z)dz a plati

8 —

V) / " fla)de = () /  fla)de.

Kurzweilv integrédl zahrnuje jak Newtonuv, tak Riemannuv integral. Srovname-
li Perrontv a Kurzweiluv integral, lze tici, ze zavedeni Kurzweilova integralu je
jednodussi v tom smyslu, ze lze vystacit s elementarnéjsimi prostiedky, nez jaké
pouzil Perron ve své definici. V kapitole 7 bude ukézano, ze posledni dva jmenované

integrély jsou ekvivalentni.

6.4 Definice Kurzweilova integralu pfes neomezeny interval

Obdobné jako u Riemannova integralu je definice Kurzweilova integralu zavedena jen

b %)
pro omezené intervaly a nejsou v nf obsazeny integrdly typu [ f(z)dz, [ f(z)dx.
—00 a

Integral pfes neomezené intervaly definovan jako limita integrala v koneénych

mezich.

6.5 Neurcity integral

Definice 6.18. Rekneme, 7e funkce F je v intervalu I (interval libovolného druhu)

neur¢itym integralem funkce f, kdyz pro kazdé ¢, d € I plati

d
(K) / f(z)dz = F(d) - F(c).

Véta6.19. Necht funkce F' je v intervalu I primitivni funkci k funkci f. Pak F je
neur¢itym (Kurzweilovym) integralem k funkci f v I.
Véta6.20. Necht I = (a,b). Necht pro funkci f existuje v (a, b) primitivn{ funkce F
b
a ddle necht existuji vlastni limity liI? F(z), lim+ F(z). Pak existuje (K) [ f(z) dx
T—b— T—a
a plati ¢

b
(IC)/ f(z)dr = lim F(z)— lim F(z).

r—b— r—a+
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Tato véta udava souvislost Kurzweilova a Newtonova integralu, pricemz se zde
pozaduje pouze existence primitivni funkce v otevieném intervalu (a, b). Véta je také
navodem k vypoctu Kurzweilova integralu pomoci primitivni funkce. Urcit hodnotu

integralu primo z definice je obtizné.

Véta6.21. Necht f € K((a,b)). Pro t € (a,b) definujme neur¢ity integral

F = [ 1is)ds.

Pak plati

skoro vsude v (a, b).

Veéta6.22. Necht f € K((a,b)). Pak plati, ze f je absolutné integrovatelnd (tedy
|f] € K({a,b))) pravé tehdy, kdyz neurcity integral

F(t) = / t f(z) da

je funkce s kone¢nou variaci. V tom piipadé plati

b
VargF:/ |f(x)| dx .

Véta6.23. Necht f € K({a,b)). Pak plati, Ze |f| € K({a,b)) (tzn. f je absolutné

integrovatelnd) pravé kdyz neurcity integral funkce f

F(t):/ f(z)dz, t € {(a,b)

je absolutné spojitd funkce.
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7 Vztah mezi jednotlivymi typy integrali

Omezme se v této kapitole na piipad uzavieného a omezeného intervalu I = (a,b),
I C R. Mnoziny integrovatelnych funkci ve smyslu Newtona, Riemanna, Lebesguea,
Perrona a Kurzweila oznac¢me po fadé N'({a, b)), R({a, b)), L({a, b)), P({a, b)), L({a,b)).
Déle necht C({a,b)) zna¢i mnozinu viech spojitych funkci na intervalu {(a, b) a sym-
bolem AK((a,b)) oznaéme mnozinu funkei f : (a,b) — R, pro které f € K((a,b))
a zéroven |f| € K({a,b)) (jde tedy o mnozinu absolutné integrovatelnych funkeci

v Kurzweilové smyslu). V nésledujicich pododstavcich dokézeme, ze

C((a,0)) G N((a, b)) G K((a,b)) = P((a,b))

C((a,b)) & R((a,b)) & L({a,b)) = AK({a, b)) & K((a, b)) = P({a,b)).

Uvedena rekapitulace je graficky znazornéna na obrazku. Jesté pro dplnost dodejme,
ze kdyz pro funkci f : (a,b) — R existuji alespon dva z uvedenych integréla, pak

tyto integraly jsou si rovny.

Obrézek 10: Vztah mezi jednotlivymi typy integrala.
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7.1 Vztah Newtonova a Riemannova integralu

Dokazeme nejprve nasledujici vétu.

VeétaT7.1. Necht —oo < a < b < oo a necht funkce f : {(a,b) — R je takova, ze

existuji jeji Riemannuv i Newtonuv integral. Potom

b b
®) [ seyat =) [ 50t =P ) - Fla),
kde F' je primitivni funkce k funkci f v intervalu (a,b) a F' je spojita v (a,b).

Diikaz: Vzhledem k definici Newtonova integralu staci ukézat, ze Riemannuv
integral je roven F'(b) — F(a).

Necht (D,7) = {a = xg, T1, 1, .-, Tn—1, Tn, T, = b} je déleni intervalu (a,b)
s vyznaénymi body 7 az 7,. Protoze Riemannuv integrél existuje, k libovolnému

e > 0 existuje takové § > 0, Ze pro kazdé déleni D s normou mensi nez ¢ bude

b
o(D,7) - (R) / ] <, (1)

kde
k

o(D,7) = Zf(Tz)(CUz —Ti—1) a T E(Ti—1,mi),i=1,..,n.
i=1

Nerovnost (1) je pfitom splnéna pro libovolny vybér bodu 7; € (x;—1, ;). Protoze
funkce F' je spojitd v (a,b), je spojitd i v kazdém intervalu (x;_1,x;) a v kazdém
vnitinim bodé tohoto intervalu mé vlastni derivaci F’. Podle véty o stfedni hodnoté

existuje 7; € (x;—1,x;) tak, ze

FI(7) = —— L F(F) =),
odtud
Fl(Ti) (i — xio1) = F(x) — Fxio1) = f(7) (xi — 2i-1) -

Utvorme soucet

n n

o(D,7) =Y f(@E) (@i — i) = Y _[F(x;) = F(i1)] = F(b) — F(a).

i=1 i=1

Pak vzhledem k (1), kde 7; = 73, je

b
F(b) — F(a) - (R) / f(tydt] <.
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kde € je libovolné malé.

Pozornost nyni vénujeme tomu, Ze spojita funkce na intervalu (a,b) ma Rie-
mannuv i Newtonuv integral. Dokdzeme nejprve vétu 3.17, kterd je uvedena v 3. kapi-
tole.

b
Véta3.17. Necht funkce f je spojitd na intervalu (a, b). Pak existuje (R) [ f(x) dx

(tzm. C((a, b)) C R((a,b))). ‘

Diikaz: Existence Riemannova integralu plyne z Bolzanovy - Cauchyovy
podminky pro jeho existenci (véta 3.8) a z toho, ze spojita funkce na uzavieném
omezeném intervalu je stejnomérné spojita. Podle véty 3.8 mé funkce f v (a,b) Rie-
mannuv integral, kdyz pro kazdé € > 0 existuje takové déleni D intervalu (a,b), Ze
plati S(D) — s(D) < e.

Necht je tedy ddno ¢ > 0. Protoze funkce f je spojitd na (a,b), pak je zde
stejnomérné spojita, a existuje tedy & > 0 takové, ze pro libovolnd z1,z2 € (a,b),
jejichz vzdélenost je mensi nez 6, plati | f(x1) — f(x2)| < ;= . Volime déleni D; tak,
aby v(D;) < 6. Funkce f je spojitd v (a,b), a je tedy spojitd i v kazdém intervalu
(xi—1,x;) déleni Dq. Na kazdém intervalu (x;_1, x;) nabyva funkce f svého maxima

M; = f(n;) 1 minima m; = f(&;), pficemz plati

G —ml <8 & 0<Mi—mi=f0m)~ &)< 5=
a tedy
S(f,D1) = s(f, D1) =Y (M; —my)(w; — wi1) <
i=1
<Y @i—mi) = —(b-a) ==,

=1
coz jsme chtéli ukazat.

Existence Newtonova integralu pro spojitou funkci vyplyvé z nasledujici véty:

Véta7.2. Funkce spojitd na (a,b) ma v kazdém jeho bodé primitivni funkci

(v krajnich bodech derivaci zprava, resp.zleva).

Diikaz: Polozme F(z) = (R) [ f(t)dt pro = € (a,b) (existence F je zaruena

predchozi vétou). Omezme se déle na bod zg € (a,b) (v piipadé krajnich bodu



7.2 Vztah Newtonova a Perronova integrdlu 62

x = a nebo x = b by byl postup analogicky). Funkce f je spojitd v zg € (a,b)
a tedy k libovolnému € > 0 existuje 0 > 0 takové, ze |f(x) — f(zo)| < & pro kazdé
x € (xg— 6,20+ 9) N (a,b). Pro x # xo, v € (.CU() — 6,20+ 9) N (a,b) plati
ELE) — o) = | (] F(0)dt = [ fie) ) - gzl

= | ( ff(t dt—ff(wo)dt\= m\f f() = f(xo)) dt| <

|x xol‘f‘f mo)]dt]<|xx‘]f£dt\ Flm\x—xo\e:a

Fz)—F(x0) _ flz

r— 0)- V libovolném vnitinim bodé intervalu (a, b) existuje

Tedy lim

r—x0

derivace funkce F a plati F'(xg) = f (o).
K dukazu C((a,b)) C N({a,b)) je jesté tieba ukézat, ze existuji vlastn{ limity

lim F(x) a lilil F(z). To je viak ziejmé, nebot f je spojitd v (a,b), a tedy i F je
Tr—a— r—b+

spojita v (a,b) a limity existuji.

Piiklad funkce, kterd ma Newtonuv a nemd Riemannuv integral je uveden
v kapitole 2 (pfiklad 2.17), naopak, funkce, kterd nema Newtonuv a ma Riemanntv

integral, je uvedena v kapitole 3 (ptiklad 3.21).

7.2 Vztah Newtonova a Perronova integralu

b
Vétab5.11. Ma-li funkee f v (a,b) Newtonuv integral (N) [ f(z)dz, pak zde ma

a

i Perronuv integral (P) [ f(z) dx a plati

P [ ’ fa)dr = W) [ f@ydo.

a

8~

Dukaz: Ma-li funkce f v (a,b) primitivni funkei F, tzn. existuje-li derivace

F'(z) = f(z) Vz € (a,b), pak pro tuto derivaci plati

F - F F - F F —F
F'(z) = lim Gl (z) = lim sup (z+h) (z) = lim inf (z+h) (@) )
h—0 h h—0 h h—0 h

tzn.
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Tato primitivni funkce F' je tedy soucasné majorantou i minorantou k funkci f
v {a,b) (ve smyslu definice 5.3). Podle véty 5.7 Perronuv integrdl existuje, nebot
dosadime-li ve vztahu M (b)—M (a) — (m(b)—m(a)) < € za M a m funkci F', podminka
je vzdy splnéna.

Majoranty a minoranty v definici Perronova integralu nahrazuji pojem primi-
tivni funkce, pozadavky na né jsou vSak slabsi nez pozadavek existence primitivni
funkce v pfipadé Newtonova integrdlu. Proto mnozina funkci P({a, b)) bude zfejmé

véts nez mnozina N ((a,b)). Plati N'((a,b)) & P((a,b)).

Priklad funkce, kterd nemé Newtonuv a mé Perronuv integral, je uveden v
kapitole 6 (piiklad 6.7).
7.3 Vztah Riemannova a Lebesgueova integralu

V této kapitole dokazeme vétu 4.27 z kapitoly 4.3.

Véta4.27. Ma-li f(z) v (a,b) Riemannuv integral, pak zde m4 i Lebesgueuv in-

tegral a oba integraly jsou si rovny, tj.

<7e>]£bf<x>da:=:c£>]£bf<m>dx.

V dikazu budeme pracovat s pojmem jednoduchd funkce, proto jej nyni

zavedeme.

Definice 7.3. Nezapornou funkci h : M — R nazveme jednoduchou funkci, jestlize
existuji redlnd ¢isla ai, ag, ..., a, a méfitelné mnoziny My, Mo, ..., My, M;NM; =0

n
Vi#j AN U M; =M tak, ze
i=1

' n
h= ZaiXMi .
i=1

Lebesgueuv integral jednoduché funkce definujeme vztahem

(©) [ hd =" acnot).
=1

Jednoducha funkce je funkce, jejiz obor hodnot je koneénd mnozina. Je to

linedrni kombinace koneéné mnoha charakteristickych funkci. Lze ukézat, ze pro
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kazdou nezdapornou méfitelnou funkei f existuje posloupnost {h,}52 ; jednoduchych

funkei takova, ze 0 < hy < hpp1 a lim hy, = f.
n—oo
Nyni pristupme k dukazu véty 4.27.

Diikaz: Necht funkce f € R({(a,b)). Potom existuji déleni D,, a D, takovi,

7e Dyp41 je zjemnénim déleni D,, a ze v(D,,) — 0. Tedy

s(f, Dn—1) < s(f, D Zmz Ti— Ti—1) /f )dx pron — oo,

S(f,Dp-1) > S(f.D ZM —xi_1) /f )dxr pron — oo,

m; = inf f(z), Mi= sup f(z).

(zi-1,2:) (Ti—1,74)

Necht hy,, Hy, : {(a,b) — R jsou jednoduché funkce definované vztahy

= Zml xi(x), Hy(z)= Z M; xi(x),
i=1 i=1

kde x;(x) znaé¢i charakteristickou funkci intervalu (z;_1, z;). Zrejmeé
hi(z) < hp(x) < hpg1(x) < f(z) < Hpy1 < Hy, < Hi(z) pro vsechna x € (a,b) .
Vzhledem k monotonii h,, a H, existuji funkce h a H takové, ze

lim h,(z) =h(x) a lim H,(x) = H(x),

n—00 n—00
pricemz tedy
h<f<H. (2)

Protoze h, a H, jsou jednoduché funkce, jsou tyto funkce Lebesgueovsky inte-

grovatelné, tzn. h,, H, € L({a,b)), pficemz

() Lbhn<x>dx—s<f,D a /H S(f, D).

Nyni podle véty o majorizovaném limitnim piechodu bude h € L({a,b)) a také

H € L({a,b)) (majoranta ¢ je zarucena existenci funkei hy, Hy), pficemz

n—oo

b b b
R) / fl@)da = lim s(f,Dy) = lim (£) / ho(2) d = (L) / h(z) da
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b b b
(R) / fl@)da = lim S(f,D,) = lim (£) / Hy(x) dz = (L) / H(z)dz.

Vzhledem k (2) ovSem i f € L((a, b)) a plati

(R) /abf(x) dz = (L) /abh(x) dz = (£) /abH(x) dz = (L) /abf(x) d.

Priklad funkce, kterd neméd Riemannuv a méa Lebesgueuv integril, je uveden

v kapitole 3 a 4 (priklad 3.16, 4.28).

7.4 Vztah Lebesgueova a Perronova integralu

V tomto odstavci je cilem ukazat, Ze z existence Lebesgueova integralu pro néjakou
funkci f plyne i existence Perronova integralu pro tuto funkci a ze oba integraly jsou
si pak rovny. Budeme pfitom vychézet z pomérné hluboké nésledujici véty 7.5, ktera
je dokdzéna napiiklad v [2]. Nejdiive pro tplnost pripomeneme definici polospojité

funkce.
Definice 7.4. Necht f: M — R. Jestlize pro kazdé ¢ € R je mnozina
{x € M; f(x) < c}

oteviena v M, tikdme, Ze f je shora polospojita v M. Jestlize pro kazdé ¢ € R je
mnozina

{z € M; f(z) > c}

oteviena v M, fikdme, ze f je zdola polospojitd v M. (Na M se uvazuje topologie

indikovana eukleidovskym prostorem E; = R).

Véta7.5. Necht mnozina M C R je métitelna. Necht funkce f je definovand vsude
v M a necht m4 Lebesguetv integrdl na M. Necht je ddno € > 0. Potom existuji
funkce ¢, 1 s nasledujicimi vlastnostmi:

1. ¢ je polospojita zdola v M, 1) polospojita shora v M,

2. ¢ je zdola omezend v M, ¥ omezend shora v M,

3. o(x) > f(z) > ¢(z) pro kazdé v € M,

4. —o00 <J‘£g0(ac)d1:—€ < (E)J\if(x)da: <A£w(x)d$+€ < 0.
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Dale budeme v tomto piipadé pracovat pouze s takovou mnozinou M, kterd je

intervalem.
Nyni pfikroéme k dikazu nésledujici véty.

Véta7.6. Necht f je funkce definovana v (a,b) a necht integral

() / ' fa) d

konverguje. Potom existuje i Perronuv integrél

b
(P) / f(x) da
a plati , ,
() / f(x)dz = (P) / f(x) dz.

Diikaz: Omezime se na situaci, kdy a, b jsou koneén4 ¢éfsla. Necht € > 0, potom
podle predchozi véty 7.5 existuji funkce ¢ a 1 spliujici vlastnosti 1 - 4 této véty,
kde M = (a,b). Polozime

o) = (©) [ e, v@) = (©) [ wa

pro x € (a,b). Ukdzeme, ze

Pak s vyuzitim vlastnosti 3 z véty 7.5 je

D¥(z) < f(z) < DP(x)
a déle dle vlastnosti 4 je ®(z) — e < ¥U(x) + ¢, tj.
O(z) — (a) — (¥(z) — ¥(a)) < 2e,

nebot ®(a) = ¥(a) = 0. Existence Perronova integralu pak plyne z véty 5.5, kde
M = ® a m = V¥ jsou prisluSnou majorantou a minorantou. Hodnota Perronova

integralu je P € (¥(b), ®(b)). To spolu s vlastnosti 4 déva

b b
(77)/ F)dz — (c)/ F@) da < [W(b) — D(b)] < 2.



7.5  Vztah Kurzweilova a Perronova integradlu 67

Zbyvé ukézat, ze plati (3). Zvolme z € (a,b) a necht ¢ < ¢(z) pro néjaké ¢ € R.
Protoze z definice polospojitosti zdola je mnozina {£ € (a,b), p(§) > ¢} oteviend
v (a,b), lezi néjaké okoli (vzhledem k (a,b)) bodu x v této mnoziné. Tedy existuje
jisté § > 0, ze pro kazdé ¢ € (a,b) spliujici |t — x| < § plati p(t) > ¢. Pro |h| < ¢
s x+h € (a,b) je proto

1 1

z+h
@G rn —a@) =1 [ etar>c.

Odtud D®(z) > c. Ukézali jsme tedy, ze z p(x) > ¢ vyplyvd D®(z) > c. Proto
nemuze nastat situace ¢(x) > D®(z) (to bychom ¢islo ¢ vybrali mezi témito hod-
notami). Tim jsme tedy ukazali prvni z nerovnosti (3). Druhd nerovnost se dokéze

analogicky:.

7.5 Vztah Kurzweilova a Perronova integralu

Ukézeme, Ze oba integraly jsou si rovny. Protoze jejich definice vychazeji z odlisnych
koncepci, budeme vénovat prislusnou pozornost dukazu nasledujici véty. Tento dukaz
sleduje postup uvedeny v [3]. Vzhledem k predchozi podkapitole 7.4 je tak vyicen

i vztah Newtonova a Kurzweilova integralu.

Véta7.7. Nechf je ddna funkce f : (a,b) — R. Potom Kurzweiliv integral
(K) f; f(z) dz existuje préavé tehdy, kdyz existuje Perronuv integral (P) f; f(z)dx
a plati

(1) / ' fla) e = (P) /  fla)d.

Diikaz:
(Oznacujme v tomto dikazu A-jemné déleni D, pouze jako D.)
1. Necht existuje Kurzweiluv integral (K) f; f(z)dz a necht je déno ¢ > 0.
Pak existuje kalibr A : (a,b) — (0,00) tak, ze pro kazdé A-jemné déleni

D={xg, 71,21, ..., T, T} plati
’;f(n)(a:i —Ti1) — (/C)/a f(z)dz| = |o(f,D) — (lC)/a f(x)dz| < 5 (4)

Pro body x € (a,b) necht D, znaéi{ A-jemné déleni intervalu (a,x). Polozme

m(zx) = %150(]“, D,), m(a) =0,
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M(x) :SBpO'(f,DI), M(a) =0.

Vzhledem k (4) dostdvame

M(b) — M(a) — [m(b) —m(a)] <

< |supo(f,Dy) — / f(z dx—lnfa (f,D / flx)dx| <e.
Dy
Vzhledem k vété 5.5 staci dale ukazat, ze funkce M je majoranta a m minoranta
k funkci f v (a,b).
Necht ¢ < 7 < d lezi v intervalu {(a,b) a |c — 7| < A(7), |d — 7| < A(7). Podle
definice funkce M je

f(T)(d =)+ M(c) < M(d),

a proto také
iy 20 10

Jestlize dale polozime ¢ = 7 nebo d = 7, obdrzime ihned

prod>c.

f(7) < liminf M = DM(1).

y—T y—T

Tedy M je skutetné majoranta k funkci f. Obdobné lze ukazat, ze funkce m je
minoranta k f. Dokazali jsme, ze existuje-li Kurzweiluv integrél, pak existuje

i majoranta M a minoranta m k funkci f, a existuje tedy i Perronuv integral.

2. Nyni predpokladejme, ze existuje Perronuv integral (P) f; f(x) dx, a dokdzeme,
ze existuje i Kurzweiluv integral (K) f: f(x) dz. Necht je ddno e > 0. Z existence
Perronova integralu plyne, Ze existuji majoranta M a minoranta m k funkci f

takové, ze

b
M(b)—M(a)—;<(77)/ f(a:)dx<m(b)—m(a)+%. (5)
Vzhledem k definici majoranty lze predpokladat, ze pro kazdé n > 0 existuje
kalibr A/ (7) takovy, ze pro 0 < |s — 7| < Ap(7), 5,7 € (a,b) plati
M(s) — M(r)

S —T

f(r) =n <DM(7) —n < (6)

Jestlize nyni volime ¢, d € (a, b) tak, ze

T—Apy(T)<c<7T<d<T+AN(T),
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dostaneme pomoci (6)

fr)d—=c)=f(r)(d—=7) = f(r)(c=7) <
< M(d) = M(7) +n(d —7) + M(7) = M(c) + (T — ¢) =
=M(d)—M(c)+n(d—c).

Obdobné pro minorantu m lze ukézat, ze pro n > 0 existuje A,,(7) tak, ze kdyz

jeT—Ap(1) <c<71<d<7+ A,(7), plati nerovnost

m(d) —m(c) —n(d —c) < f(7)(d = c).

Uvazujme déle kalibr A(7) = min(Aps(7), A (7)) (kalibr, ktery je minimem
kalibrii pro majorantu M a minorantu m). Pro déleni D ={xo, 71,21, ..., Tn, Tn },
které je A-jemné, dostaneme nerovnost
m(z;) — m(xi—1) — n(wi-1 — ;) < f(7) (2 — io1) <
< M () — M(2i-1) +n(2; — xi-1) -

Po secteni pres i = 1,2,...,n a pridanim —P bude

Jestlize P v této nerovnosti bude Perronuv integrél (P) f: f(z) dz, pak pomoci

(5) ihned obdrzime

e

b S
5 b= @) <o D)~ (P) [ f@)ds <5 +lb-a).

kde o(f,D)=>_ f(7i)(x;—x;_1). Jestlize zvolime n > 0 tak malé, ze n(b—a) <5,
i=1
potom pro jakékoliv uvazované A-jemné déleni plati
b
7(£.0) = (P) | fla)da] <. 7)

Z definice Kurzweilova integrélu, kde vystupuji soucty o(f, D), a ze vztahu (7)

je jiz dokazované tvrzeni ziejmé.
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Uvedeme zde jesté vétu, kterd udava vztah mezi Lebesgueovym a Kurzweilovym

integrdlem. Vétu ponechame bez dikazu.

Véta7.8. Funkce f:(a,b) - R md v intervalu (a,b) Lebesgueuv integral prévé

tehdy, kdyz je absolutné integrovatelnd v Kurzweilové smyslu. Pak plati

() / " fla)de = () /  fa)de.

Priklad funkce, kterd nemé Lebesgueuv ani Newtonuv integral a ma Kurzweiltv

integral, je uveden v kapitole 6 (piiklad 6.7).
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8 Zavér

V integralnim poctu funkci jedné proménné se neobejdeme bez Newtonova in-
tegralu, protoze pomoci primitivni funkce, kterou lze vhodnym zpusobem zobec-
nit, se poc¢itd velkd ¢dst jednorozmérnych integréli. Newtonuv integral méa oproti
jinym integralum (napiiklad oproti Riemannovu integrélu) tu vyhodu, zZe jeho
definice a vypocet nezavisi na tom, zda jsou integrovand funkce a defini¢ni obor
omezeny nebo ne, a neni proto potieba definici rozsitit o teorii nevlastnich in-
tegral. Riemannuv integral je cenny pro svou péknou nézornou geometrickou in-
terpretaci. Je dostateénym prostfedkem ve vétsiné inzenyrskych aplikaci, avSak
potfebam moderni matematické analyzy nestaci. Je nedostatecny jiz pro nékteré
jednoduché funkce, jako napiiklad Dirichletova funkce nebo charakteristicka funkce.
Zobecnénim Riemannova integralu je Lebesguetv integral. Kazda funkce, kterd je
lebesgueovsky méritelnd (za predpokladu napiiklad omezenosti), je na omezeném in-
tervalu lebesgueovsky integrovatelnd. Da se fici, ze pojem méfitelnosti v Lebesgueove
teorii nahrazuje pojem spojitosti v Riemannové teorii. Definovat Lebesgueuv in-
tegral je ndrocnéjsi, protoze je nutné zavést teorii miry. AvSak to je vyvéazeno
vétsl obecnosti, nebof mnozina funkci, které lze integrovat v Lebesgueové smyslu
je vetsl nez mnozina riemannovsky integrovatelnych funkci a dale pro Lebesgueuv
integral plati velmi uzite¢nd konvergenéni tvrzeni (véty, jako napiiklad véta o ma-
jorizovaném limitnim pfechodu, v Riemannové teorii neplati). Bohuzel, Lebesgueuv
integrdl nedovoluje integrovat kazdou derivaci, integruje pouze derivace absolutné
spojitych funkci. Lebesguetv integral je zobecnénim Riemannova integralu, ne vsak
Newtonova. Perronuv a Kurzweiltv integral jsou dalsim zobecnénim. Perrontv in-
tegral je zobecnénim Newtonova, ale (a to je zajimavé) i Lebesgueova integralu.
Pies veskerou svou obecnost nebyl tento integral tolik rozpracovan jako tieba
Lebesguetuv, ziejmé i diky své obtizné definici. Kurzweiliv integral je definovan
podobné jako Riemannuv, av8ak J. Kurzweil vychazel z predpokladu, ze jeho in-
tegral musi naplnovat Newtonovu-Leibnizovu formuli,; vznikl tedy integral, ktery je
zobecnénim Newtonova i Riemannova (dokonce i Lebesgueova) integralu. Posledni
dva jmenované integraly, tj. Perrontiv a Kurzweiltiv, ackoliv vychézeji z odlisnych

koncepci, jsou ekvivalentni a dovoluji integrovat kazdou derivaci.
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