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Úvod 

Předmětem bakalářské práce jsou limity funkcí více proměnných a jejím cílem je shrnutí 
teorie o vlastních limitách funkcí více proměnných a rozšíření tohoto pojmu o limity 
nevlastní a v nevlastním bodě. Text byl zpracován z různých zdrojů, zejména čerpám 
z [1], [4] a [6] 

Bakalářská práce je členěna do čtyř částí. V první kapitole se zabývám metrickými 
prostory. Jsou zde uvedeny nejdůležitější pojmy, které jsou ve zbylém textu používány. 
Podstatné je rozšíření metrického prostoru o nevlastní body, které jsou důležité pro limity 
v nevlastních bodech. Náplní druhé kapitoly je definování pojmu limity a uvedení vět 
pojednávajících o jejích vlastnostech. Důkazy jsou uvedeny jen k vybraným větám, ostatní 
je možné nalézt v uvedené použité litaratuře. Třetí kapitola je věnována výpočtům limit. 
V její první části jsou uvedeny postupy při výpočtech vlastních limit a v druhé části jsou 
řešeny nevlastní limity a limity v nevlastních bodech. Teorie je doplněna o konkrétní 
příklady, na které se aplikují uvedené postupy. Poslední kapitola obsahuje řešené příklady, 
které završují problematiku limit funkcí více proměnných. 

Bakalářská práce je vysázena systémem WT$i. 
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Limity funkcí více proměnných 

Na základě znalosti limit u funkcí jedné proměnné jsme schopni vyšetřit chování funkčních 
hodnot v případě, kdy se nezávisle proměnná blíží k nějakému bodu XQ. Díky limitě 
můžeme odhalovat spojitosti nebo nespojitosti funkcí v určitém bodě, definovat derivaci 
funkce. Pojem limity funkcí více proměnných je v diferenciálním počtu stejně důležitý jako 
limita funkce jedné proměnné, ale podstatně komplikovanější. U funkce jedné proměnné 
jsme se přibližovali k bodu vždy v jednom směru, ale u funkcí více proměnných se lze 
blížit k bodu X0 nekonečně mnoha způsoby (po přímkách, po parabolách,...). Tyto a jiné 
vlastnosti si názorně ukážeme na příkladech. 

K definování pojmu limity funkce n-proměnných potřebujeme s množinou W1 zacházet 
jako s metrickým prostorem. Zavedeme tedy na W1 metriku. Z toho důvodu si připomeneme 
základní poznatky z teorie metrických prostorů. 
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Kapitola 1 

Základy metrických prostorů 

Definice 1.0.1. Buď P neprázdná množina. Uspořádanou dvojici (P,p), kde p : P x P —• 
(0, oo) je zobrazení, nazveme metrickým prostorem, jestliže pro všechna X, Y, Z E P jsou 
splněny následující axiomy: 

(Ml ) p(X, Y) = 0 & X = Y (axiom totožnosti) 
(M2) p(X, y ) = p(Y, X) (axiom symetrie) 
(M3) p(X, y ) + p(y, Z) > p(X, Z) (trojúhelníková nerovnost). 

Zobrazení p nazýváme metrika na P, prvky množiny P nazýváme body metrického prostoru 
(P,p), číslo p(X,Y) nazýváme vzdálenost bodů X,Y. 

Nyní připomeňme několik metrik, které později použijeme při definování okolí bodu 
v Wn. Nechť je P = Wn, X = (x1}x2,..., xn), Y = (y1} y2,..., yn) e Wn. 

Euklidovská metrika: p2{X,Y) = \fYľi=i{xi ~ VÍ)2 

Součtová metrika: Pi(X, Y) = J27=i \xí ~ Ví\ 
Maximální metrika: Poo(X, Y) = max{|xí — yi\ : i = 1,2,... ,n} 

Pro metrický prostor (E ra,p2) je zaveden název euklidovský prostor. V případě n = 2 
odpovídá vzdálenost p2(X,Y) délce úsečky s krajními body X , y v rovině (pro n = 3 je 
rovna vzdálenosti dvou bodů v trojrozměrném prostoru). 
Metrický prostor (IR^poo) budeme značit symbolem Era. 

Abychom mohli definovat ekvivalentnost dvou metrik, uvedeme nyní definici, která se 
týká konvergence posloupnosti bodů. 

Definice 1.0.2. Řekneme, že posloupnost {Xn}^=l bodů metrického prostoru (P,p) kon
verguje k bodu X 0 G P, jestliže ke každému e > 0 existuje přirozené číslo n0 takové, že pro 
každé n > no platí p(X r a ,X0) < e. Říkáme také, že posloupnost {Xn}^=l je konvergentní, 
a značíme Xn —• XQ nebo Xn —• XQ. 
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KAPITOLA 1. ZÁKLADY METRICKÝCH PROSTORŮ 8 

Definice 1.0.3. Buď P množina, v níž jsou definovány dvě metriky p, o tak, že máme dva 
metrické prostory (P, p), (P,cr). Metriky p, a nazýváme ekvivalentní v množině P, jestliže 
pro libovolnou posloupnost bodů {Xn}^=l množiny P platí 

Xn —• X0 E P právě tehdy, když Xn —• X0 E P. 

Metriky Poo,pi a p2 jsou v M.n navzájem ekvivalentní. 

Definice 1.0.4. Nechť (P, p) je metrický prostor a X0 E P. Okolím bodu X0 nazveme 
libovolnou otevřenou množinu O(X0) takovou, že X 0 E Ö(X0). 
Ryzím okolím bodu X 0 rozumíme množinu O*(X0) = (9(X 0 ) \{X 0 }, kde O(X0) je otevřená 
množina v (P, p) taková, že X0 E Ö(X0). 

Definice 1.0.5. Buď (P, p) metrický prostor. Pro Xo E P, r > 0 definujeme: 
uzavřenou kouli se středem X 0 a poloměrem r — K[X0, r] = {X E P : p(X, X0) < r } , 
otevřenou kouli se středem X0 a poloměrem r — K(X0, r) = {X E P : p(X, X0) < r } . 

Speciálně rozumíme kouli K(X0,e), kde e > 0, kulovým okolím O(X0) bodu X 0 metrického 
prostoru (P,p). Kulové okolí bodu X0 , kde e > 0, můžeme také nazývat jako e — okolí 
bodu Xo. Ryzím kulovým okolím 0*(XQ) bodu Xo budeme rozumět množinu 

O*(X0) = {X E Rn,p(X,X0) < e} \{X 0 } , kde e > 0. 

Na základě zvolené metriky získáme různé druhy okolí. Např. na množině IR2 obdržíme 
kruhové okolí, použijeme-li euklidovskou metriku. Čtvercové okolí získáme při použití ma
ximální metriky. Pokud si vybereme součtovou metriku, bude okolí bodu vypadat jako 
čtverec postavený na jednom vrcholu. 

Zvolíme-li maximální metriku, je okolím bodu Xo kartézský součin okolí jednotlivých 
souřadnic bodu X0 : 

O(X0) = (xi - e, xi + e) x (x2 - e, x2 + e) x • • • x (xn - e, xn + e). 

Uveďme ještě, že bod X 0 E P se nazývá hromadný bod množiny M, jestliže pro každé 
okolí O(X0) bodu X0 platí (O(X0) n M ) \ { X 0 } ^ 0. Množina všech hromadných bodů 
množiny M se nazývá derivace množiny M a značí se M'. Izolovaným bodem množiny M 
rozumíme bod X 0 E P, jestliže existuje okolí O(X0) bodu X 0 takové, že O(X0)r\M = {X 0 }. 

V následujícím textu budeme potřebovat spojitost funkce v bodě, proto si uvedeme 
definici tohoto pojmu. 

Definice 1.0.6. Mějme dva metrické prostory (Pi,p), (P2, a). Zobrazení / : Pí -^^ P2 

nazveme spojité v bodě X0 E P\, když ke každému e > 0 existuje ô > 0 takové, že pro 
všechny body X E P\ splňující p(X, X0) < 6 platí <r(/(X), / (X 0 ) ) < e. 
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Je-li bod X0 izolovaný bod metrického prostoru Pi, pak každé zobrazení / definované na 
Pi je v izolovaném bodě X0 spojité. 

Následující definice o spojitosti funkce je speciálním případem definice 1.0.6. 

Definice 1.0.7. Nechť P je neprázdná množina. O funkci / : P —o—• E říkáme, že je 
spojitá v bodě X0 e P, jestliže ke každému e > 0 existuje 8 > 0 takové, že pro všechny 
body X e P splňující \X - X0\ < 5 platí \f(X) - f(X0)\ < e. 

Rozšíření metrického prostoru o nevlastní body 
Z předchozího textu známe například maximální metriku v metrickém prostoru Era. 
Nevýhodou je, že metrický prostor s touto metrikou neobsahuje nevlastní body, které bu
deme v následujícím textu potřebovat. Proto k E přidáme dva nevlastní body +oo a —oo. 
Tím dostaneme množinu E*, do níž chceme zavést metriku, abychom dostali metrický pro
stor. 
K tomuto cíli sestrojíme nějakou konečnou reálnou funkci <p jedné reálné proměnné, která 
je rostoucí, spojitá a omezená v intervalu (—oo, +oo). Takovou funkcí je 

Tato funkce je rostoucí, spojitá, lichá v intervalu (—oo, +oo) a lim^^+oo <f(X) = 1. Položme 
Í/?(+OG) = 1, <p(—oo) = —1. Nyní funkce <p zobrazuje E* na (—1,1) a množinu E na (—1,1). 
Protože je funkce <p prostá, existuje k ní inverzní zobrazení ip: 

ÍJ(Y) Y 

i - | y | 

Definujme nyní v E* metriku p* rovnicí 

p*(X,Y) = \p(X)-p(Y)\. 

Ověříme vlastnosti, které musí podle definice 1.0.1 metrika splňovat. Axiom totožnosti 
a symetrie je zřejmý. Trojúhelníková nerovnost také platí, protože 

\<p{X) - p(Z)\ = \<p(X) - <p{Z) + <p{Y) - p(Y)\ < \<p(X) - p(Y)\ + \<p(Y) - p(Z)\. 

Nově nadefinovaná metrika p* se nazývá redukovaná metrika a v E je s metrikami 
Pi,P2,Poo ekvivalentní. Metrický prostor (E*,p*) budeme značit E*. 
Okolí bodu +00 v metrickém prostoru E* je otevřený interval (d,+oo), kde d E E, 
a okolím bodu — oo rozumíme interval (—oo,d). 
Díky konstrukci rozšířeného metrického prostoru E* můžeme pracovat s me
trickým prostorem E*" = (E*n,p* = max{p*(xi,yi),p*(x2 ,y2), • • • ,P*(xn,yn)}), kde 
(xi, x2,..., xn), (yi, y2,..., Vn) G E*". 
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Obrázek 1.1: Graf funkce <p(X) = 1 + j X | . Je zde znázorněna vzdálenost bodů X, Y pomocí 
redukované a maximální metriky. 

Poznámka 1.0.1. Uvažujeme-li n-rozměrné kvádrové okolí nevlastního bodu 
(a,+00, — oc) G R* , kde a G M, pak uvedené okolí bodu (a, +oc, — oc) vypadá takto: 
(9((a,+oc,-oc)) = {X G M*3; |x - a | < či,?/ > č2,^ < M , kde ôľ > 0, č2,č3 G M. 

Druhou cestou, jak dostat metrický prostor rozšířený o nevlastní body, je přidání je
diného nevlastního bodu oc (nezaměňovat s +oc) k množině W\ Takto rozšířenou množinu 
budeme značit *Rn. 
Abychom dostali metrický prostor na množině *Rn, musíme na této množině zavést me
triku. Pro jednoduchost nalezneme metriku k množině *1 = RU {^c}. Metriku v *R 
zkonstruujeme následujícím způsobem: V prostoru R2 (s metrikou p2) sestrojíme kružnici 
k o rovnici a2 + ß2 = 1 (souřadnice bodu v R2 budeme značit a, ß). Každému bodu X G R 
přiřadíme bod na kružnici k takto: Spojíme bod X G R přímkou se 'severním pólem' 
kružnice (0,1). Tato přímka protne k v bodě (0,1) a v jednom bodě se souřadnicemi 

a = XX, ß = l-X ( A ^ O ) . 

Číslo A nalezneme z podmínky (XX)2 + (1 — A)2 = 1, která nám dává pro A kořeny 0 (ten 
nás nezajímá) a A = xhpi ^ ®- B°du X tedy přiřadíme právě tento bod (a,ß): 

2X 
a = ß = x- 1 

X2 + V r X2 + l 

Naopak, je-li dán libovolný bod (a,ß) kružnice k, různý od bodu (0,1), tzn. 

a2+ß2 = l, ß<l, 

1.1) 

1.2) 
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Obrázek 1.2: Ukázka přiřazení obrazů f(X), f(Y) E k bodům X,Y E *E. 

existuje k němu právě jeden bod l e K , pro který platí vztahy (1.1). 
Dokažme toto tvrzení. Nechť jsou dány a,ß tak, že platí (1.2). Pak druhá rovnice (1.1) je 
splněna právě tehdy, když platí 

X2 + l 1 - / 3 
(1.3) 

(Tato rovnice vznikla úpravou kvadratické rovnice, z které jsme na začátku dostali kořeny 
A, a dosazením za A.) Dále první rovnice z (1.1) je ekvivalentní s rovnicí 

X = a 
1 - / 3 

(1.4) 

Budeme-li tedy volit X podle (1.4), bude platit (1.1), jakmile ještě dokážeme, že platí (1.3). 
Ale z (1.4), (1.2) plyne 

Y2 | 1 = ^ 2 + ( l - / 3 ) 2
= 2 

( 1 - / 3 ) 2 1 - / 3 ' 
Dokázali jsme tedy platnost tvrzení. 
Sestrojme nyní zobrazení / množiny * R n a kružnici b R 2 takto: Je-li X E R, buď f(X) 
právě bod (a,ß) E k, který je dán vztahy: 

a = 
2X 

X2 + l ; ß = 
X 2 - l 
x2 + ľ 



KAPITOLA 1. ZÁKLADY METRICKÝCH PROSTORŮ 12 

Pro nevlastní bod oo klademe / (co) = (0,1). Tím je dáno prosté zobrazení *E na k. Nyní 
definujme metriku * p v *E následovně: Pro dva body I , ľ e ' R definujeme 

*p(X,Y) = p2(f(X),f(Y)). 

Axiomy, které musí metrika * p podle definice 1.0.1 splňovat, plynou z toho, že funkce / je 
prostá a p2 je metrika. V E jsou metriky *p, pi, p2 a poo ekvivalentní. 

Metrický prostor (*E, *p) budeme značit symbolem *E. Okolí bodu oo v metrice *p je 
(—oo, —d) U (d, +oo), kde d je nezáporné reálné číslo. 

Sestrojili jsme tedy metrický prostor (*E, *p). Analogicky se sestrojí metrický prostor 
(*E2,*p2), *^2 = E 2 U {oo}, kde budeme bodu (x,y) E E 2 přiřazovat bod (a,ß,j) na 
povrchu koule a2 + ß2 + 72 = 1, který vznikne průnikem přímky procházející body (x,y) 
a (0, 0,1) s povrchem koule. Nevlastní bod oo zobrazíme na bod (0, 0,1). Pro takto určené 
souřadnice bodu (a,ß,j) platí: 

2x 2y x2 + y2 — 1 
x2 + y2 + 1' x2 + y2 + 1' x2 + y2 + 1 

Podrobnější sestrojení metrického prostoru (*E2,*p2) lze najít v [4]. Podobnou úvahou 
lze sestrojit i metrické prostory (*Era,*pra). Metrický prostor (*Era, *pn) budeme značit 
symbolem *Era. 

Poznámka 1.0.2. Kulové í-okolí O(oo) bodu oo G *Era je množina O(oo) = {X E 
*Era; *pn(X, 0) > 8}, ô > 0, kde 0 = ( 0 , . . . , 0), a představuje doplněk uzávěru n-rozměrné 
koule K(0, 8) v *Era se středem v počátku 0. 

Na základě rozšíření metrického prostoru o nevlastní body, můžeme v následujícím 
textu pracovat s nejrůznějšími metrickými prostory, např. E* = (E* x E*,p*), 
*E2 = (*E x *R,m&x{*p(x1,y1),*p(x2,y2)}), kde {x1,x2),{yi,y2) e *E2, nebo *E2 = 
(E2 U {oo},*p2). Pokud budeme uvažovat metriku p(X,Y) = max{*p(xi,yi),p*(x2,y2)}, 
můžeme používat i prostor (*E x E*,p). 



Kapitola 2 

Limita funkce 

2.1 Definice limity 
Definice 2.1.1. Mějme dva metrické prostory (P1,p),(P2, °), bod A G Pi a zobrazení 
f :Pi^> —• P2 definované v ryzím okolí bodu A. Řekneme že zobrazeni f má v bodě A 
limitu rovnu L G P2, a píšeme 

lim f (X) = L, 

když ke každému e > 0 existuje 5 > 0 takové, že 

X G Pi, 0 < p(X, A) <6 implikuje a(f(X),L) < e. 

Definice 2.1.2. Necht máme dva metrické prostory (Pi, p), (P2, o~), M C P 1 ; bod A G Pi, 
zobrazení / : Pi ^ ^ ^ P2 , a nechť bod A je hromadným bodem množiny M. Řekneme, že 
funkce f má v bodě A limitu vzhledem k množině M rovnu L G P2, a píšeme 

hm f (X) = L, 
XHA 

když ke každému e > 0 existuje í > 0 takové, že 

X G M, 0 < p(X, A) < í implikuje a(f(X),L) < e. 

Limitu funkce definujeme jako speciální případ definice 2.1.1 pro (Pi,p) = E*", 
(P2, a) = E*, kdy zobrazení / je funkcí (podobně lze formulovat definici limity v *Era). 

Definice 2.1.3. Řekneme, že funkce / : IR*"- ^ ^ ^ IR* definovaná v ryzím okolí bodu 
A G IR*"- má v bodě A limitu L G IR*, jestliže ke každému okolí O(L) bodu L existuje ryzí 
okolí 0*(A) takové, že pro všechna X G 0*(A) platí f(X) G O(L). 
Jestliže L G E, nazývá se limita vlastní Pokud je L rovna +00, —00 nebo 00, jde o nevlastní 
limitu. Bod A se nazývá limitní bod. 

13 
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Kromě zápisu limity l i n i x - ^ f (N) = L se můžeme setkat s následujícími tvary: 

nebo 

lim f(xi,...,xn) = L 
( z i , . . . , £ „ ) — • ( a i , . . . , a „ ) 

lim f(xi,... ,xn) = L. 
iC2^a2 

Příklad 2.1.1. Na základě konkrétního výběru okolí limitního bodu a limity definujte 
následující limity: 

a) lim f (x,y, z) = 1 

Řešení: Nyní zformulujeme pomocí konkrétní specifikace okolí bodu tzv. e — 8 definici 
limity. Řekneme, že funkce f(x, y, z) definovaná v ryzím okolí bodu (3, 2, —1) má v bodě 
( 3 , 2 , - 1 ) limitu 1, jestliže ke každému e > 0 existuje 8 > 0 takové, že pro každý 
bod (x,y,z) splňující \x — 3| < 8,\y — 2| < 8, \z + 1| < 8,(x,y,z) ^ ( 3 , 2 , - 1 ) platí 
\f(x,y,z) - 1| <e. 

b) lim f(x,y,z) =+00 
(x,y,z)->(-l,0,3) 

Řešení: Řekneme, že funkce f(x, y, z) definovaná v ryzím okolí bodu (—1,0, 3) má v bodě 
(—1,0,3) nevlastní limitu +00, jestliže ke každému K E M. existuje 8 > 0 takové, že pro 
každý bod (x,y,z) splňující \x + 1| < 8,\y\ < 8, \z — 3| < 8,(x,y,z) ^ (—1,0,3) platí 
f(x,y,z) > K. 

Poznámka 2.1.1. (o nevlastních bodech) U funkce jedné proměnné jsme se se
tkali s nevlastními limitami (o kterých již byla řeč) a s limitami v nevlastních bodech 
— 00 a +00. Např. Eulerovo číslo e je limita funkce (l + ^) v nevlastním bodě +00: 
lim-c^+oo (l + ^) = e. V předcházející kapitole jsme zavedli metrické prostory s ne
vlastními body Wn a *Era, které nám umožňují počítat limity v nevlastních bodech. Za
mysleme se nyní nad pojmem nevlastního bodu. 

Nevlastním bodem rozumíme takový bod, jehož alespoň jedna souřadnice je rovna —00, 
+00 nebo 00. Uvedeme příklady nevlastních bodů pro následující prostory: 

1 R 3 

*TD>3 

OO, 

(00, 00, 00), (00, 2, 0), (1, 2, 00), 

(+oo,0, l , - o o ) , (+00, +00, - 0 0 , 1 ) , ( -00 ,1 ,2 ,3 ) , 

x * E : (+00, 2), ( -00 , 00), ( l ,oo) , 

Ď * 4 

Ď * w * 

Ď * w *Tn>2 x *E x E* : (+oo,oo,2, —00), (0,oo, 00, +00), (—00,3,00,-1) . 
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H H H 

Obrázek 2.1: Na levém obrázku je znázorněno okolí nevlastního bodu (oo, oo) G *IR2. Druhý 
obrázek nám ukazuje okolí nevlastního bodu (+oo, +oc) G IR*2. 

V dalším textu budeme také používat zápis lim /'(x, y) = L a budeme tím myslet 
X2_|_y2 -̂(-QQ 

lim f (x,y) = L. 

Příklad 2.1.2. Definujte následující nevlastní limitu v nevlastním bodě: lim f (x,y, z) 
(a;,3/,.z)—>-(+oo,l,—oo) 

-OO 

Řešení: Řekneme, že funkce f (x,y, z) má v nevlastním bodě (+oo, 1, — oo) nevlastní 
limitu —oo, jestliže ke každému K G IR existují ô > 0, N G IR taková, že pro každé 
(x,y, z) G IR3, kde x > N, \y — 1| < ô,z < N a y ^ 1, platí f (x,y, z) < K. 

2.2 Věty o limitě 
Pro limitu funkce více proměnných platí některé věty, které jsou obdobné větám o limitě 
funkce jedné proměnné. U vybraných vět bude uveden příslušný důkaz, ostatní necháváme 
bez důkazu s tím, že jsou většinou podobné jako u limit funkcí jedné proměnné. 

Věta 2.2.1. Zobrazeni f : (P\, p) [P2, <J) má v bodě X0 nejvýše jednu limitu. 

Důkaz: Větu dokážeme sporem. Nechť (Pi, p), (P2, a) jsou metrické prostory. 
Předpokládejme, že zobrazení / má dvě různé limity L\)L2. Buď e = |cr(Li,L2) > 0. 
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Na základě poznatku, že \imx->x0f(X) = Li, existuje ryzí okolí öl(X0) takové, že 
pro všechna X E öl(X0) platí a(f(X),Li) < e. Protože llmx^x0f(X) = L2, existuje 
ryzí okolí (^(Xo) takové, že pro všechna X E (^(Xo) platí <7(/(X), L2) < e. Položme 
O = (pi(Xo) n O^Xo)). Pak O je také ryzí okolí bodu X0 a pro všechna X E O platí, že 

(T{LUL2) < a(Lu f (X)) + a(f(X),L2) < e + e = 2e = a(LuL2), 

což je spor. 

Věta 2.2.2. Necht linix^x0 f (X) = 0, funkce f je definovaná v ryzím okolí bodu X0 a 
funkce g je ohraničená v tomto ryzím okolí bodu X0 (tj. existuje konstanta K > 0 taková, 
že \g(X)\ < K v tomto ryzím okolí). Pak 

lun f(X)g(X) = 0. 

Důkaz: Nechť e > 0 a V(0) je e — okolí bodu 0. Protože funkce g je ohraničená, pak 
k jistému okolí O(X0) bodu X0, existuje číslo k E E takové, že |<jf(X")| < k pro každý bod 
X E O(X0),X ^ X0. Buď ei = f. K ex - okolí Vi(0) bodu 0 existuje okolí Oi(X0) bodu 
X0 takové, že pro každý bod X E Oi(X0) ,X ^ X0 je f (X) E Vi(0), tj. \f(X)\ < et (což 
plyne z předpokladu, že l imx^X o f (X) = 0). Nechť O2(X0) = (O(X0) n Oi(X0)). Potom 
02(XQ) je okolí bodu X0 a pro každý bod X E Ö2(X0),X ^ X0 platí: 

\f(X)\<e1} \g(X)\<k, což implikuje \f(X)g(X)\ < exk = \k = e. 
k 

Tedy f{X)g{X) E V(0) a platí l imx^X o f{X)g{X) = 0. 

Příklad 2.2.1. Určete hodnotu limity 

ľ x2y 
hm (x,y)->(0,0) x2 + y2' 

Řešení: Pokud zkusíme do vztahu dosadit limitní bod, zjistíme, že dostaneme neurčitý 
výraz ^. Zadanou funkci proto rozložíme na součin 2+2 = x 2+ 2 a položíme f(x,y) = 
x, g(x,y) = -^TT2- Budeme se snažit použít větu 2.2.2, ale musíme ověřit, zda v tomto 
příkladě platí výchozí podmínky věty 2.2.2. Zřejmě platí 

lim f(x,y) = 0 

a / je definována v ryzím okolí bodu (0,0). Nyní musíme dokázat, že funkce g(x,y) je 
ohraničená. 
Pro libovolné x, y E E je (\x\ — \y\)2 > 0. Z toho plyne: 

x2 — 2\x\\y\ + y2 > 0 a 2\x\\y\ < x2 + y2. 
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Předpokládáme-li nyní, že (x, y) ^ 0, dostaneme po úpravě: 

\x\\y\ 1 i \\y\ < 

x2 + y2 2 

Ale 
I T II ti I nrti 

= \g{x,y)\, 
\x\\y\ 

x2 + y2 

tedy pro všechny body (x, y) ^ 0 je 

xy 
x2 + y2 

\g(x,y)\ < - • 

Funkce g je definována všude s výjimkou bodu 0 a je ohraničená. Podle věty 2.2.2 je tedy 

hm - ^ - 2 = 0. 
(a;,2/)-(0,0) X2 + y2 

Věta 2.2.3. (o limitě složeného zobrazení) Nechť existuje složené zobrazeni fog, 
nechí platí limx^A g(X) = B a zobrazení f je v bodě B spojité. Pak 

limf(g(X)) = f(B). 

Důkaz: Máme dokázat, že ke každému okolí ö(f(B)) bodu f(B) existuje okolí O(A) 
bodu A takové, že pro každé X e 0(A)\{A} je f(g(X)) G 0(f(B)). 

Ze spojitosti zobrazení / v bodě B vyplývá následující tvrzení: l im^^s f(X) = f(B). 
To znamená, že ke každému okolí ö(f(B)) bodu f(B) existuje okolí O(B) bodu B takové, 
že pro každé X e O(B) je f(X) G O (f {B)). Dále k okolí O(B) bodu B existuje okolí 
O {A) bodu A tak, že pro každé X G 0(A)\{A} platí g(X) G O {B). Pro X G 0(A)\{A} 
je g(X) G O(ß), a tedy f(g(X)) G 0 ( / ( ß ) ) . 

Následující věta je podobná větě 2.2.3, ale je v ní uvažována nespojitost funkce g 
v bodě B. 

Věta 2.2.4. (druhá o limitě složeného zobrazení) Nechť g je definována v ryzím okolí 
O*(A) bodu A, llmx^Ag(X) = B a g(X) ^ B pro X G O*(A). Je-li f definována v ryzím 
okolí bodu B a l imT^B f{T) = C, pak 

hmf(g(X)) = C. 
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Věta 2.2.5. (o aritmetických operacích s limitami funkcí) Nechť f, g jsou reálné 
funkce äefinované v ryzím okolí boáu A a existují limity l i n i x - ^ / P O = L\ G R, 
llmx^Ag(X) = L2 G R. Pak platí 

Ľm \f{X)\ = \L1\, 

Ľm (ci/(X) + c2g(X)) =c1L1 + c2L2, cx,c2 G E, 

Ľm (f(X)g(X)) = L1L2, 

H m ® = ^ je-/* W O . 
X->A ^(X) L2 

Tato tvrzení platí též pro nevlastní limity, mají-li pravé strany rovností smysl (tj. nevedou k neurčitým 
výrazům). 

Věta 2.2.6. (o limitách dvou funkcí vyhovujících nerovnosti) Nechť existují limity 
llmx^A f (X), ]imx->Ag(X), a nechť v jistém ryzím okolí Ö*(A) platí f (X) < g (X). Pak 

lim f (X) < lim g(X). 

Věta 2.2.7. (o limitě funkce sevřené dvěma funkcemi) 
Jestliže pro kažáý boa X z ryzího okolí Ö*(A) platí f(X) < g(X) < h(X) a zároveň 
llmx^A f(X) = llmx^A h(X) = c, káe c G R*, pak též limx->yi g(X) = c. 

Speciálně, káyž \g(X)\ < h(X) pro X z ryzího okolí O*{A) a linix-^ h(X) = 0, pak 
limx^Ag(X) = 0. 

Věta 2.2.8. (o limitě souřadnic zobrazení / ) Zobrazení f : W1 —o—• E m äefinované 
v ryzím okolí boáu A G W1 má v daném boáě A limitu, právě káyž v boáě A mají limitu 
všechny souřadnice zobrazení, a platí pak 

Ľm (/i W , . . . , fm{X)) = ( Ľm h{X),..., Ľm fm{X)), 

pokud existuje alespoň jedna strana tohoto vzorce. 

Věta 2.2.9. (Heinova o limitě) Zobrazení f : P\ —o—• P2 definované v ryzím okolí boáu 
X0 G P\ má v boáě X0 limitu rovnu L (tj. linix^x0 f(X) = L) právě teháy, káyž pro kažáou 
posloupnost {Xk}^=1,Xk ^ X0,Xk G P\, konvergující k boáu X0 (tj. linifc^ooXfc = X0), 
konverguje příslušná posloupnost obrazů k boáu L (tj. lim^oo f(Xk) = L). 

Důkaz: Abychom dokázali tuto větu, musíme dokázat obě implikace. 
=̂ >: Nechť {Xk}k

<>
=l je posloupnost taková, že Xk ^ X0,Xfc G Pi, lim^oo X^ = X0. 

Podle předpokladu k libovolnému okolí O(L) existuje okolí O(X0) takové, že pro 
X G e>(X0)\{X0} platí f(X) G O {L). Dále k okolí O(X0) existuje k0 tak, že pro k > k0 
je Xfc G O(Xo). Protože Xk ^ X0, je pro k > k0 také f(Xk) e O(L). 
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<=: Nechť platí podmínka a připusťme, že neplatí lim^^Xo f(X) = L. Pak existuje okolí 
O(L) takové, že pro každé O(X0) můžeme nalézt X e O(X0)\{X0} tak, že f(X) ^ O(L). 
Můžeme tedy vytvořit posloupnost {Xk},Xk ^ X0, pro kterou Xk —• X0 a f(Xk) ^ O(L). 
Což je spor s tím, že pro takovou posloupnost musí platit f(Xk) —• L. 

Poznámka 2.2.1. Poslední dvojice limit ve větě 2.2.9 znamená, že v příslušném metrickém 
prostoru platí 

lim p(Xk,X0) = 0 a lim a(f(Xk),L) = 0. 
k—>oo k—>oo 

Příklad 2.2.2. Dokažte, že funkce f(x,y,z) = xtl~2^\ má v bodě A = (1,0,1) limitu 
L = \. 

Řešeni: Funkce f(x,y,z) je definována v každém bodě prostoru E3 kromě počátku. 
Příklad budeme řešit pomocí Heinovy věty 2.2.9. 
Nechť Xk = (xk,Vk,Zk) a nechť posloupnost {Xk}'^=1 konverguje k bodu A. Pak platí 

lim Xk = 1, lim j/fc = 0, lim Zk = 1, 
k—>oo k—>oo k—>oo 

Hindoo xk + Hindoo yk - l i m ^ ^ zk + 1 _ 
Hindoo x\ + Hindoo y\ + lim^oo z\ 

_ 1 + 0 - 1 + 1 _ 1 
~ 1 + 0 + 1 _ 2' 

Věta 2.2.10. Je-li funkce f definovaná v ryzím okolí bodu A a limx^A f(X) = L > 0, 
pak existuje ryzí okolí bodu A v němž f(X) > -|. 

Poznámka 2.2.2. (o postupné (dvojnásobné) limitě funkce f(x,y) ve vlastním 
bodě (a\, (Z2)) Výpočty limit funkcí více proměnných jsou mnohem obtížnější než u funkcí 
jedné proměnné, proto je vítána každá vlastnost, která nám pomůže ve výpočtech. Pokud 
chceme dokázat neexistenci limity, pak nám ulehčí práci postupné (násobné) limity. 

Avšak musíme důsledně odlišovat dvojnásobné limity od limity dvojné 

lim f(x,y) = L. 
(x,y)^(a1,a2) 

Dvojnásobné limity mají tvar 

a) lim [lim f(x,y)] = L12, b) lim [lim f(x,y)] = L2l. 
y—Kl2 X—Kll X—Kll y—Ki2 

lim f(Xk) = lim Xk + yk - zk + 1 
X i. vt 
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Hodnotu postupných limit funkce zjistíme dvojím limitním přechodem. V případě a) 
vypočítáme nejprve limitu funkce jedné proměnné pro x —• a\, přičemž druhou neznámou 
budeme uvažovat jako konstantu. Poté určíme zbývající limitu pro y —• a2. Z geometrického 
hlediska to znamená, že se bod (x,y) blíží k bodu (01,02) po rovnoběžce s osou x až do 
bodu (a,i,y), a pak po rovnoběžce s osou y až do bodu (ai,a2). Podobně se postupuje 
i v případě b). 

Nyní uvedeme důležitá tvrzení týkající se vztahu mezi dvojnásobnými a dvojnými li
mitami. 

• Z rovnosti postupných limit Lí2 a L2Í neplyne existence dvojné limity L dané funkce 
v bodě A. 

• Existuje-li limita L (i nevlastni), nemusí existovat ani limita L12 ani L2Í, avšak 
existuje-li L a existuje-li některá z nich (Lí2 nebo L2Í), pak se nutně musí obě rovnat. 

• Existují-li všechny tři limity, pak nutně L = Lí2 = L2Í. 

• Určovat limitu L funkce v bodě postupnými limitami Li2,L2i má smysl jen tehdy, 
je-li předem známa existence L. To je vždy možné, je-li to funkce spojitá v okolí 
vyšetřovaného bodu. Existují-li L\2,L2i, avšak L\2 ^ L2\, pak neexistuje l imita 
L (tj. rovnost postupných limit je nutnou podmínkou existence dvojné limity). 

Příklad 2.2.3. Rozhodněte, zda existuje limita. Pokud ano, určete její hodnotu. 

hx2 - 3y2 

lim — — 
(x,y)-(0,0) x2 + 2y2 

Řešení: O existenci limity rozhodneme pomocí postupných limit: 

v n. 5x2-3y2
 v 5x2

 r v n. 5x2-3y2
 v -3y2 3 

lim lim — — = lim —— = 5, lim lim — — = lim — = — . 
x^o y^o x2 + 2y2 x^o x2 y^o x^o x2 + 2y2 y^o 2y2 2 

Z rozdílných výsledků postupných limit vyplývá, že dvojná limita neexistuje (viz 
předcházející poznámka 2.2.2). 

V ě t a 2.2.11. Nechí B C A a X0 je hromadný bod množiny B. Existuje-li 

lim f (X) = c, pak je také lim f (X) = c. 
XÁX0 X^X0 

V ě t a 2.2.12. Nechť A C Era, B C Era a nechi X0 je hromadný bod A i B. Potom následující 
dvě podmínky jsou ekvivalentní: 

a) existuje limita lim f(X) = c, 
XA^BX0 

b) existují limity lim f(X) = c a lim f(X) = c. 
XÁXo X^Xo 
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Pokud si promyslíme obě předchozí věty o limitě na podmnožině, dostaneme následující 
dvě kritéria pro neexistenci l imity funkce: 

• Nechť B C A a X 0 je hromadný bod množiny B. Neexistuje-li 

lim f (X), pak neexistuje ani lim f (X). 
X^X0 xAx0 

• Necht Xo je hromadný bod množiny B i C, kde B C A, C C A. Nechť existují limity 

lim f (X) = b a lim f (X) = c a platí b ^ c. 
X^Xo X^Xo 

Potom limita lim f (X) neexistuje. 
XÁX0 

Nechť funkce / je definovaná v ryzím okolí bodu X0 = (x0,y0). Existence vlastní 
limity funkce f (x,y) v daném bodě X 0 znamená podle definice, že vztah \f(x,y) — L\ < e 
platí pro všechna (x, y) z ryzího okolí bodu X0 zcela nezávisle na tom, jakým způsobem 
se bod (x, y) přibližuje k bodu X0. Bod (x, y) se tedy může přibližovat k bodu X0 po 
libovolné křivce y = <p(x), procházející bodem X0 (např. po polopřímkách vycházejících 
z bodu X0 nebo po parabolách jdoucích bodem X0). Přitom funkce f (x,y) nemusí být 
v bodě X0 definována. Pokud je limitní přibližování k bodu X 0 vázáno rovnicí y = <p(x), 
pak limitu funkce f (x, y) v tomto bodě vypočteme dosazením <p(x) za y. Dále postupujeme 
jako u limity funkce jedné proměnné pro x —• XQ. 

Uvažujeme-li systém takovýchto křivek a vypočtená limita L je závislá na výběru 
křivky, potom limita v boáě X 0 neexistuje. Je-li výsledek limity pro různé křivky y = <p(x) 
totožný, může limita funkce f(x,y) v boáě X 0 existovat. Nesmíme zapomenout, že stačí 
nalézt dvě různé cesty přibližování k bodu X0 vedoucí k různým hodnotám L, a limita 
funkce f(x,y) v bodě X0 neexistuje. Tento výpočet je tedy především využíván pro důkaz 
neexistence limity funkce. 

Neexistenci limity funkce dvou proměnných ve vlastním bodě (xo,yo) můžeme zjistit 
zavedením polárních souřadnic p, ip definovaných vztahy 

x = xo + p cos <p, y = j/o + P sin P), 

kde p > 0 znamená vzdálenost bodů (xo,yo) a (x,y), V £ (0, 27r) je úhel, který svírá 
spojnice těchto bodů s kladným směrem osy x. 

Limita funkce neexistuje, pokud je hodnota limity závislá na úhlu <p. Jestliže ale limita 
nezávisí na parametru ip, neznamená to, že limita funkce existuje (tzn. je to pouze nutná 
podmínka pro existenci limity). 

Následující věta udává postačující podmínku pro existenci limity po přechodu 
k polárním souřadnicím. 
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Věta 2.2.13. J e-li L G E a existuje-li nezáporná funkce g (p) taková, že 

\img(p) = 0 a \f(x0 + pcosp,y0 + psmp) - L\ < g{p) 

pro kažäé p z nějakého pravého ryzího okolí boáu O a kažáé p E (O, 2TT), pak 

lim f (x,y) = L. 
(x,y)^(x0,y0) 

Příklad 2.2.4. Rozhodněte, zda existuje limita. Pokud ano, určete její hodnotu. 

a) lim -——-
(x,y)^(0,0) x2 + y2 

Řešení: Zavedeme substituci y = kx,k E E (přibližujeme se k bodu po přímkách s para
metrem k) a z výsledku určíme, zda limita může existovat nebo neexistuje: 

2kx2
 n 2k 2k 

l im ——, —- = lim x^ox2(l + k2) x^ol + k2 1 + k2' 

Výsledek je závislý na parametru k (tzn. přibližování závisí na cestě), z toho vyplývá, že 
daná limita neexistuje. 

2 

b) lim 
(a;,2/)-(0,0) X4 + yz 

Řešení: Nejprve zavedeme substituci y = kx, k E E, jako v minulém případě. Pokud se 
tedy k počátku blížíme po těchto přímkách, platí 

ľhJy ľhJy 
hm — —— = hm — — = 0. x^o x4 + k2x2 x^o x2 + k2 

Počátkem ale prochází ještě přímka x = 0, kterou jsme neověřili. Snadno se zjistí, že je 
pro ní limita také rovna 0. I když je limita spočítána pro všechny přímky procházející 
počátkem, ukazuje nám tento výsledek jen to, že daná limita může existovat. Zda existuje, 
zjistíme při následující substituci y = kx2, k G E (jdeme po parabolách). Platí: 

ley Ic 
lim - j nn; = um r^ ^ 0 pro Vfc G E\{0}. 
- o x4 + k2xA ^ o l + F ^ F u J x 

Z našeho výsledku je vidět, že limita závisí na zvolené cestě, a proto limita neexistuje. 
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c) lim (x2 + y2)xW 

Řešeni: Na začátku provedeme transformaci do polárních souřadnic: 

lim (x2 + y2)x2y2 = lim [p2(cos2 p + sin2 ^ ) ] / « - V s i n V = l i m (ycosVBinV = 
(x,y)^(0,0) p^0+ p^0+ 

= l i m e
2P4cos2<Psin2<p\np 

p^0+ 

V posledním kroku jsme využili následujícího poznatku: 

f = uv = elnf = evlnu, pro každé f,u>0. 

Zbývá vypočítat hodnotu limity v exponentu. Výraz upravíme a použijeme ĽHospitalovo 
pravidlo: 

lim (2p cos psin (plno) = lim 
p^0+ T I , ^ Q + 

2 cos2 p sin2 ^ In p oo 
oo 

2 cos2 <£ sin2 ^ • -
lim — 

P^O+ ( - 4 ) p - 5 

= lim 
2p cos ip sin ip p" cos" p sm" p 

-4p 
= lim = 0. 

Protože výraz | cos2 psin2 p\ < 1 a tudíž 

-p4 cos2 (/? sin2 ^ 4 4 

P „ p 
< — a zároveň lim — = 0, 
- 2 p^o+ 2 

platí podle věty 2.2.13, že dílčí limita je rovna 0. Po dosazení do původní limity dojdeme 
k výsledku: 

lim (x2 + y2Y2y2 = e° = 1. 



Kapitola 3 

Metody výpočtů limit funkcí 

3.1 Vlastní limity 
Při počítání limit funkcí více proměnných si počínáme podobně jako u funkcí jedné 
proměnné. Nyní si shrneme a ukážeme na příkladech početní postupy, které budeme 
používat. 

• Pokud máme funkci spojitou v limitním bodě, pak lze hodnotu limity získat pouhým 
dosazením bodu do funkčního předpisu. 

Příklad 3.1.1. Vypočtěte: 
.. x3y — xy3 + 1 
lim — — . 

(x,y)-(i,2) (x - yY 
Řešeni: Do lomeného výrazu dosadíme bod (1, 2): 

x3y - xy3 + 1 _ 2 - 23 + 1 _ 
(x,y)^(i,2) (x-y)2 ~ ( - 1 ) 2 

• U racionálních lomených výrazů někdy pomůže, když dané polynomy v čitateli 
a jmenovateli rozložíme a zlomek upravíme tak, abychom se zbavili nežádoucích 
výrazů ve zlomku. 

Příklad 3.1.2. Vypočtěte následující limity. 

x — y 
a) lim — 

(x,y)->(2,2) x2 — 3y + 3x — xy 

Řešeni: Danou limitu vypočteme rozložením polynomu v čitateli a vytýkáním ve jmeno
vateli: 

x2-y2 (x-y)(x + y) x + y 4 
lim — = lim — = lim = - . 

(x,y)->(2,2) X2 — 3y + 3X — Xy (x,y)->(2,2) X{X — y) + 3{X — y) (x,y)->(2,2) X + 3 5 

24 
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b) lim í £ ± # ^ i 
(x,|/)->(-l -i) x + y + 2 

Řešeni: K vypočítání limity je třeba rozložit polynom v čitateli: 

l i m (x + yf - 4 = l i m Qr + y -2 )Qr + y + 2) = 

(x^-c- i - i ) x + y + 2 (X)j,)_>(_i_i) x + y + 2 
= lim (x + y — 2) = —4. 

• U lomených funkcí, které obsahují součet nebo rozdíl s odmocninami, vhodně 
rozšíříme. 

Příklad 3.1.3. Vypočtěte: 

A/X2 + y2 + 1 - 1 
lim 

(x, 

Řešeni: Platí: 

(x,2/)̂ (o,o) x2 + y2 

A/X2 + y2 + 1 - 1 v A/X2 + y2 + 1 - 1 A/X2 + y2 + 1 + 1 
lim — = lim — = 

(x,y)̂ (o,o) x2 + y2 (x,y)̂ (o,o) x2 + y2 A/X2 + y2 + 1 + 1 
y x2 + y2 1 1 

= lim . = lim —. = - . 
(x,y)̂ (o,o) {p? + y2)(A/r2 + y2 + l + 1) (^H(o,o) y ^ + y2 + 1 + 1 2 

• U některých funkcí si můžeme danou limitu zjednodušit zavedením vhodné substituce 
(viz následující příklad). Tímto krokem převedeme výpočet na určení limity funkce 
jedné proměnné. 
Při důkazech o existenci či neexistenci limity funkce používáme substituce 

y = kx, když x —• 0, y —• 0, 

y = k (x - xo) + yo, pokud x —• x0, y —• yo 

nebo jiné. Tato metoda výpočtu byla použita při rozhodování o existenci limity (např. 
u příkladu 2.2.4). 

Příklad 3.1.4. Vypočtěte: 

, v A A 2 + y2 - 2x + 2 - 1 
(*.!/H(i.o) ^ x 2 + y2 - 2x + 2 - 1 

Řešeni: Ze zadání je vidět, že k odstranění odmocnin nás přivede substituce ŕ = x2 + y2 — 
2x + 2. Zřejmě x2 + y2 — 2x + 2 = (x — l)2 + y2 + 1 a (x — l)2 + y2 + 1 7̂  1 pro (x, y) 
z ryzího okolí bodu (1,0). Po dosazení limitního bodu zjistíme, že budeme počítat limitu 
pro t —• 1. Při tomto výpočtu je použita věta 2.2.4, která nám umožňuje získat výsledek 
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(nemusíme zde ověřovat existenci limity jako např. při použití polárních souřadnic a věty 
2.2.13): 

Jx2 + y2 - 2x + 2 - 1 v ŕ - l .. ( ŕ - l ) ( ŕ 2 + ŕ + l) 
l im — = lim = lim = 

(x,y)^(l,0) ^ 2 + y2 _ 2 x + 2 - 1 í - l í 2 - l í - 1 ( í - l ) ( í + l ) 

v í2 + í + l 3 
= lim = - . 

í - i í + 1 2 

b) hm X\+V^-l?
2 

(x,y)^(0,l) x 2 + (y - l ) 2 

Řešeni: Tento typ příkladu zkusíme vypočítat pomocí substituce y = kx + 1: 

:r2 + y ( y - l ) 2
 n x2 + (fcr + l)(fcx + 1 - l)2 , x2 + (kx + l)k2x2 

l im = lim = lim = 
(x,*/)—(o,i) x2 + (y - l )2 x—o x2 + (fez + 1 - l)2 x^o x2 + fc2x2 

_ l + (fcx+l)fc2 _ 1 + k2 _ 
- ™ 1 + fc2 ~~ 1 + fc2 _ 

V tomto případě nelze použít věty o limitě složené funkce a z výsledku můžeme vyvodit 
jen to, že daná limita může existovat a rovnat se 1. Příklad tedy dopočítáme zavedením 
polárních souřadnic x = p cos p, y = 1 + p sin p: 

x2 + y(y — l )2 p2 cos2 y? + p2 sin2 tripsin y? + 1) p2 + p3 sin3 y? 
hm = hm = hm = 

(x,y)^(o,i) x2 + (y — l)2 p->o+ p2 cos2 <£ + p2 sin2 ^ p^o+ p2 

= lim (1 + p sin3 p) = 1. 
p^0+ 

Dále musíme dokázat podmínku věty 2.2.13, aby daná limita existovala: 

|/(pcos p, 1 + psiny?) — 1| = |psin3 p\ < 2p, protože | s iny j |< l . 

Přitom lim/,_>0+ 2p = 0. Daná limita existuje a je rovna 1. Z tohoto příkladu je vidět, že 
substituce typu y = kx bez vhodné dodatečné podmínky dokazují pouze neexistenci limity 
(i přestože se nyní výsledek shoduje, viz text na straně 21). 

e[\x\+{y-2f]y _ 1 

c) lim ——. -. r - -
(x,y)^(o,2) \x\ + (y - 2)2 

Řešení: P la t í : 

e[\x\+(y-2)2]y _ i e[\x\+{y-2f]y _ 1 

lim = limy lim . 
(x,y)^(0,2) \x\ + (y - 2) 2 y^2 (x,y)^(0,2) [|x| + (y - 2)2]y 

Příklad rozdělíme na dvě části. První limita je po dosazení rovna 2. Druhá limita se vypočítá 
pomocí substituce t = [\x\ + (y — 2)2]y a použitím ĽHospitalova pravidla. Je zřejmé, že 
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\x\ + (y — 2)2 7̂  O v ryzím okolí bodu (0, 2). Tato druhá limita je podobná limitě z příkladu 
a), zde je využita také znalost věty 2.2.4: 

el\x\+(y-2)2]y _ 1 e* - 1 0 é 
Um -—; ; r—— = lim = lim — = 1. 

í^O 1 (x,y)^(o,2) [|x| + {y- 2)2}y t-+o t 

Pokud oba výsledky sjednotíme, dostaneme hodnotu počítané limity: 

[\x\+(y-2)2]y _ i 
lim — - — = 2 - 1 = 2. 

(x,y)^(o,2) \x\ + (y- 2)2 

• V jiných případech je výhodné provést transformaci do polárních souřadnic, kde 
využíváme věty 2.2.13 (viz příklad 2.2.4). U těchto příkladů se snažíme zjednodušovat 
funkce pomocí goniometrických vzorců. Nejdůležitější jsou tyto vzorce: 

cos2 ip + sin2 ip = 1, 
sin 2'p = 2 sin <p cos <p, 
cos 2ip = cos2 ip — sin2 ip. 

Poznámka 3.1.1. Pokud počítáme limitu funkce tří proměnných, můžeme využít trans
formaci do sférických souřadnic (stejně jako transformaci do polárních souřadnic u li
mity funkce dvou proměnných). Vztahy pro transformaci do sférických souřadnic jsou 
následující: 

x = xo + pcos<psmi9, y = j/o + p sin ^ sin t?, z = zo + pcosi9, 

kde p udává vzdálenost bodů (x0,yo,Zo) a (x,y,z) (sférický poloměr), <p je úhel, který 
svírá průmět průvodiče (spojnice bodů) do podstavné roviny xy s kladným směrem osy x 
(azimutární úhel), ů je úhel, který svírá průvodič s kladným směrem osy z (sférický úhel). 
Tuto transformaci lze využít zejména při důkazu neexistence limity, t j . když nám limita 
vyjde závislá na <p nebo ů. 

Nyní uvedeme větu pro existenci limity funkce po zavedení sférických souřadnic, která 
je obdobná větě 2.2.13. 

V ě t a 3.1.1. Je-li L G E a existuje-li nezáporná funkce g (p) taková, že 

lim g (p) = 0 a \f(xo + pcos<psmi9,yo + psiii<psmi9,zo + pcosi9) — L\<g(p) 

pro každé p z nejakého pravého ryzího okolí bodu 0 a každé <p E (0, 2TT),I9 E (0,7r); pak 

lim f(x,y,z) = L. 
(x,y,z)^(x0,yo,zo) 
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Příklad 3.1.5. Vypočítejte: 

a) lim — - — — — -
(x,y,z)^(0,0,0) x2 + y2 + z2 

Řešeni: Výpočet provedeme pomocí transformace do sférických souřadnic: 

o o o . o n 
. . x p COS 09Slil 17 
hm —r = hm (x,y,z)->{o,o,o) x2 + y2 + z2

 ŕ-»ô+ p2 (cos2 <£ sin2 Í? + sin2 p sin2 Í? + cos2 ů) 
cos2 (/? sin2 ů 

r->6+ sin2 $ + cos2 ů P^O+ 
lim 2 5~7̂  = hni cos <ý? sin 17. 

Výsledný výraz zůstává závislý na úhlech p,i9, a proto daná limita neexistuje. 

. . . 2x3 + 5y3 

b) lim ———— 

(x,y)^(0,0) x2 + y2 

Řešení: Při výpočtu použijeme transformaci do polárních souřadnic x = p cos p, y = p sin p: 
2x3 + 5y3 2p3 cos3 p + 5p3 sin3 p 

(x,y)^>(o,o) x2 + y2 p^o+ p2 cos2 p + p2 sin2 ^ />-»ô+ ' 
lim — — = lim — 2 = n m P(2 cos p + 5 sin <̂ ) = 0. 

Funkce |2 cos3 <£ + 5 sin3 p\ < 7 je ohraničená pro <£ G (0, 2TT). Podle věty 2.2.13 tedy platí, 
že 

2x3 + hy3 

lim ———— = 0. 
(x,y)^(0,0) x2 + y2 

x — y 
c) lim — - — -

(x,y)^(0,0) x2 + y2 

Řešení: Příklad vypočítáme pomocí polárních souřadnic x = p cos p, y = psin p: 

x2 — y2 p2 (cos2 p — sin2 p) 
(x,y)^(o,o) x2 + y2 p^o+ p2(cos2 p + sin2 p) />-»ô+ 

JU — y u i b u n uy — s n i uy; . 2 • 2 \ 
hm ——;—, = hm —— •—^—- = hm (cos p — srn (/?). 

Výsledek je závislý na parametru p, a proto daná limita neexistuje. 

• Následující typové limity nám mohou v některých příkladech značně zjednodušit 
výpočet (tvrzení platí s předpokladem linix^x0 f(X) = 0 a f(X) ^ 0 pro X 
z vhodného ryzího okolí bodu XQ): 

v s i n / ( X ) 1 hm J-±—!- = 1, 
x^x0 f(X) 
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lim t g / W 1, X^Xo f(X) 

limyi±ZW) = 1 

hni / ( X ) - l n | / ( X ) | = 0, 

hni [l + fc-/(X)]7*)=efc,fcG 
A ^ A o 

Příklad 3.1.6. Vypočítejte: 

a) lim tgV^-4) 2 -? / 2 

(x,2/)^(4,o) x 2 ^ ^ - 4)2 - y2 

Řešeni: Budeme chtít využít zmíněných typových limit: 

lim tgV^-4) 2 -? / 2 
lim 

t g v / ( ^ - 4 ) 2 - y 2 

lim 
(x,y)-(4,o) x 2

v
/ ( x - 4 ) 2 - y 2 (x,y)-(4,0) ^ ( x - 4)2 - y2 (x,y)-(4,0) X 2 ' 

Nyní rozložíme příklad na dvě části. U prvního vztahu využijeme typovou limitu 
z předchozího bodu. Protože platí, že 

lim \J ix — 4)2 — y2 = 0, pak lim — ; = 1. 
(x,y)^(4,0) V (x,y)^(4,0) ^J{x - 4 ) 2 - y 2 

1 

Teď zbývá vypočítat poslední část součinu: 

lim 
0z,2/)-(4,O) X z 

Z těchto dílčích výpočtů již vyplývá výsledek naší limity: 

1 
16' 

t g y / ( x - 4 ) 2 - y 2 

(x,y)^(4,0) x2y/(x - 4 ) 2 - y 2 
lim 

1 
16' 

b) lim (1 — y + x)x-y 

Řešeni: Příklad vyřešíme na základě poznatků uvedených v minulém bodě: 

lim (1 + x — y)x-y = lim 
(x,y)—t(5,5) (x,y)—t(5,5) 

(1 + x — y)x-y 

Protože platí 

lim (x — y) = 0, pak lim (1 + x — y)*-v = e. 
(a;,í/)—>(5,5) (a;,í/)—>(5,5) 
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Na základě uvedených skutečností je zřejmé, že 

lim (1 — y + x)^-y = e4. 

• Při výpočtech se snažíme funkce různě algebraicky upravovat, abychom např. dostali 
součin dvou limit, kde jedna je limitou funkce jedné proměnné a druhá zjednodušená 
limita funkce více proměnných. Součin dostaneme následující úpravou: 

f(X).g(X) = ttp-. 
a(x) 

U limity funkce jedné proměnné si můžeme vypomoci ĽHospitalovým pravidlem 
nebo jinými úpravami, které u funkcí více proměnných použít nemůžeme. 

Příklad 3.1.7. Vypočítejte: 

iM+M+M 
lim í 1 

(x,y,z)->(0,0,0) \ \x\ + \y\ + \z\ 

Řešení: Zavedeme substituci t = \x\ + \y\ + \z\ a použijeme větu 2.2.4. Zřejmě je \x\ 
\z\ ^ 0 v ryzím okolí bodu (0, 0, 0): 

lim f l + , , A , ,) = l im 1 + - = | l ° | = h m e í l n ( 1 + ? ) . 
(x,y,z)^>(o,o,o) \ \x\ + \y\ + \z\J t^o \ t J ' ' í̂ O 

Zde musíme vypočítat limitu výrazu v exponentu, a poté dosadíme výsledek zpět. 
Ve výpočtu této dílčí limity použijeme ĽHospitalovo pravidlo: 

lim í ln( 1 + - = 10 • ool = lim T 
t 

In f! + f) oo 
oo 

2 2í 
= lim 7T = l im = 0. 

t - o 1 + i Í ^O t + 2 

Pokud dosadíme tento dílčí výsledek do předešlé limity, dostáváme: 

lim 1 + — — — = e° = 1. 
(x,y,z)->(0,0,0) \ \x\ + \y\ + \z\J 

• U úloh, u kterých potřebujeme ověřit neexistenci limity funkce, využíváme zna
lostí postupných limit z poznámky 2.2.2. Dále můžeme použít i substituce typu: 
y = k (x — xo) + J/o nebo y = kx2, o kterých již byla řeč. 

Příklad 3.1.8. Přesvědčte se o existenci nebo neexistenci následující limity: 

v x-2y 
l im . 

(z,*/)—(o,o) 3x + y 
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Řešení: V této úloze využijeme znalosti postupných limit: 

lim 
y^O 

lim 
x^O 

lim 
x — 2y 

x^o ?)X + y 
y x-2y 
hm 

-2y = lim 
y^o y 

X 1 
= hm — = - . 

x^o 3x 3 

-2, 

y^o 3x + y 

Z nerovnosti výsledků postupných limit vyplývá neexistence dané limity. 

3.2 Nevlastní limity a limity v nevlastních bodech 
• V první části tohoto paragrafu se budeme zabývat l imitami v nevlastních 

bodech. Dehnice takové limity byla již uvedena v dřívějším textu a nyní se 
zamyslíme nad jejím výpočtem. U limit v nevlastním bodě nemůžeme používat 
např. transformaci do polárních souřadnic, která nám u limit ve vlastním bodě 
často usnadnila výpočet. Vhodnou substitucí ale můžeme limitu v nevlastním bodě 
převést na limitu ve vlastním bodě, u které můžeme větu týkající se polárních 
souřadnic 2.2.13 použít. 

Poznámka 3.2.1. Nejprve se dohodneme na označení, které budeme používat. 
Limity typu 

1 1 

(U)„)^(0)0) ^u v 
lim / 

«)-(o,o) 

budeme zapisovat takto: 

, kde M{(u,v) eR2 :u>0,v <0}, 

1 1 
lim / 

(u,v) —» (0,0) 

Tento tvar zápisu budeme využívat především u limit v nevlastním bodě. Při počítání 
příkladů, budeme psát symboly umístěné nad šipkou jen u první limity a dále budeme 
používat standardní zápis s tím, že uvažujeme stále uvedenou podmínku na začátku. 

Nyní ukážeme na vybraných typech limit funkcí dvou proměnných, jak můžeme obejít 
výpočet limity v nevlastním bodě: 

lim 
1 1 

f(x,y) = lim / , , , , 
(x,y)->(+oo,+oo) (u,v)a>°-Š>0(0,0) \ U V 

lim J(x,y)= lim f i x , - , , 
(x,y)^(a,+oo) (x,v)vZ°(a,0) \ V 
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lim f(x,y) = lim / > / ' (x,y)^(+oo-oo) (u,v)u>°-Š<0(0,0) \ U V 

, lim uJ(x,y) = lim f(-,y), 

lim f(x,y) = lim / ( - , - , , 
(x,y)^(oo,oo) (u.vfr^m \ U V 

lim f(x,y) = hm / ( a, -
(x,y)^(a-oo) (x,v)vS°(a,0) \ V 

( Vu 
lim f(x,y)= lim / (16,̂ )̂ (0,0) " \u2 + v2 u2 + v2 

u v 
lim f(x,y) = lim / . . . 

x 2 + ! / 2*>° + 0 0 («,«)^°(0)0) V M + W M + W ' 

Poznámka 3.2.2. Poslední dva vztahy si můžeme ověřit tak, že uvážíme rovnost 
x2 + v2 = -

Z uvedených vztahů pro výpočet limity v nevlastním bodě dokážeme: 

lim ^ f(x, y)= lim f[x,-)=L. 
(x,y)^(a,+oo) (x,v)vZ0(a,0) V V. 

Důkaz: =̂>: Mějme lim-(x,y)^(a,+oo) f(x, y) = L a nechť O(L) je libovolné okolí bodu 
L. Z definice limity existuje 8\ > 0,82 G IR tak, že pro 0 < \x — a\ < 8\,y > j - je 
f(x,y) G O (L). Z toho y = ^ > j - a tedy pro v < 82,v > 0 a 0 < |x — a\ < 8\ je 
/ (z , J) G 0(L). Celkově platí lim(^)t,>0(a>0) f (x, ±) = L. 
-<=: Nechť je lim „_>0, / (x, ^) = L a Ö(L) je libovolné okolí bodu L. Existuje tedy 
8\ > 0,82 > 0 tak, že pro 0 < \x — a\ < 8\,v < 82 je f(x, ^) G O(L), takže pro ^ = y > ^-
a 0 < |x - a\ < 81 je /(x,y) G O(L). Tedy lim(;C)?/)^(a)+oo) /(x,y) = L. 

U takto upravených limit můžeme používat početní postupy, které byly uvedeny 
v předchozím textu o vlastních limitách (jak je vidět v následujícím příkladu). 

Příklad 3.2.1. Vypočítejte následující limity v nevlastním bodě: 

a) lim (1 + x2y2)x2+y2 

(x,y)—> (00,00) 



KAPITOLA 3. METODY VÝPOČTŮ LIMIT FUNKCÍ 33 

Řešení: Protože musíme vypočítat limitu v nevlastním bodě (oo, oo), převedeme tento bod 
na vlastní pomocí substituce x = \-,y = \-, kde n ^ O ^ ^ O : 

lim (1 + x y )x2+y2 = lim 1 
(x,y)—*(oo,oo) (u,v) —» (0,0) U2V2 

Nyní zavedeme polární souřadnice: u = p cos p, v = p sin p, kde p ^ k\, k G Z: 

lim 
(u,v) —» (0,0) U2V2 = l i m ( ! + ~i í r ^ 

^fcf y p4cos /(/9sm p 

^(cos^ í^-|-sin2 Í^) 

= oo = 

-,. p2 cos 2 (psin 2 (iP-ln( l-\-—x ^ n—) 
i "rp p \ p^ cos^ (,9 s i r kp J 

Nyní stačí spočítat limitu exponentu a dosadit do výrazu. Při výpočtu použijeme 
ĽHosptitalovo pravidlo: 

lim p cos p sin p • In 1 
;^^o^ 

1 
4 9 - 2 / = l i m p4 cos^ ip sin (/?/ p^o+ 

ln 1 p4 cos 2 </P s in 2 ip OO 

OO 

lim 2p cos <p sin ^ 
P^O+ 1 + p4 cos2 ip sin ^ 

Aby výsledek platil, musíme ověřit podmínku věty 2.2.13: 

2p2 cos2 p sin2 p 

0. 

p4 cos2 p sin2 <£ + 1 
< 2p , přičemž lim 2p = 0 . 

p^0+ 

Dílčí výsledek už můžeme dosadit a dostaneme: 

lim (1 + x2y2)*2+y2 = e° = 1. 
(x,y)—>(oo,oo) 

b) lim 
x2 + y2 

(z,*/)—(+00-oo) X4 + y 4 

Řešení: Chceme vypočítat limitu v nevlastním bodě, proto použijeme substituci 
na převedení nevlastního bodu na vlastní: x = ^,y = ^,u > 0,v < 0: 

lim 
x2 + y2 

A _i_ ,A lim 

1 1 
172 + ^2 n U2V2(v2 +U2) 
u u = lim (s.ld-K+oo-oo) x 4 + y 4

 ( í t ; , , ) - > ^ < 0
( 0 ) 0 ) 1 1 («,«)-(0,0) w4 + u4 

UA VA 

V dalším kroku zavedeme polární souřadnice u = p cos p, v = p sin p : 

n u2v2(v2 + ti2) p6 cos2 o? sin2 o?(sin2 o? + cos2 p) 
lim ; ; = lim — (^-(O.O) v4 + ti4 p^0^ p4(cos4 (/? + sin4 p) 

p2 sin2 (2a?) 
= lim 

r->o+ 4(sin p + cos4 (/?) 
= 0. 
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Podle věty 2.2.13 je limitní proces v pořádku, protože 

p2sin2(2<^) 
4(sin ip + cos4 ip) 

< p a zároveň lim p = 0. 

• Pokud chceme počítat nevlastní l imity nacházíme podobné problémy, jako u limit 
v nevlastních bodech. Protože lomený výraz | g ^ | = 0, můžeme danou limitu upravit 
tak, abychom dostali limitu vlastní. Postup upravování je zřejmý z následující věty. 

V ě t a 3 .2.1. Existuje-li okolí O (A) bodu A E Era takové, že pro všechny body X E 
0(A),X =£ A je f(X) > 0, resp. f(X) < 0, pak 

lim f(X) = +00, resp. — oo, právě když lim = 0. 

Limita převrácené hodnoty funkce je tedy vlastní a můžeme počítat podle již známých 
vět (např. věta 2.2.13). Na konci výpočtu se ale musíme vrátit zpět k nevlastní limitě 
a dokázat, zda funkční hodnoty f(X) jsou v okolí limitního bodu kladné nebo záporné. 
Na základě tohoto rozboru získáme výsledek +oo nebo — oo. 

Poznámka 3.2.3. K tomu, abychom vyšetřili existenci nevlastní limity funkce po zavedení 
polárních (resp. sférických) souřadnic, musíme k větám 2.2.13 a 3.1.1 přidat následující 
dodatek: 

Jestliže existuje nezáporná funkce g(p) taková, že 

lim gíp) = +00 a f(xo + pcosp, j/o + psiny?) > g(p) (resp. <—g(p)) 

pro každé p z nějakého pravého ryzího okolí bodu 0 a každé <p E (0, 2TT), pak 

lim f(x,y) = +oo (resp. — oo). 

Obdobná věta platí i pro sférické souřadnice. 

Příklad 3.2.2. Vypočítejte tyto nevlastní limity: 

a) lim 
(x,y)^(i,i) (x - l ) 2 + (y- l ) 2 

Řešení: Vypočítáme limitu převrácené hodnoty funkce. Použijeme transformaci 
do polárních souřadnic x = 1 + p cos <p, y = 1 + p sin <p: 

lim \(x — l ) 2 + (y — 1)21 = lim p2(cos2 <p + sin2 ip) = lim p2 = 0. 
(z,*/)—(1,1) p^0+ p^0+ 
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Dostatečná podmínka pro existenci limity z věty 2.2.13 je zřejmě splněna a v ryzím okolí 
bodu (1,1) je funkce kladná, platí celkem: 

lim 1 
= +00. (x,y)^(i,i) (x- l ) 2 + ( y - l ) 2 

x + y z — xy + 1 
b) lim (x,y,z)^(0,0,0) y/x2 + y2 + z 2 + ! _ l 

Řešení: Protože ze zadání příkladu očekáváme, že daná limita je nevlastní, vypočítáme 
limitu převrácené hodnoty funkce. U této limity stačí dosadit limitní bod: 

lim 
^x1 + y2 + z2 + l - l 

(x,y,z)->(o,o,o) x + yz — xy + 1 
0. 

Protože lomený výraz uvnitř limity je v ryzím okolí bodu (0, 0, 0) kladný, je podle věty 
3.2.1 zadaná limita rovna +oo. 



Kapitola 4 

Řešené příklady 

Vypočítejte následující příklady podle postupů uvedených v předešlé části textu: 
1. 

x — y 
l im — 

(x,y)->(2,2) x4 - y4 

Řešeni: Tento typ příkladu vyřešíme pomocí rozkladu polynomů v čitateli a jmeno
vateli: 

x3 — y3 (x — y)(x2 + xy + y2) 
(x,y)^(2,2) x4 - y4 (x,y)^(2,2) (x2 + y2)(x - y)(x + y) 

{x2 + xy + y2) 3 
(x,y)-(2)2) (x2 + y2)(x + y) 8' 

2. 
1 \n(x + ey) 
l im — ^ = ^ = 

(x,y)-(l,0) ^ / x 2 + y2 

Řešeni: Uvedená funkce je spojitá v bodě (1,0), proto stačí limitní bod dosadit 
do lomeného výrazu: 

lim l n ^ ± ^ = l n 2 . 
(x,y)-(l,0) ^Jx2 + y2 

lim 3 ^ + ^ 
(x,y)-(o,o) ^Jx2 + y2 + 4 - 2 

Řešeni: Lomený výraz usměrníme a po zkrácení výrazů dosadíme limitní bod 
do vzniklé funkce: 

3(x2 + y2) Jx2 + y2 + 4 + 2 
l im — = • = 

(x,y)̂ (o,o) ^/x2 + y2 + 4 - 2 y ^ + y 2 ^ + 2 
= Mm S ^ + F ^ / ^ + F + I + J U llm 3 ( V ^ T F T 4 + 2) = 12. 

(x,y)-(0,0) X2 + y 2 (x,y)-(0,0) 

36 
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4. 
lim 2x - y + 1 

(x,y)->(o,o) x2 + 2xy + 2y2 

Řešení: Polární transformace x = p cos p, y = p simp: 

2x — y + 1 2p cos (/? — p sin ^ + 1 
lim lim 

(x,y)->(o,o) x2 + 2xy + 2y2
 r-»o+ p2(cos2 p + 2 cos ^ sin ^ + 2 sin </?) -00. 

Protože je výsledkem +00, vypočítáme limitu převrácené hodnoty (zde postačí do li
mity dosadit limitní bod): 

lim 
x2 + 2xy + 2y2 

= 0. 
(x,y)->(0,0) 2x - y + 1 

Funkce uvnitř limity je v okolí bodu (0, 0) kladná, proto podle věty 3.2.1 platí: 

2x - y + 1 

5. 

lim 
(x,y)->(o,o) x2 + 2xy + 2y2 

2x — y 

-00. 

lim 
x2+y2->^>0

+00 x' + xy + yl 

Řešení: Pro tento typ limity v nevlastním bodě známe substituci: x = u2™ 2, y = 
-Trn*, u > 0,v > 0 : 

2u-v ,n_ . . w . , 2 i „,2"\ 

lim 2x — y lim u i j ^ v i lim 
(2t í- 'y)( t (2 + w2) 

x2+!/2->2a'>0
+oo x2 + xy + y2

 (UtVf>°_$>°m ^f^r K*)-(o,o) u2 + m; + w2 

Nyní aplikujeme polární souřadnice u = p cos <£, i> = p sin <£, <£ e (O, | ) : 

lim 
(2tí — v){u2 + w2) p(2 cos p — sin <̂ ) 

(16,̂ )̂ (0,0) u2 + uv + v2 

Výsledek platí, protože 

p(2 cos p — sin p) 

= lim 
P->O+ 1 + cos p sin p 

= 0. 

1 + cos p sin p 
< 2p a zároveň lim 2p = 0. 

/>—0+ 

6. 
lim y - 3 

(a;,2/)-(2,3) x + y -5 
Řešení: V tomto případě položíme y = k(x — 2) + 3 pro x —• 2: 

lim y - 3 lim 
k(x - 2) fc 

(X,Í/)^(2,3) x + y — 5 x^2 x + fc(x — 2) 
lim , 
*-2 k + 1 fc + 1 

Limita nám vyšla závislá na parametru k, proto neexistuje (limitní přibližování je 
závislé na vybrané cestě). 
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7. 
lim 

x y 
(:z,2/)-(0,0) X2 + y2 

Řešeni: Substituce x = p cos <p,y = p simp: 

T x3y3 T p6 cos3 o? sin3 o? 4 o . o 
lim — = lim —— 5—- = lim p cos ip sm >p = 0. 

(x,y)->(o,o) x2 + j r p^o+p2(cos2 (/? + sin (/?) p^o+ 
Protože platí 

|p4 cos3 ip sin3 </?| < p4 a zároveň lim p4 = 0, 

tak podle věty 2.2.13 je výsledkem: 

8. Pro a G R: 

Řešeni: Platí: 

lim - — — - = 0. 
(a;,2/)-(0,0) X2 + y2 

1 \ x+y 
lim ( 1 

(x,y)->(+oo,a) \ X 

\ \ x+y 
lim I 1 H— J = lim 1 

1 

X 

x + y 
= g1Ím(z,!/)^( + ~ , a ) [ ^ nHi+h)x] 

V posledním kroku jsme limitu přesunuli do exponentu a použili následující vztah: 

f = uv = elnf = evlnu, pro každé f,u>0. 

Zde limitu součinu rozložíme na součin dvou limit a spočítáme je odděleně. V prvním 
případě použijeme substituci x = -,u > 0 : 

1) lim x = lim = lim 
(x,y)->(+oo,a,) X + y ( U ) ! / )«.>° (o ) 0) l+V Ki/)->(0,a) 1 + Uy 

= 1. 

Druhou limitu funkce jedné proměnné vypočítáme po algebraické úpravě 
ĽHospitalovým pravidlem: 

2) lim l n / W - ) = | l + 0 0 | = l n lim e x l n ( 1 + - ) . 

Nyní stačí vypočítat limitu výrazu v exponentu a dosadit zpět: 

lim x ln ( 1 -\— 10- +00I 
ln (1 + r 

lim - v X/ 

x—>+oo 
1 

lim 
x—>+oo 

ŠIT < - ^ 2 » ('+!) 

= lim 

( - x " 2 ) 
1 

^ + o o (1 + I ) 
= 1. 
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Po zpětném dosazení se dostaneme k výsledku druhé limitu v součinu: 

ln lim e x l n ( 1 + - ) ^ n e 1 . 
x—>+oo 

z 2 

1 \ x+v 1 1 
1 ,1-lne 

Celkový výsledek je 

lim 1 + - | = e1'1116 = e. 
(x,y)^>(+oo,a) \ Xj 

9. 
1 — cos(x2 + y2) 

(x,y)->(0,0) (x2 + y 2 ) 3 

Řešení: Provedeme úpravu lomeného výrazu: 

1 — cos(x2 + y2) 
(x,y)->(0,0) (x2 + y 2 ) 3 

1 1 — cos(x2 + y2) 
(x,y)->(o,o) (x2 + y2)2 x2 + y2 

Nyní vypočítáme dílčí limity. Protože očekáváme, že l i m ^ ^ ^ ^ o ) xiI 2 je nevlastní, 
spočítáme limitu převrácené hodnoty funkce (věta 3.2.1): 

lim (V + v ) = 0. 
(x,y)-(0,0)V 

Protože funkční hodnoty jsou v okolí bodu (0, 0) kladné, platí: 

lim — = +00 a také lim —— —- = +oo. 
(x,2/)-(o,o) x2 + y2 (x,2/)̂ (o,o) (x2 + y2)2 

Pokud využijeme platnosti 

lim —— = 1, pokud lim f(X) = 0, 
X^Xo f(X) X^Xo 

pak nám výsledná limita vyjde: 

(x,y)->(0,0) (x2 + y 2 ) 3 

- 1 — cos (x2 + y2) 
lim —— — = +00. 

10. 
sin [(x — l ) 2 + y2 + z2] 

(x,y,z)^(i,o,o) (x - l ) 2 + y2 + z2 
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Řešeni: Abychom se zbavili neurčitého výrazu v limitě funkce tří proměnných, 
využijeme následujícího vztahu (viz teorie výpočtů limit): 

lim SmJ;^ = 1, pokud lim f(X) = 0. 
X^Xo f(X) X^Xo 

Protože [(x — l)2 + y2 + z2] ^ 0 v ryzím okolí bodu (1,0, 0), platí: 

sin [(x - l)2 + y2 + z2] _ 
(x,y,z)^(i,o,o) (x-l)2 + y2 + z2 

r, ,9 9 91 sin \(x — l)2 + y2 + z2} 
lim \(x - 1 2 + y2 + z2 - i - ^- = 0-1 = 0. 

(x,y,z)^(l,0,0) l J [(X - l ) 2 + y2 + Z2]2 

Z platnosti lirri(a;)2/)/Z)^(i)o)o) [(# — l)2 + y2 + z2] = 0 platí námi vypočítaný výsledek. 

11. 
lim 

(z,*/)—(0,0) 

(3 - ^ 9 - |x| - |y|) sin(3x2 + 3y2) 
2(\x\ + \y\)(x2 + y2) 

Řešeni: Při výpočtu využijeme toho, že l i m ^ ^ ^ o ) sm^x2^ß ) 

příklad): 
1 (viz minulý 

lim 
(z,*/)—(0,0) 

= lim 

(3 - ^9- \x\ - \y\) sin(3x2 + 3y2) 
2(\x\ + \y\)(x2 + y2) 

3(3 - ^ / 9 - l x l - M ) 
(x,y)-(0,0) 2( |x | + 

sin(3x2 + 3y2) 
(x,y)̂ (o,o) 3x2 + 3y2 lim 

Nyní vypočítáme první limitu. Zavedeme substituci t = \x\ + \y\ pro t —• 0 (při sub
stituci využíváme znalosti věty 2.2.4) a uplatníme ĽHospitalovo pravidlo: 

i i , „ = ^ - = 
Í^O 2í 

l im— = - . 
í^o 4 v

/ 9 T r r 4 
Platí tedy: 

lim 
(z,?/)—(0,0) 

(3-v /9 m sin(3x2 + 3y2) _ 1 _ 1 
2(\x\ + \y\)(x2 + y2) _ " 4 ~ 4" 

12. 
lim 

x3 — y2 

(x,y)->(2,3) (x2 + y2 - 4x -6y+ 13)2 
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Řešení: Substituce: x = 2 + p cos p, y = 3 + p sin p: 

lim 
x3 — y2 

(x,y)->(2,3) (x2 + y2 - 4x - 6y + 13)2 

(2 + p cos p)3 - (3 + p sin p)2 

= lim  
/>->o+ [(2 + p cos p)(p cos p — 2) + (3 + p sin p)(p sin ^ — 3) + 13]2 

lim 
(2 + p cos p)3 — (3 + p sin t/?)s 

P1 (^ -oo. 

Vzhledem k tomu, že pracujeme s nevlastní limitou, musíme vypočítat limitu 
převrácené hodnoty funkce (stačí dosadit limitní bod): 

(x2 + y2 - 4x - 6y + 13)2 

lim 
(x,y)^(2,3) x3 — y2 

0 
•1 

= 0. 

Protože je funkce v okolí bodu (2, 3) záporná, platí podle věty 3.2.1: 

lim 
x3 — y2 

(x,y)->(2,3) (x2 + y2 - 4x - 6y + 13)2 = —oo. 

13. 

lim 
2 4 

x y 
0z,2/)-(o,o) 2x2yA + 3(x - y2)2 

Řešeni: Zde se budeme snažit dokázat neexistenci limity funkce. Vybereme dvě různé 
cesty limitního přibližování (dvě podmnožiny bodů) a dojdeme k různým výsledkům. 
Nejdříve budeme počítat postupnou limitu: 

lim 
x^O 

2 4 
x y lim — 

y^o 2x2y4 + 3(x-y2)2 
= 0. 

Z tohoto výsledků můžeme jen usoudit, že pokud existuje limita, musí být rovna 0. 
Po druhé uplatníme substituci x = y2, tedy uvažujeme množinu bodů A = {(x, y) E 
R2 : x > 0,x = y2}: 

lim 
2 4 

x y = lim x = lim - = 
(x,y)^(o,o) 2x2y4 + 3(x - V2)2 —o 2x4 + 3(x - x)2 — o 2 2 

Protože nám druhý výsledek vyšel odlišně, limita dané funkce neexistuje. 

14. 
lim x + y 

(x,y)^(oo,oo) x2 — xy + y2 

Řešení: V tomto případě zavedeme substituci: x = \-,y = \-, kde u ^ 0,v ^ 0: 

lim x + y lim 
m;2 + tí2,y 

(x,y)^(oo,oo) X2 - Xy + y 2 („.„^^"(O.O) M M W + v 2 ' 
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K tomuto výpočtu potřebujeme polární transformaci u = p cos if, v = p sin if, kde 
tpŽ k\,k E Z: 

lim 
uv2 + u2v 

= lim 
p3 (cos ip sin2 ip + sin ip cos2 ip) 

(u vf^i^0ío o) u2 — uv + v2
 v±h\ + p2(cos2 ip — cos ip sin <p + sin o?) 

n p cos <p sin o?(cos o? + sin <p) 
= lim ; i : ; = 0. />->(H 1 — \ sin2(/9 

Přitom 
p cos t/? sin tf)(cos <p + sin <p) 

1 — ^ sin 2<p 
< 4p a lim 4p = 0. 

/>—0+ 

Protože jsme ověřili dostatečnou podmínku pro existenci limity, platí náš výsledek: 



Seznam označení 

Z m n o ž i n a všech celých čísel 
IR m n o ž i n a všech reá lných čísel 
IR* rozšířená množina všech reálných čísel o nevlastní body +00 a —00 
IR*n množina uspořádaných n-tic reálných čísel rozšířených o +00 a —00 
W1 množina uspořádaných n-tic reálných čísel 
*Rra rozšířená množina uspořádaných n-tic reálných čísel o nevlastní bod 00 
(P, p) metrický prostor na množině P s metrikou p 
p(X, Y) metrika na množině, vzdálenost bodů XaY 
P\ součtová metrika 
P2 euklidovská metrika 
Poo maximální metrika 
p* redukovaná metrika 
*pn metrika na množině *IRra 

p* metrika na množině R*™, p* = max{p*(xi, j/i),p*(x2,1/2), • • • ,p*(xn,yn)} 
Era metrický prostor (]Rra,p00) 
E* metrický prostor (E*,p*) 
E*n metrický prostor (R*", p*n = max{p*(xi,yi) ,p*(x2 ,y2) , • • • ,p*(xn,yn)}) 
*En metrický prostor (*Rn, *pn) 
O(X0) okolí bodu X0 

O*(X0) =O(X0)\{X0}, ryzí okolí bodu X0 

K(XQ, r) otevřená koule se středem X0 a poloměrem r 
K[X0, r] uzavřená koule se středem X0 a poloměrem r 
M' derivace množiny M 
-^ zobrazení množiny do množiny, nebo konvergence 
—• konvergence v metrickém prostoru s metrikou p 
^<^^ zobrazení z množiny do množiny 
C podmnožina nebo rovnost 
lim f(X) limita funkce f 

lim f(X) limita funkce / vzhledem k množině M 
X^Xo 
T>(f) definiční obor funkce / 
fog složená funkce, f po g 
{Xk}kĹi posloupnost 
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Závěr 

V práci je předložen souhrn teorie týkající se limit funkcí více proměnných a uvedené teo
retické poznatky jsou názorně ukázány na příslušných příkladech. Na začátku bakalářské 
práce se zabývám metrickými prostory a uvádím konstrukci rozšířeného metrického 
prostoru o nevlastní body, který je důležitý pro definování limity v nevlastním bodě. 
Dále zmiňuji věty o limitách, které nám usnadňují výpočty limit funkcí více proměnných. 
Za nejzajímavější část považuji metody výpočtů limit funkcí více proměnných, kde je 
vedle výpočtů vlastních limit uveden i postup pro výpočet limit nevlastních a limit v 
nevlastním bodě. Práce tedy naplinila zadání, o kterém jsem se zmínil v úvodu. 
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