11. cviceni — Extrémy na neomezené mnoziné
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkci (nebo supremum a infimum):

(a) fz,y) =2° = 3zy +y°, M = [0,00)".
ReSeni: Zdroj piikladu: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.

pdf
e Nejprve zkusime najit lokalni extrémy na mnoziné M° = (0, c0)2. Zderivujeme

of 2
— =3z“-3
ox v Y
of 2
— =3y" -3
dy Y *

Nulové body: 7 druhé rovnice je

z =y
tedy po dosazeni do prvni
3yt =3y =0

y(y® —1) =0

Tedy mame dva podezielé body: [0,0] & M° a [1,1]. Plati f(1,1) = —1.
e Globalni maximum funkce nemé: Uvazujme funkei g(z) = f(z,0). Pak

. 1 3
2%, 9(7) = g e = oo

Tedy funkce je zfejmé neomezena shora.

e Globaln{ minimum je v bodé [1,1]: UkéZzeme, Ze na mnoziné K = [0,3]? je
globalni minimum v bodé [1,1]. Déle ukdzeme, ze f > 0 na mnoziné M \ K.
Z toho pak vyplyne, ze v [1,1] je globalni minimum na M.

— Mnozina K je omezend a uzaviend, tedy kompaktni. Protoze f je spojita
(polynom), tak na K nabyva (globéalnich) extrémt. Minimum muze byt
pouze v bodé [1,1] (s hodnotou f(1,1) = —1) nebo na hranici. Hranice
je tvofena Ctyfmi tseCkami. Na usefce (z,0), kde x € [0, 3], a na usecce
(0,%), kde y € [0,3], plati f(z,0) =23 > 0a f(0,y) = y> > 0. Tedy tam
nemuze byt minimum.

Usecky tvaru (z,3), kde = € [0,3], a (3,y), kde y € [0, 3], budeme diskuto-
vat nize.

— Uvazujme mnozinu =z > 3, y < 3. Pak
flz,y) =2 = 3zy + 9> > 2% — 32y > 32(3 —y) > 0.
Analogicky proy > 3, z < 3:
fz,y) =2® = 3zy + 9> >y — 32y > 3y(3 —x) > 0.
Nakonec pro mnozinu « > 3, y > 3 je

flz,y) = 2% =32y +y* > 3(2% — 2y + y*) = 3((x — y)* + zy) > 0.



— Tedy minimum na mnoziné K je v bodé [1, 1] a ma hodnotu —1. Na M\ K
plati, ze f(x,y) > 0.
e Zavér: globalni maximum funkce nemad, globalni minimum je v bodé [1,1] a
mé hodnotu —1.

(b) flo,y) = (2% + e @)
Reseni: Zdroj piikladu: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ bouchala/Vyuka/
Hledame globalni extrémy na mnoziné M = R2.
Funkei lze psat jako f(x,y) = g(z? + y?), pro g(t) = te~*. (Vrstevnicemi funkce
jsou kruznice se stfedem v poc¢atku.)
Staci tedy vySetfit extrémy funkce g(t), t € [0, 00).

Zderivujme:

gt)=e"(1-1).
Funkce je tedy rostouci na intervalu [0, 1) a klesajici na [1,00). Navic plati g(0) =0
a

lim te™t = 0.
t—o0

Miuzeme tedy funkci nacrtnout a ¥ict, Ze ma globalni maximum v ¢ = 1 o hodnoté
1/e a minimum v ¢ = 0 o hodnoté 0.
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Ptechodem k funkci f uréime, Ze f méa globalni maximum na kruznici 22 + 3% = 1
a minimum v pocatku.



(o) flw,y) = (% + Ty)e ™~
ResSeni: Zdroj: Petr Holicky, Ondrej F. K. Kalenda : Metody feSeni vybranych
tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Funkce f je zfejmé nezaporna a zaroven f(x,y) = 0 pravé pro (z,y) = (0,0).
Zde je tedy globalni minimum.

e Funkci zderivujeme

% = (2z — 10z(z?* + '73/2))6_5g”2_2y2
g_; = (Ly — 4y(a* +7y"))e >

Derivace jsou nulové pravé tehdy, kdyz
z(1—5(*+7y%) =0
y(14 - 4(a® + Ty2) = 0

7 rovnic dostavame FeSeni

- [0,0], f(0,0) =0,

= [0,£1/v2], f(0,+1/v2) = &,

~ VB0 S(ELVE0) = L
Kandiddtem na globalni maximum jsou tedy body [0,4+1/v/2], s hodnotou
f(0,£1/v2) = L.

e Ukézeme, Ze opravdu jde o body globdlniho maxima. Pro funkci f plati

Fla,y) = (@ + Ty?)e 572" < 7(5a? + 29%)e 57

2

Podobné jako v pfedchozim piikladé miZzeme psat h(z,y) = 7(51‘2—1—23/2)6_5“’2_23/

jako h(x,y) = g(5x? + 2y?), kde g(t) = Tte "

Mame lim;_,oo te™t = 0. Tedy existuje R > 0 takové, Ze pro t > R plati
7

9(t) < 1¢- _

Uvazujme tedy mnozinu K = {[z,y] : 522 + 2y> < R} a mnozinu K = {[z,y] :

522 + 2y% > R}.



— Pak na K plati
7
,Y) < h(z,y) < —.
fla,y) < hla,y) < -

— Na mnoziné K mame: K je kompakt (elipsa se stfedem v pocatku) a f je
na K spojitd. Nabyva tam tedy extrémd.
Globéln{ maximum muze byt pouze v bodech [0, 41/+/2], s hodnotou f(0,41/v/2) =
" nebo na hranici K. Ale pro body na hranici K plati, 7ze f < 4—76.

2¢?
Zavér: Funkce f nabyva globalniho maxima v bodech [0,41/v/2], s hodnotou
F(0,41/v2) = L.

Globalniho minima nabyva v bodé [0, 0] s hodnotou 0.

4y 27

ReSeni: Zdroj piikladu: https://matematika.cuni.cz/d1l/ikalkulus/KAP17.
pdf

e Funkce je na M nezdporna. Zaroven je shora neomezend, protoze
4
lim f(z,1) = lim 3z + — + 27 = cc.
T—00 T—00 x

e Zderivujme

of _ 4 8
oz 3
of 4 81
oy a2 oyt

Jedinym stacionarnim bodem je bod [2, 3], kde f(2,3) = 10.
o UkaZeme, Ze v tomto bodé je globalni minimum.
Uvazujme mnozinu K = [2,4] x [1,40]. Pak mame
— Proxz >4 je
f(z,y) >3z > 12 > 10.

— Pro z € (0,4], y > 40 je



— Proy € (0,1] je

— Proy>1,2€(0,2] je
4y 4
Y) > —= > — >10
flay)> 5252

Zavér: Globalni minimum je v bodé [2,3] s hodnotou f(2,3) = 10.

L L L L L L L
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

(e) f(z,y) = (Tz+10y)e ™Y, x>0,y > 0.
Regeni:
Zdroj: Petr Holicky, Ondiej F. K. Kalenda : Metody feSeni vybranych uloh z
matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
Polozme M = (0,00) x (0, 00).

e Zderivujeme:

af o
e ] a—y
o (=72 — 10y + 7)e

—Zi = (=7x — 10y + 10)e "7

Stacionarni bod funkce nema.
e Protoze f je spojita na M, tak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).
Budeme tedy dale pracovat na M = [0, 00) X [0, 00).
Ziejmé f > 0 na M. Navic f(z,y) = 0 pravé pro (z,y) = (0,0). Tedy v
pocatku mé f globalni minimum.
Pro M pak plati inf f(M) = 0.
e VySetfime chovani f na hranici M.
— Mame f(0,0) = 0.
— Na (z,0), kde z > 0 je

f(z,0) = hi(z) = Txe™™



Je
hi(z) =7(1 —x)e ",
Podezielym bodem je tedy [1,0] s hodnotou f(1,0) = 7/e.
— Na (0,y), kde y > 0 je

f(0,y) = ha(y) = 10ye™

Je
ho(y) = 10(1 = y)e ™.
Podezielym bodem je tedy [0, 1] s hodnotou f(0,1) = 10/e.
e UkaZeme Ze f nabyva maxima na M bodé [0,1] s hodnotou 10/e.

— Plati odhad
flz,y) <10(z +y)e 7Y

MiiZzeme psat jako 10(z + y)e ¥ Y = g(z + y), kde g(t) = 10te~*. Protoze
lim; o = 0, tak existuje takové R > 0, ze pro t > R je 10te™! < g Neboli
flz,y) < % na mnoziné {[z,y] : x > 0,y > 0,2 + y > R}.

— Uvazujme nyni mnozinu A = {[z,y] : © > 0,y > 0,z +y < R}. Jde o
trojuhelnik, mnozina je omezené a uzaviend, tedy kompaktni. Funkce f
na ni tedy nabyva extrému. Ziejmeé [0,0] € Ai[0,1] € A. Z vypoctu vyse
plyne, Ze extrémy jsou v bodech [0,0] a [0, 1].

Zavér: inf f(M) =0, sup f(M) = %. Funkce na M nenabyvé extrémii.




Zkouskové priklady

2. (a) Uvazujte funkci f definovanou predpisem
f(z,y,2) = 322 + 3y + 322 + 9zyz — 20 — 2y — 2z

Naleznéte viechny body lokélnich extrémii funkce f na mnoziné R®. Rozhodnéte,
zda existuji body globalnich extrémi funkce f na R® a pokud ano, naleznéte je.

(b) Naleznéte sup f(M) a inf f(M), kde f(z,y,2) = e = (22 —x +y—y?) a M =
[—1,1] x [-1,1] x R.

(c) Necht A = {[z,y] €eR?: 2 =92+ 1} a B ={[z,y] € R?: y = 22 + 3}. Naleznéte
dist(A, B).

(d) Necht ¢ € R a f,: R — R je definovana jako

fomoy,z) =y* + 2y — 1) + 22 + q2(y + 1) + ¢*2% + z(z + 2y).

Ukazte, Ze existuje go € R takové, Ze pro ¢ > go nema f, lokalni extrém.
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Bonus

. Ukazte, ze kone¢né sjednoceni fidkych mnozin je fidk4 mnozina. Je to pravda pro
spocetné sjednoceni?

Mnozina A C X je fidka v (X, p), jestlize X \ A je husta v X.

Mnozina B C X je husta v (X, p), jestlize B = X.

Reseni: Necht A; a Ay jsou Fidké mnoziny v (X, p). Pak pro A; U Ay mame

X\ (A UA) = X\ (A UZy) = (X \ A7) 0 (X \ )

Navic plati, ze (X \ A1) i (X \ A2) je oteviend a hustd mnozina. Z véty z prednasky
plati, ze prunik takovych dvou mnozin je také hustd mnozina. Tedy A; U Ay je Fidka
mnozina.

Indukeci 1ze ukazat, Ze koneéné sjednoceni fidkych mnozin je fidkd mnozina.

Pro spocetné sjednoceni tvrzeni neplati. UvaZzujme jednoprvkové mnoziny {q}, kde
g € Q. Mnoziny jsou zjevné fidké v R. Ale jejich spocetné sjednoceni je celé Q, coz
tidk&4 mnoZina neni.



