
11. cvičení – Extrémy na neomezené množině
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Příklady

1. Najděte globální extrémy funkcí (nebo supremum a infimum):

(a) f(x, y) = x3 − 3xy + y3, M = [0,∞)2.
Řešení: Zdroj příkladu: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.
pdf

• Nejprve zkusíme najít lokální extrémy na množině M◦ = (0,∞)2. Zderivujeme

∂f

∂x
= 3x2 − 3y

∂f

∂y
= 3y2 − 3x

Nulové body: Z druhé rovnice je

x = y2,

tedy po dosazení do první
3y4 − 3y = 0

y(y3 − 1) = 0

Tedy máme dva podezřelé body: [0, 0] ̸∈ M◦ a [1, 1]. Platí f(1, 1) = −1.
• Globální maximum funkce nemá: Uvažujme funkci g(x) = f(x, 0). Pak

lim
x→∞

g(x) = lim
x→∞

x3 = ∞.

Tedy funkce je zřejmě neomezená shora.
• Globální minimum je v bodě [1, 1]: Ukážeme, že na množině K = [0, 3]2 je

globální minimum v bodě [1, 1]. Dále ukážeme, že f ≥ 0 na množině M \K.
Z toho pak vyplyne, že v [1, 1] je globální minimum na M .
– Množina K je omezená a uzavřená, tedy kompaktní. Protože f je spojitá

(polynom), tak na K nabývá (globálních) extrémů. Minimum může být
pouze v bodě [1, 1] (s hodnotou f(1, 1) = −1) nebo na hranici. Hranice
je tvořena čtyřmi úsečkami. Na úsečce (x, 0), kde x ∈ [0, 3], a na úsečce
(0, y), kde y ∈ [0, 3], platí f(x, 0) = x3 ≥ 0 a f(0, y) = y3 ≥ 0. Tedy tam
nemůže být minimum.
Úsečky tvaru (x, 3), kde x ∈ [0, 3], a (3, y), kde y ∈ [0, 3], budeme diskuto-
vat níže.

– Uvažujme množinu x ≥ 3, y ≤ 3. Pak

f(x, y) = x3 − 3xy + y3 ≥ x3 − 3xy ≥ 3x(3− y) ≥ 0.

Analogicky pro y ≥ 3, x ≤ 3:

f(x, y) = x3 − 3xy + y3 ≥ y3 − 3xy ≥ 3y(3− x) ≥ 0.

Nakonec pro množinu x ≥ 3, y ≥ 3 je

f(x, y) = x3 − 3xy + y3 ≥ 3(x2 − xy + y2) = 3((x− y)2 + xy) ≥ 0.



– Tedy minimum na množině K je v bodě [1, 1] a má hodnotu −1. Na M \K
platí, že f(x, y) ≥ 0.

• Závěr: globální maximum funkce nemá, globální minimum je v bodě [1, 1] a
má hodnotu −1.

(b) f(x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2)

Řešení: Zdroj příkladu: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/
Hledáme globální extrémy na množině M = R2.
Funkci lze psát jako f(x, y) = g(x2 + y2), pro g(t) = te−t. (Vrstevnicemi funkce
jsou kružnice se středem v počátku.)
Stačí tedy vyšetřit extrémy funkce g(t), t ∈ [0,∞).
Zderivujme:

g′(t) = e−t(1− t).

Funkce je tedy rostoucí na intervalu [0, 1) a klesající na [1,∞). Navíc platí g(0) = 0
a

lim
t→∞

te−t = 0.

Můžeme tedy funkci načrtnout a říct, že má globální maximum v t = 1 o hodnotě
1/e a minimum v t = 0 o hodnotě 0.

Přechodem k funkci f určíme, že f má globální maximum na kružnici x2 + y2 = 1
a minimum v počátku.



(c) f(x, y) = (x2 + 7y2)e−5x2−2y2

Řešení: Zdroj: Petr Holický, Ondřej F. K. Kalenda : Metody řešení vybraných
úloh z matematické analýzy pro 2. - 4. semestr

• Funkce f je zřejmě nezáporná a zároveň f(x, y) = 0 právě pro (x, y) = (0, 0).
Zde je tedy globální minimum.

• Funkci zderivujeme

∂f

∂x
= (2x− 10x(x2 + 7y2))e−5x2−2y2

∂f

∂y
= (14y − 4y(x2 + 7y2))e−5x2−2y2

Derivace jsou nulové právě tehdy, když

x(1− 5(x2 + 7y2)) = 0

y(14− 4(x2 + 7y2)) = 0

Z rovnic dostáváme řešení
– [0, 0], f(0, 0) = 0,
– [0,±1/

√
2], f(0,±1/

√
2) = 7

2e ,
– [±1/

√
5, 0], f(±1/

√
5, 0) = 1

5e .
Kandidátem na globální maximum jsou tedy body [0,±1/

√
2], s hodnotou

f(0,±1/
√
2) = 7

2e .
• Ukážeme, že opravdu jde o body globálního maxima. Pro funkci f platí

f(x, y) = (x2 + 7y2)e−5x2−2y2 ≤ 7(5x2 + 2y2)e−5x2−2y2

Podobně jako v předchozím příkladě můžeme psát h(x, y) = 7(5x2+2y2)e−5x2−2y2

jako h(x, y) = g(5x2 + 2y2), kde g(t) = 7te−t.
Máme limt→∞ te−t = 0. Tedy existuje R > 0 takové, že pro t ≥ R platí
g(t) < 7

4e .
Uvažujme tedy množinu K = {[x, y] : 5x2 + 2y2 ≤ R} a množinu bK = {[x, y] :
5x2 + 2y2 ≥ R}.



– Pak na bK platí

f(x, y) ≤ h(x, y) <
7

4e
.

– Na množině K máme: K je kompakt (elipsa se středem v počátku) a f je
na K spojitá. Nabývá tam tedy extrémů.
Globální maximum může být pouze v bodech [0,±1/

√
2], s hodnotou f(0,±1/

√
2) =

7
2e , nebo na hranici K. Ale pro body na hranici K platí, že f < 7

4e .
Závěr: Funkce f nabývá globálního maxima v bodech [0,±1/

√
2], s hodnotou

f(0,±1/
√
2) = 7

2e .
Globálního minima nabývá v bodě [0, 0] s hodnotou 0.

(d) f(x, y) = 3x+
4y

x2
+

27

y3
, M = (0,∞)2

Řešení: Zdroj příkladu: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.
pdf

• Funkce je na M nezáporná. Zároveň je shora neomezená, protože

lim
x→∞

f(x, 1) = lim
x→∞

3x+
4

x2
+ 27 = ∞.

• Zderivujme
∂f

∂x
= 3− 8y

x3

∂f

∂y
=

4

x2
− 81

y4

Jediným stacionárním bodem je bod [2, 3], kde f(2, 3) = 10.
• Ukážeme, že v tomto bodě je globální minimum.

Uvažujme množinu K = [35 , 4]× [1, 40]. Pak máme
– Pro x ≥ 4 je

f(x, y) > 3x ≥ 12 > 10.

– Pro x ∈ (0, 4], y ≥ 40 je

f(x, y) >
4y

x2
≥ y

4
≥ 10



– Pro y ∈ (0, 1] je

f(x, y) >
27

y3
≥ 10

– Pro y ≥ 1, x ∈ (0, 35 ] je

f(x, y) >
4y

x2
≥ 4

x2
≥ 10

Závěr: Globální minimum je v bodě [2, 3] s hodnotou f(2, 3) = 10.

(e) f(x, y) = (7x+ 10y)e−x−y, x > 0, y > 0.
Řešení:
Zdroj: Petr Holický, Ondřej F. K. Kalenda : Metody řešení vybraných úloh z
matematické analýzy pro 2. - 4. semestr
Položme M = (0,∞)× (0,∞).

• Zderivujeme:
∂f

∂x
= (−7x− 10y + 7)e−x−y

∂f

∂y
= (−7x− 10y + 10)e−x−y

Stacionární bod funkce nemá.
• Protože f je spojitá na M , tak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).

Budeme tedy dále pracovat na M = [0,∞)× [0,∞).
Zřejmě f ≥ 0 na M . Navíc f(x, y) = 0 právě pro (x, y) = (0, 0). Tedy v
počátku má f globální minimum.
Pro M pak platí inf f(M) = 0.

• Vyšetříme chování f na hranici M .
– Máme f(0, 0) = 0.
– Na (x, 0), kde x > 0 je

f(x, 0) = h1(x) = 7xe−x



Je
h′1(x) = 7(1− x)e−x.

Podezřelým bodem je tedy [1, 0] s hodnotou f(1, 0) = 7/e.
– Na (0, y), kde y > 0 je

f(0, y) = h2(y) = 10ye−y

Je
h′2(y) = 10(1− y)e−y.

Podezřelým bodem je tedy [0, 1] s hodnotou f(0, 1) = 10/e.
• Ukážeme že f nabývá maxima na M bodě [0, 1] s hodnotou 10/e.

– Platí odhad
f(x, y) ≤ 10(x+ y)e−x−y

Můžeme psát jako 10(x+ y)e−x−y = g(x+ y), kde g(t) = 10te−t. Protože
limt→∞ = 0, tak existuje takové R > 0, že pro t ≥ R je 10te−t < 5

e . Neboli
f(x, y) < 5

e na množině {[x, y] : x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≥ R}.
– Uvažujme nyní množinu A = {[x, y] : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ R}. Jde o

trojúhelník, množina je omezená a uzavřená, tedy kompaktní. Funkce f
na ní tedy nabývá extrémů. Zřejmě [0, 0] ∈ A i [0, 1] ∈ A. Z výpočtů výše
plyne, že extrémy jsou v bodech [0, 0] a [0, 1].

Závěr: inf f(M) = 0, sup f(M) = 10
e . Funkce na M nenabývá extrémů.



Zkouškové příklady

2. (a) Uvažujte funkci f definovanou předpisem

f(x, y, z) = 3x2 + 3y2 + 3z2 + 9xyz − 2x− 2y − 2z.

Nalezněte všechny body lokálních extrémů funkce f na množině R3. Rozhodněte,
zda existují body globálních extrémů funkce f na R3 a pokud ano, nalezněte je.

(b) Nalezněte sup f(M) a inf f(M), kde f(x, y, z) = e−z2(x2 − x + y − y2) a M =
[−1, 1]× [−1, 1]× R.

(c) Nechť A = {[x, y] ∈ R2 : x = y2 + 1} a B = {[x, y] ∈ R2 : y = 2x + 3}. Nalezněte
dist(A,B).

(d) Nechť q ∈ R a fq : R3 → R je definována jako

fq(x, y, z) = y2 + z(y − 1) + z2 + qz(y + 1) + q2z2 + x(x+ 2y).

Ukažte, že existuje q0 ∈ R takové, že pro q > q0 nemá fq lokální extrém.

























Bonus

3. Ukažte, že konečné sjednocení řídkých množin je řídká množina. Je to pravda pro
spočetná sjednocení?
Množina A ⊂ X je řídká v (X, ρ), jestliže X \A je hustá v X.
Množina B ⊂ X je hustá v (X, ρ), jestliže B = X.
Řešení: Nechť A1 a A2 jsou řídké množiny v (X, ρ). Pak pro A1 ∪A2 máme

X \ (A1 ∪A2 ) = X \ (A1 ∪A2 ) = (X \A1) ∩ (X \A2)

Navíc platí, že (X \ A1) i (X \ A2) je otevřená a hustá množina. Z věty z přednášky
platí, že průnik takových dvou množin je také hustá množina. Tedy A1 ∪ A2 je řídká
množina.
Indukcí lze ukázat, že konečné sjednocení řídkých množin je řídká množina.
Pro spočetné sjednocení tvrzení neplatí. Uvažujme jednoprvkové množiny {q}, kde
q ∈ Q. Množiny jsou zjevně řídké v R. Ale jejich spočetné sjednocení je celé Q, což
řídká množina není.


