11. cviceni — Extrémy na neomezené mnoziné
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Teorie

Poznamka 1. Necht f je spojita na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).

Poznamka 2. Necht K je neprazdni kompaktni mnozina v metrickém (pod)prostoru X.
Necht navic int K C X. Necht funkce f je spojitd na K a necht existuje x¢ € int K tak, Ze

1€ OKU(X\K) = f@@)> f(wo)  (resp.f(x) < f(z0)).

Pak m4 funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp. max f(K))
a vechny body z € X UK, v nichz je f(x) = min f(K) (resp. f(z) = max f(K)), lezi v int K.

Globalni extrémy:

(Ne vzdy je nutné projit v8echny odrazky a ne vzdy v tomto potadi.)

1.

Prohlédneme si funkci. Jaky méa defini¢n{ obor? Je nezaporna? Jaké asi budou limity
v krajich Dy?

Zderivujeme funkci na vnitfku mnoziny a najdeme podezielé body.

Odhadneme limity v krajich defini¢niho oboru.

(a) Typicky jak se funkce chova v nekoneénu. (Napt. jak se funkce chova na primkach
y=0,z=0.)
(b) Jak se funkce chova na hranici.
Pokud to vypada, Ze funkce globalni extrémy nema (napf. jde nékde do nekonecna),
tak za pomoci limit najdeme supremum /infimum.
Pokud to vypadé, Ze v mistech lok. extrému jsou i globalni, tak:
(a) Najdeme kompakt, ktery obsahuje tyto podezielé body. Spojita funkce na kom-
paktu musi nabyvat extrémi.
(b) UkéaZeme, ze mimo kompakt je funkce mensi nez maximum (a vétSi neZ mini-
mum). Tady pomiize vhodné volba kompaktu, znalost limit a obvyklé odhady.

Priklady

1.

Najdéte globélni extrémy funkei (nebo supremum a infimum):
() f(z,y) = 2® = Bzy + 1%, M = [0,00)2.
D) f(o.y) = (@ +yP)e )
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() f(z,y) = (22 + Ty?)e > 2

(e) f(z,y) = (Tz+10y)e Y, x>0,y > 0.

Zkouskové priklady

Zdroje ptikladi i s FeSenim: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"pick/
https://www.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/edu.php
2. (a) Uvazujte funkci f definovanou pfedpisem

f(z,y,2) = 32% + 3y + 322 + 9zyz — 22 — 2y — 2z.

Naleznéte viechny body lokélnich extrémit funkce f na mnoziné R®. Rozhodnéte,
zda existuji body globalnich extrémii funkce f na R? a pokud ano, naleznéte je.

(b) Naleznéte sup f(M) a inf f(M), kde f(z,y,z) = e -z 4y — v} a M =
[-1,1] x [-1,1] x R.

(c) Necht A = {[z,y] e R?: 2 =9?>+1} a B = {[r,y] € R? : y = 22 + 3}. Naleznéte
dist(A4, B).

(d) Necht g € R a f,: R — R je definovana jako

fo@y,2) =y* + 2y — 1)+ 2* + qz(y + 1) + ¢*2* + z(z + 2y).

Ukazte, Ze existuje qo € R takové, Ze pro ¢ > go nema f, lokalni extrém.

Bonus

3. Ukazte, ze kone¢né sjednoceni ridkych mnozin je ¥idkd mnozZina. Je to pravda pro
spocetna sjednoceni?
Mnozina A C X je fidka v (X, p), jestlize X \ A je husta v X.
Mnozina B C X je husta v (X, p), jestlize B = X.
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