10. cviceni — Extrémy na mnoziné 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie
Poznamka 1. Necht f je spojita na M. Pak sup f(M) = sup f(M) a inf f(M) = inf f(M).

Poznamka 2. Necht K je neprazdni kompaktni mnozina v metrickém (pod)prostoru X.
Necht navic int K C X. Necht funkce f je spojitd na K a necht existuje x¢ € int K tak, Ze

1€ OKU(X\K) = f@@)> f(wo)  (resp.f(x) < f(z0)).

Pak m4 funkce f v mnoziné X minimum (resp. maximum) rovné min f(K) (resp. max f(K))
a vechny body z € X UK, v nichz je f(x) = min f(K) (resp. f(z) = max f(K)), lezi v int K.

Algoritmus: Extrémy na omezené mnoziné:

1. Je-li mnozZina uzaviena, tak odivodnime, Ze spojita funkce na kpt. nabyva extrémy.
2. Extrémy mohou byt:
(a) na vnitfku mnoZiny jen v mistech s nulovymi derivacemi (jejich typ nevySetiu-
jeme, pokud na to nejsme pifimo tazani);
(b) v bodech vnitiku, kde neexistuje derivace;
(c¢) na hranici: hrani¢ni kiivky (nebo plochy) - obvykle lze dosadit a vyraz zjednodusit.
(d) na hranici hranice: krajni body, hroty trojihelniku atp.

3. Vs8echny podezielé body sepiSeme a porovname jejich funkéni hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.

4. Pokud mnozina neni uzaviena, tak ji prve uzavieme a vySetiime jako kompakt.
Pokud je extrém na jeji hranici (mimo mnozinu), tak funkce tento extrém nema - ale
bude to jeji supremum /infimum
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Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkci (nebo supremum a infimum):
() f(z,y) =sinz +siny, M = {[z,y] € R? : 2% + y* < n2/4}
(b) f(z,y,2) =sinxsinysinz, M = {[z,y,2] ER3 : 2+ y+2 = 5,2>0,y>0,2>0}
(¢) flmy,2)=a—y+22, M ={[r,y,2] ER3: 2?2 + ¢y + 22 =2,22 + 22 < y}
(d) f(z,y,2) =ax+y+2z, M ={[x,y,2] ER3: 22+ 9>+ 22 < 1,22 + 9> + 22— 22 < 0}
(e) flayy)=—at —y", M= {[x,y] e R*: 2® +-2¢° > 1}

)
)
)
)

Zkouskové priklady

2. Najdéte globalni extrémy funkei (nebo supremum a infimum):

(a) f(z,y,2) = arctan(z?) (v +yz+22), M = {[z,y,2] € R3: 92+ 22 = 4,2 € [-1,1]}

d) flz,y,2)=2+2y—2, M ={[z,y,2] eER3: 2?2 + 9> + 22 =1, —x + 2y + 2 > 0}
(c) f(x,y,2) = arctan(zyz), M = {[z,y,2] € R®: 22 + 22 =y, 2? + 2 + 22 < 1}
(d) Naleznéte normu matice

1 -1 0

0 1 01,

0 0 -1

kde norma matice je definovana jako

[A]l = sup{[[Az]| - [[«]| <1}

Bonus

3. Ukazte, ze konec¢né sjednoceni ridkych mnozin je fidkd mnozina. Je to pravda pro
spocetna sjednoceni?
Mnozina A C X je ¥idka v (X, p), jestlize X \ A je husta v X.
Mnozina B C X je husta v (X, p), jestlize B = X.

("0 A Ayruat] ‘gsopsy opy ‘o3sox opy - Jeas Lqnuy jeuraeN) (£ 0) N (0°%-)
aoquny 9z ‘ozeyN f DIUAOI U NOpoa Arogeyidiynu Aaoddueide] (eg)

eu eysoxd of e = I
2} . Rsod> T xTsS0d

1
7500

Matematicka analyza 3, 2025/26, Kristyna Kuncova 2



