9. cviceni — Extrémy na mnoziné
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte extrémy funkei na mnoziné

(a) f(z,y) =2 — 222y + 3y> na M = [1;1]?
Reseni: Piiklad mame z https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.
pdf
e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,—1), (1,-1), (1,1) a (—=1,1).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(soucin dvou uzavienych intervali) a omezené, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémd.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: 9
a—i: = 322 — 4y,
8—f = 227 + 9y°.
dy

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.

e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i y=—-1,z€(—1,1). Mame

g(x) = f(z,—1) = 23 + 22% — 3.
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Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (z) = 322 + 4z = x(3z + 4)

Nulové derivace jsou pro x = 0 a z = —%. Druhy bod nelezi v M.
Dostavame tedy podeziely bod (0, —1).
ii. y=1,z € (—1,1). Mame

g(x) = f(x,1) = 2® — 22° 4 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
J(z) =322 — 4z = z(3z — 4)
Nulové derivace jsou prox =0ax = %. Druhy bod nelezi v M. Dostavame
tedy podeziely bod (0,1).
ili. x = -1,y € (—-1,1). Mame
9(y) = f(=1,y) =3y’ =2y — L.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

J'(y) =9y* — 2

Nulové derivace jsou pro y = :I:%\@ Dostavame tedy podezielé body
(-1,3v2). a (-1,—3V2).

iv. =1,y € (-1,1). Mame
g(y) = f(Ly) =3y> — 2y + 1.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
J(y) =9y -2

Nulové derivace jsou pro y = ﬂ:%\/ﬁ Dostavame tedy podezielé body
(1, 1V3). a (1,-1V2).
e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,—1), (1,1) a
(_17 1)
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e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

f(0,0) =0,
f(=1,1) =0,
f(la 1) =2,
f(1,=1) =0,
f(=1,-1) = =2,
f(0,1) =3,
f(O, _1) = _37
1 4
f(—l, 5\/5) =—-1- 5\/5
f(=1, —%\/E) = g\/i— 1
1 4
f(l,g\/Q) = 1= 5\/5
f(1,—éx/§) =1+ gﬁ

e Zavér: globalni maximum je v bodé (0,1), f(0,1) = 3 a minimum v (0, —1),
f(0,-1) = -3.
(b) flz,y) =2® =3y* +ayna M = {[z,y] € R?: 2| < 1,]y| < 1}
Regeni: Piiklad méame z Petr Holicky, Ondfej F.K. Kalenda : Metody feSeni
vybranych tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,—1), (1,-1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(soucin dvou uzavienych intervali) a omezené, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémau.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: of
L _9
83:' € + y?
af
L — _¢
ay Y+

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.

e Nyni vySetifime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=-1,2z€(-1,1). Mame

g(x) = flz,~1) =a® —2 -3
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

g(x)=2x-1

Nulové derivace jsou pro = 0 a = 1. Dostavame tedy podeziely bod

) 2
(57_1)'
ii. y=1,2 € (—1,1). Mame

g(z) = f(z,1) = 2° + = - 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
gd(x)=2z+1

Nulové derivace jsou pro x = —%. Dostéavame tedy podeziely bod (—%, 1).

iii. z=-1,y € (—1,1). Mame
g(y) = f(~Ly) =1-y -3y’
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) = —1-6y

Nulové derivace jsou proy = — %. Dostavame tedy podezielé body (—1, —%).
iv. z=1,y € (-1,1). Mame

g(y) =f(l,y) =1+y—3y°

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

g (y)=1-6y

Nulové derivace jsou pro y = %. Dostavame tedy podezielé body (1, %)
e Pfidame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,-1), (1,1) a
(_17 1)
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e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

f(070) =0,
f(_]" ]') = _37
f(17 1) = -1,
f(17 _1) = _37
f(=1,-1) = -1,
1 13
f(ia_l) = Z?
1 13
f(_27 ) = _Z)
1 13
f(_17 _6) = ﬁa
1 13
f(17 6) = ﬁa

e Zavér: globdlni maximum je v bodech (1,3) a (=1, —% a méd hodnotu 13/12.
Minimum v (—%,1) a (1, —1) a ma hodnotu —13/4.
(©) fa,y) = +yna M= {[r,y] € R : da® +y? < 1)
Regeni: Piiklad méame z Petr Holicky, Ondrej F.K. Kalenda : Metody feSeni
vybranych tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Mnozina M je elipsa o stfedu v pocatku.
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). MnoZina M (v R?) je uzaviena:
Jde o vzor uzaviené mnoziny A pii spojitém zobrazeni g, konkrétné A =
(=00, 1], g(z,y) = 42? + y?, pak

M =g~ '((=o0,1]).
Zaroven je M omezené:
x2+y2 §4x2—|—y2 <1.

Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémau.

e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné 4z 4+ y?> < 1. Parcialni

derivace:

of

=1,

ox

0

of _4

dy
Rovnice tedy nejsou nikde nulové a na vnittku M nemame zadny podeziely
bod.

e Nyni vySetifme hranici. To jsou body spliwjici 422 4 y? = 1.
Hranici popieme pomoci polarnich souradnic:

T = —cost,
2

y = sint, t € [0,2m)
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Pak mame
1 2
4. (§cost) +sin’t =1
Dosadime do funkce f. Tedy
1 ) 1 .
gt)=f Ecost,smt = §cost+smt.
Zderivujeme, abychom nagli extrémy.
1
gt)= ~5 sint + cost.
Nulové body:
sint = 2 cost.

) 21 _ Xadenim Ges - 2 1
Pfrotoze 312n t 4 cos“t —1 1, tak feSenim je: sint = 7 7 nebo
smt:—j5 acost:—Tg. o )
Celkem tedy dostavame podezielé body ((z,y)): (Wg’ W —75).

e Pridame , hranici hranice“, tedy bod t = 0, (%, 0)
e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

1 2. 5
f(ﬁ’%)_T
1 2 NG

):__

f(_ﬁ’_ﬁ 5
1

F(3:00 =3
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1 2 V5

, =) a ma hodnotu 75, minimum je

S

e Zavér: globalni maximum je v bodé ( 5

v bodé (—ﬁ, —%) a ma hodnotu —

(d) f(z,y) =2 -3y —x+18y+4na M = {[z,y] e R>: 0 <z <y < 4}
Reseni: Piiklad méme z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMA
IT_FRMU.pdf
e Mnozina M je trojahelnik s vrcholy (0,0), (4,4) a (0,4).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena:
jde o prinik tif polorovin, které jsou uzaviené mnoziny. Konkrétné:

S

M,y :{[w?y] ERQ :xZO}:gfl([O,oo)), gl(w,y) =z

My ={lz,y] eR* 1y <4} = g5 ' ((—00,4)),  g2(z,y) =y

Mz ={[z,y] eR* :x <y} =g5'([0,00)), gs(z,p)=y—x

Tedy M = M; N My N Ms. Prinik 3 uzavienych mnozin je uzaviena mnozina.
MnozZina je zaroven omezend: 0 < x <4, 0 <y < 4.

Tedy je M kompaktni.

Tedy f na M nabyva extrému.
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e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na vnitfku mnoziny. Parcidlni derivace:

of

S |

Ox b

of

_— = — 1
By 6y + 18

Rovnice poloZzime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (%, 3). Mame
tedy prvni podeziely bod.
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o Nyni vySetiime hranici. Tu lze popsat 3 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i. =0,y € (0,4). Mame

9(y) = f(0,y) = —3y> + 18y + 4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) = —6y +18

Nulové derivace jsou pro y = 3. Dostavame tedy podeziely bod (0, 3).
ii. y=4, z €(0,4). Mame

g(x) = f(x,4) = 2* — x + 28.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g(x)=2r-1

Nulové derivace jsou pro x = % Dostéavame tedy podeziely bod (%, 4).
ili. y =2, x € (0,4). Mame

g(z) = flz,z) = 222 + 172 + 4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x) = —4x + 17

Nulové derivace jsou pro z = 17/4. Dostavame tedy podeziely bod (17/4,17/4),
ktery ale nelezi v M.

e Pridame vrcholy trojuhelnika. Tedy podezielé body: (0,0), (4,4) a (0,4).

e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

£(0,0) =

F(4,4) = 40
£(0,4) = 28,
(;,3) — 123/4,
F54) =111/4,
f(0,3) =31,

e Zavér: globalni maximum je v bodé (4,4) a ma hodnotu 40. Minimum v (0, 0)
a ma hodnotu 4.
(e) flz,y) = (z—y)*+2° na M,
kde M je ¢tverec s vrcholy A = [2,0], B =10,2], C =[-2,0], D = [0,—2]
Reseni: Piiklad mame z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMA
IT_FRMU.pdf
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e Mnozina M je ¢tverec postaveny na Spicku s vrcholy (2,0), (0,2), (—2,0), a
(0,—2).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). MnoZina M (v R?) je uzaviena:
jde o prunik dvou uzavienych mnozin. Konkrétné:

My ={lz,y) eR*:z—2<y<z+2}=¢7"([-2,2]), q@y) =y—=
a
My = {[z, 9] eER?: —z—-2<y< —x+2}:gz_1([—2,2]), g(z,y) =y+zx

Tedy M = M; N M. Prinik 2 uzavienych mnozin je uzavienid mnozina.

MnozZina je zaroven omezend: —2 < x <2, -2 <y < 2.
Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrém.

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podeziely bod.

e Nyni vySetifime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=—-x+42,z¢€(0,2). Mame

9(z) = fl@,—w +2) = (2r - 2)* + 2
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Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x) =10z — 8

Nulové derivace jsou pro z = 4/5. Dostavame tedy podeziely bod (4/5,6/5).
. y=2+2, z € (—-2,0). Mame

9(x) = f(z,0+2) =4+ 27
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(x) =2z

Nulové derivace jsou pro x = 0. Tento bod nelezi na vnittku dané Gsecky,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol ¢tverce).

ii. y=—z—2, 2 € (—2,0). Mame
g(z) = flz,—z — 2) = (2 + 2)? + 22
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (z) =10z + 8

Nulové derivace jsou pro # = —4/5. Dostavame tedy podeztely bod
(—4/5,—6/5).
iv. y=z—2, 2 €(0,2). Mame

g(x) = f(z,x - 2) = 4 4 2?
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(x) =2

Nulové derivace jsou pro z = 0. Tento bod nelezi na vnitiku dané tsecky;,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol ¢tverce).

e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (2,0), (0,2), (—2,0), a (0, —2).

e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:

£(0,0) =0,
f(2,0) =38,
£(0,2) = 4,
f(=2,0) =38,
£0,-2) = 4,
£(4/5,6/5) = 4/5,
)

f(=4/5,—6/5) = 4/5,

o Zavér: globalni maximum je v bodech (2,0) a (—2,0) a ma hodnotu 8. Mini-
mum v (0,0) a mé& hodnotu 0.

Matematicka analyza 3, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 10



() fla,y) =a® —ay+y* na M = {[z,y] e R? : 2” +¢* < 1}
Hint: polarni soufadnice

Reseni: Priklad mame z https://www.karlin.mff.cuni.cz/ bouchala/Vyuka/

e Mnozina M je kruh o stfedu v poc¢atku a poloméru 1.
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena:
Jde o vzor uzaviené mnoziny A pii spojitém zobrazeni g, konkrétné A =
(_OO’ 1]a g(a:,y) = 2 + y27 pak

M = g7} ((~00,1)).
Zaroven je M omezena:
Pyt <4yt <1

Tedy je M kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémd.

Regenim je bod (0,0), mame tedy prvni podeziely bod.

e Nyni vySetfime hranici. To jsou body spliwjici 22 + y? = 1.
Hranici popiSseme pomoci polarnich soutadnic:

T = cost,
y = sint, t €[0,2m)
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Dosadime do funkce f. Tedy
g(t) = f(cost,sint) =1 —sintcost
Zderivujeme, abychom nasli extrémy.
g (t) = sin®t — cos® t = — cos(2t)
Nulové body:
f{eéenimje: tz%,t:%,t:%ﬂ,tzf.

Celkem tedy dostavame podeztelé body ((z,y)): (

1 1
a (*ﬁv ﬁ)?

e Pfidame ,hranici hranice”, tedy bod ¢t = 0, (1,0).

e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:

f(0,0) =
f(1,0)=1
1 1 1 1 1 3
f(\ﬁv 72) = §f(72a—72) =5
1 1 1 1 1 3
feZoTm) =3l gm ) =3
e Zaver: globalni maximum je v bodech (%, —%), (—%, %),

minimum je v bodé (0,0) a ma hodnotu 0.
2. Najdéte globalni extrémy funkci na mnoziné M
(a) f(z.,2) =7 — 2y — 22, M = {[w,5,2] € RS s 22 442 4+ 22 = 1)
ReZeni:

e Rovnici vazby mizeme psat ve tvaru
Pyt -1=0.
Oznagime-li g(x, vy, 2) = 22 +y? + 22 — 1, Ize vazebnou podminku psat ve tvaru

g(z,y,2) =0,

coz znamena totéZ jako rovnost M = g~!(0). MnoZina M je tedy uzaviena.
ProtoZe je zéroveii omezend, nebot x? + 32 + 22 = 1 urcuje sféru se stiedem
v pocatku o poloméru 1, je M kompaktni. Funkce f je navic spojitd na R?
(polynom), tedy nabyva na M extrémi.

e Funkce f i funkce g jsou polynomy, jsou tedy nekonecnékrat diferencovatelné,
tudiz tiidy C' na R3. Jako otevienou mnozinu G z véty o multiplikdtorech
(s jednou vazbou) lze tedy volit G = R3. Véta o multiplikatorech s jednou
vazbou potom ¥k, Ze vazany extrém vzhledem k mnoziné M = ¢g~1(0) mtze
mit funkce f pouze v téch bodech vazby, kde méa funkce g nulovy gradient nebo
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Figure 1: Obarveni sféry naznacuje funkéni hodnotu

v bodech (z,y, z), pro které existuje realné ¢islo A takové, Ze soustava rovnic
o ¢tyfech neznamych x,y, z, A

of dg

af dg
9, g, = O
of dg
ot =0
g(x,y,2) = 0

mé feSeni (z,y, z, A).

— VyS8etfeme nejprve body, kde mé vazebna funkce g nulovy gradient. Protoze

dg 0g O
Vg:(g g—g),

dz’ Ay’ 0z
kde 9 P
a_g:%(x2+y2+z2—l):2m+0+0—0:2$,
0 0
a_§=8—y(x2—|—y2+z2—l)=0—|—2y+0—0=2y,
0 0
a_iza(xg—{—gf—l—zQ—l):0—{—0+22—0:22,
mame, 7ze

_(0g dg 9g\ _
vg_ <8$, ay? 82) - (2x72y72z)‘
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Vektor (2z, 2y, 2z) je nulovym vektorem (0, 0,0) pouze v bodé z = 0, y = 0,
z = 0, ktery ale neni bodem vazby, nebot g(0,0,0) = 0> + 02 +0%2 -1 =
—1 # 0. Tento piipad nam tedy nedavéa zadny podeziely bod.

— VysSetfeme nyni vy8e uvedenou soustavu rovnic s multiplikdtorem .

9%

%—1—)\'696 = 0
of dg
5y oy = O
of dg
6z+/\ 0z 0
g(x,y,2) = 0

Parcidlni derivace vazebné funkce g uz jsme vypocetli vySe. Parcialni
derivace funkce f jsou

of 0 B B
%—%(m—2y—2z)—1 0-0=1,
of 0 o
8—y—a—y(:c 2y —22)=0—-2—-0= -2,
of

0
= Y r—2-2:)=0-0-2= -2
P aZ(:L‘ Yy z)=0-0 ,

zminéna soustava rovnic ma tedy tvar

1+X- 22 =
—24 X2 =
—24X-22 =
Py —1 =

o o o o

Z prvnich t¥i rovnic muZzeme vyjadrit, ze

r o1 1
o YT A

r = —

a dosazenim do posledni rovnice (vazby) dostaneme, ze

= + ! + ! 1=0
4XN2 N2 )2 o
odkud vyplyva, Ze
9 3
4 277y
Po dosazeni do vyrazt pro z,y, z dostavame dva podezielé body [—%, %, %]
alh—2,-3)
Funkéni hodnoty v podezielych bodech jsou
122 1 4 4
TSy ora) T T o5 T o5 o = _37
iy 33 3) 3 3 3
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1 2 2 1 4 4

o) o) o) ™ 5 s - =3.

f(3 3 3) 3 + 3 + 3

Protoze funkce f je spojitdé a M kompaktni, musi f na M nabyvat svého
maxima i minima a to v nékterém ze dvou bodu vySe. Zjevné tedy v bodé

(—3,2,2) nabyva minima —3 a v bodé (1, -2, —2) maxima 3.
(b) f(z,y) =2 +y, M ={lz,y] eR? 1 2? +¢° =1}
Resent:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznatme g(z,y) = 22 + y?> — 1 a G = R?. Pak lze vazebnou podminku psat
jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazen,
tedy je M uzaviena. M je navic omezena - jde o kruZnici se stfedem v pocatku
a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).
— Vysetfeme body, kde ma g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y) = (0,0).

Tedy (z,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem .

of dg
8x+)\ ox 0
of dg
5 oy = O
g(x,y) = 0
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Tedy

20+ X\ 2x =
1+X-2y =
$2+y2—1 _

7 prvni rovnice mame

2z(14+X) =0.

Tedy = 0 nebo A = —1.
Pokud x = 0, tak z vazebn{ podminky je

y =1

tedy mame podezielé body [0, 1] a [0, —1].
Pokud A = —1, tak z druhé rovnice je y = % 7 vazebni podminky pak

méame podezielé body [@, al V3 1.

22
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
fO,) =1
f0,-1)= -1
PR D
2'2) 4
P ECE D
2'2) 4

Tedy funkce nabyva minima v bodé [0, —1] s hodnotou —1 a maxima v bodech
[:I:@ 1] s hodnotou 2.

22
(¢) flz,y) =4dw+3y—4, M ={[z,y] e R*: (x — 1)* + (y - 2)* = 1}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
daf

e Oznatme g(z,y) = (r—1)2+(y—2)2—1 a G = R% Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y) = 0. Navic f,g € C'(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazen,
tedy je M uzaviena. M je navic omezend - jde o kruznici se stfedem v bodé
[1,2] a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Pfedpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg = (22 — 2,2y —4) = (0,0).

Tedy (x,y) = (1,2). Tento bod ale nelezi v M.
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— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of dg

__|_)\._1: =0
0} dg
_y_|_)\._y

g(z,y) = 0

=0

Tedy

44X-2(x—1
3+N-2(y—2

N ~— ~—
I
— o o

7 prvnich dvou rovnic mame

2
r—1=—=
A

3
9 _ 2
y 2\

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoZe nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme

tedy méame podezielé body [%, %] a [%, it
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e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
17
S I |
r(53)
9 13
-, — = 11
(332)

Tedy funkce nabyva minima v bodé [%, %] s hodnotou 1 a maxima v bodé
[2,13]. 5 hodnotou 11.

55
(d) f(z,y,2) =2 —y+32, M ={[r,y,2] € R3: 2% + y? + 422 = 4}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznacme g(z,y,2) = 22 +y? + 422 — 4 a G = R3. Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y,z) = 0. Navic f,g € C1(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazen,
tedy je M uzaviend. M je navic omezené - jde o povrch elipsoidu se stfedem
v pocatku, ktery se vejde do koule B(o0,3). Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

Figure 2: Obarveni povrchu naznacuje funkéni hodnotu

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vySe).

— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y,8z) = (0,0,0).

Tedy (x,y,z) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.
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— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of 99 _
8+)\8x_0

of dg
55 = O
of dg
5: A5, = O

g(z,y,2) = 0
Tedy
1+X- 2z =
—14+X-2y
3+ A8z
Pyt 4t -4 =

o o o o

7 prvnich dvou rovnic méme

_ L
2)
1
Y= 9
Z f— _3
)

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoZe nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme

——
8
tedy mame podezielé body [\/%7 —\/%, %7] a [—\/%, \/%, —\/iﬁ]

e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

()
4
f(fr r)

Tedy funkce nabyva minima v bodé ( itd f’ —%) s hodnotou —v/17 a

maxima v bodé (f?’ r W) s hodnotou v/17.

(e) f(z,y,2) =2 +2y+32, M ={[z,y,2] ER} 10—y +2=122+y?> =1}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df
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e Oznatme g1(z,y,2) =x—y+2—1, ga(x,9,2) = 22 +y*—1 a G = R3. Pak Ize
vazebnou podminku psat jako gi(x,y,z) = 0 a zaroven go(x,y,z) = 0. Navic
1,9 € C1(G) (polynomy).

Déle uvazujme M; = g 1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém
zobrazeni, tedy je M; uzaviend. Analogicky Dale uvazujme My = g5 L(0).
Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni, tedy je My uzaviené.
Protoze M = My N Ms, jde o prunik dvou uzavienych, tedy je také uzaviena.
M je navic omezena - jde o priinik valce a roviny. Mame tedy |z| < 1, |y| < 1,
odsud —1 < z < 3. Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabyva na M extrému.

Figure 3: Obarveni povrchu naznacuje funkéni hodnotu

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— Vysetfeme body, kde jsou vektory Vg; a Vgo linearné nezavislé. Hledame
tedy body, kde

Vg =(1,-1,1) = kVgy = (22, 2y,0)

Tedy (z,y,z) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikitory A a p.

of .90 09

or Th s Ty T 0
of g1 dg2
8y+)\ By +u oy 0
of g1 dga
8z+>\ dy T 0z 0
g(z,y,2) = 0
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Figure 4: Takto vypada vazba

Tedy
1+XA-14+p-22 0
24N =1+p-2y = 0
3+A-14+p-0 = 0
r—y+z—1 = 0
2+yP-1 = 0.
Ze tieti rovnice mame, ze A = —3. Z prvnich dvou rovnic mame
1
rT=—
I
_ 5
y= 2%

(Vylouéili jsme moznost p = 0, protoze nesplituje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskame

2

2

tedy mame podezielé body [ﬁ, —%, 1-— ﬁ] a [—%, %, 1+ ﬁ]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

5

2 5 7
f(\/ﬁg"\/ég’l‘m)‘ -
I AR

V29'V29" T V29) V29
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Tedy funkce nabyva minima v bodé [

2 5 7
55— T 1-— E] s hodnotou 3 — /29

a maxima v bodé [—ﬁ, %, 1+ ﬁ} s hodnotou 3 + \/%
) f(z,y) = 2> +y* M = {[z,y] € R? : 52% — 6zy + 5¢y*> — 4 =0}
Reseni:
Zdroj: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf
e Ozna¢me g(x,y) = 5z? — 6y + 5y> —4 = 0 a G = R?. Pak lze vazebnou

podminku psat jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~'(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazen,
tedy je M uzavienA.
M je navic omezené - jde o pooto¢enou elipsu (to by se ukazalo, kdybychom
,otocili* soustavu souradnic). Omezenost plyne z téchto odhadi:

522 +y?) =4+ 6xy < 4+ 3(z% +¢°)

tedy
20z + %) <4

Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

05 -
a0 e 0

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— Vysetfeme body, kde ma g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (10x — 6y, —6x + 10y) = (0, 0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem .

of dg

of o9

55 = O
g(z,y) = 0
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Tedy

20+ X\ (10x —6y) = 0
2y + A (=6x+10y) = 0
522 —6xy +5y° —4 = 0.
Z prvnich dvou rovnic mame
z(BA+1) =3y
y(bA+1) =3 \x
Vylou¢ime moznost A = 0, protoze pak by byl fesenim bod (0,0), ktery
nespliuje vazebni podminku. Analogicky vylou¢ime moznost (5A+1) = 0.
Uvazujeme-li = 0, tak opét vyjde feseni (0,0). Analogicky pro y = 0.
MiuzZzeme tedy obé& rovnice vynasobit postupné y a xz. Dostaneme
yz(5X + 1) = 3y
ry(5)A + 1) = 3 2?

Tedy y = tx.
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme pro y = =

52° — 62% + 52° —4 =0
aproy=—x
522 4+ 622 + 522 —4=0
tedy mame podezielé body [1,1], [-1, —1], [%, —%] a [—%, %]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

f,1)= 2
f<_17_1> = 2
f(%v_%) = %
f(*%vé) = %

Tedy funkce nabyva minima v bodech [3, —1] a [—3, 3] s hodnotou 3 a maxima

v bodech [1,1], [-1, —1] s hodnotou 2.

Zkouskové priklady

Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/vyuka.php
3. Najdéte globélni extrémy funkci na mnoziné M
(a) flx,y,2) =ay+yz, M ={[x,y,2] eR®: 22 + 2+ 22 =1L, 2+y+2=1}
() f(z,y,2) =z+e", M ={[z,y,2] ER3: 22 + 2 + 22 = 1,22 + ¢ = 22}
(¢) flz,y,2) =2 +2w2+y? +2, M ={[r,y,2] ER3 : 2?2 + 2 + 22 = 1,2 = y? + 22}
4. Ur€ete maximélni mozny objem kvadru, jehoz hrany jsou rovnobézné se souradnymi

osami, jeden jeho vrchol lezi v pocatku a diagonalné protilehly vrchol lezi v mnoziné
M ={[z,y,z],2 >0,y > 0,2 > 0,4z + 2y + z = 2.}
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Obé parcidlni derivace jsou na G spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C?(G). Dale plati F(1,1) =0 a %(1, 1) = —1 # 0. Tim jsme ové¥ili, Ze nase rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [1,1] implicitnd zadanou funkei proménné z, kterd sama je tfidy C2.
Funkci oznacme ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

#@ 4 o(z)® - 2p(z) = 0.
Tento vztah si pfepiSme na tvar

eP(@)logz | rlogp(x) _ 2p(z) = 0.

Nyni postupné obdrzime

I - " / .
ego{:r:) logx ((p’(at) ]Og’fﬂ + HO(‘E)> A e:ﬁlogtp(:r.) . (logﬁp(m) i Ty (1)) _ 2@1(3:) =0,
T o(z
e@)\* | ¢'(z) o)
ev(@)logz (cp’(;{:) logxz + ) + e#(@)log (cp”(::;) logz +2 —irty )
T T a
2
:1:{,0"(:1:))
¢(z)
LeTloB () | (w’(:r-) n (¢'(z) +m”(¢r))99(3;) = m’(:r)(p’(x)) —2¢(z) = 0.
p(x) (z)
Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 1, dostaneme ¢'(1) =1 a ¢''(1) = 4.
(— Priklad E4 : MnoZina M je omezend a uzaviend (jedna se o primnik sféry a roviny),
@ - a proto je kompaktni. Funkce f je spojitd na M, takZze na M nabyva svého maxima i
minima. Hledejme podezrelé body metodou Lagrangeovych multiplikatori. Mnozina M je
urcena pomoci vazebnych funkci

Je=loe¥la) , (Iog o(z) +

1

gz, y,2) =2+ +22 -1, @glz,y2)=c+y+2z—1.

Obé funkce g1, g2 jsou tiidy C'(R?) stejné jako funkce f. Pro parcialni derivace té&chto
funkei plati

of . dg1 _ 092 B
8$ (J‘v ys") - ya 3:3 ($} yaz) = 23:} 8:1: (:Brya") === 1?
of e g1 , - g2,
3y($&y!‘-’)_w+‘-? ay (a’&ya“)_zy& ay (w)ya’*)_lv
of -\ _ g . 992 _
52 (2,3, 2) =¥, o (5.3:%8) =22, B—Z(I,y,z) = 1.

Vektory (2z,2y,2z), (1,1,1) jsou linedrné z4vislé, pravé kdy? « = y = z. Zadny takovy
bod ovSem nelezi v mnoziné M. Nyni budeme Fesit nasledujici soustavu

(1) Y= A12x + A2,
(2) T+ 2= M2y + Ao,
(3) Y= A2z + Ao,
(4) Yyt +2° =1,

(5) z+y+z=1



Z (1) a (3) vyplyvd A\iz = A\1z. To znamen4, Ze mame dvé moZnosti: bud A\; = 0 nebo
T =z

V prvnim piipadé dostaneme nejprve z (1) y = A2. Odtud a z (2) obdrZime z + z = y.
Tento vztah spolu s (4) a (5) dava podezielé body

(- VB/4Y20+Va/M4], A+ VB4 12— VB,
Ve druhém pfipadé dostaneme pomoci vztahi (4) a (5) podezfelé body
0, 1,0], [2/3,-1/3,2/3].
Porovnanim funkénich hodnot v podezfelych bodech zjistime, Ze funkce f nabjva na

mnoziné M minima v bodé [2/3, —1/3,2/3] a maxima nabyva v prvnich dvou podezielych
bodech.

Priklad E5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {r/2+kn; k € Z}. My
budeme hledat primitivni funkei na intervalu (—7/2, 7/2). Pouzijeme substituci cosz = t.
Dostaneme —sinx dz = dt. Nyni je tfeba spocitat:

=1
dt.
/ t4¢3

Provedeme rozklad na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme

-1 t 1 1 2t 1
dt = —=)dt== | —5dt— [ =dt
/t+t3 /(1+t9 t) 2/1+t2 ft

[

=5 log(1 + %) — log |t|. t € (—00,0) nebo t € (0, +00).

Podle véty o substituci mame:

sinx s 11
e SRS = 1 1 - 2 . ) = " : .
./“c@s:r—|rc0339;dm 2 og(1 + cos® z) — log | cos z|, t € (—7/2,7/2)

Urcity integral spo¢teme pomoci pravé vypoctené primitivni funkce a dostaneme

/“/3 sin p 1 1 5
et 1 Ll el b ] L]
o COST+cosdz e



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (G)
LS 1997-98

Priklad 1 : Naleznéte matici inverzni k matici

1 2 1 3
-1 0 0 -1 :
A= 1 01 1 -1 (10 bodi)

1 -3 -2 0
Priklad 2 : Urcete definiéni obor funkce f, spoctéte jeji parcialni derivace viude, kde

existuji, a napiste rovnici te¢né roviny v bodé [1,2];

f(z,y) = (arctg(v/z2 + y2))*. (10 bodu)

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
esin z? 4 esin Ty _ 27.} 49

uréuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkei (proménné z). Spoététe prvni
a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodi)

Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existujf) na mno#iné M.
fl@,y,2) =z+e™ M={[z,y,z] eR% 2?+y? +2% =1, 22 4+ 4% = 2?}
(15 bodi)

Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

/ 22 + 52+ 5

5 bods
@+ )@@ +22 70 dx (15 bodu)

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (G)

LS 1997-98

Priklad G1 : Standardnim postupem obdrzime

1 2 1 3 1 0 0 0 1 2 1 3 1 0 0 0
-1 0 D =189 1L 90 0 e 2 1 2 1 1 00
1 1 I =1 0 0 1 0" 0O -1 0 -4 -1 01 0]}
1 -3 -2 0 00 01 0 -6 -3 -3 -1 0 01



Funkce ' je definovana na R?. Pro parcialni derivace £ plati:

Po

TPf‘iklad G4 :

OF

@y =e

OF
Ay

sin x

2 in 3
-cosz? - 22 4 €SPV . coszy -y,

—(z,y) = e . cosTy -z — 2.

Obé parcidlni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F' €
C?(R?). Déle plati F(0,0) = 0 a %E(0,0) = —2 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze naSe rovnice
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy
C?. Funkci oznatme ¢ a jeji derivace vypoditejme postupngm derivovanim vztahu

stupné obdrzime

esin r2 + egin rp(z) 2(,.’)(:1?) —2=0.

07" . cos 22 - 21 + €50 2%(2) cog zo(x) - (p(z) + 29’ (z)) — 2¢'(z) = 0,

.2 -
e %" . (cosz? - 22)% — 5" % . gin2? . 422

+em 7 cosa? - 24 € (cos r(z) - (p(2) + 29 ()))?
—eSn 20 sinzo(z) - (0(z) + 29 (2))? + 529 cos zp(z) - (20 (z) + 20" (2))

—2¢"(z) = 0.

Dosadime-li z = 0 a pouZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = 0 a ¢”(0) = 1.

Mnozina M je omezend a uzaviend, a proto je kompaktni. Funkce f

je spojita na M, takZe na M nabjva svého maxima i minima. MnoZina M mé prazdny
vnitrek.
Podezielé body hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtort. MnoZina M je uréena
pomoci vazebnych funkci

a(z.y,2) =22 +y2 +22 -1,

92(37,3,2) = 332 _|_yQ o 22.

Funkee f, g1 i g2 jsou t¥idy C'(R?). Pro parcialni derivace téchto funkci plati

of L
8:{,’ (:B? y'-‘ z) =€ y‘.‘
of _ e
By (& 1, 2 =¥V,

of B
a(m}y:‘z) == 11

g1 _ 992 -
—al—xﬁ(fb.,y,x.) = 2:]’!, E}h(x.,y,u) =20
O 0g2

= (z,y,2) = 2y, 2 (z,y,2) =2y,
By (z,y,2) = 2y, Dy (z,y.2) =2y
on dg2

et s 2 — s U = —ZZ.
82 (’L".! y! z) Z! (92 ("L‘y z) 2

Vektory (2z,2y,2z), (2z,2y,—22) jsou linearné z4vislé, pravé kdy? z = 0 nebo z = y =
0. Z4dny takovy bod nelezi v mnoziné M. Nyni budeme fesit nasledujici soustavu

(1)
(2)
(3)
(4)
()

Emyy = )\12.’1: = A22$,
e = A2y + A2y,
1 =X2z— X222,

2+ +22=1,

g2 +y2 =22 =0.



Z (4) a (5) vyplyva, ze z = +1/y/2. Odeéteme-li (1) od (2) dostaneme
ez —y) = —2(A + A2)(z — y).

Z posledni rovnice plyne, ze bud z = y nebo ¢ = —2(\; + \2). V prvnim p¥ipadé
dopocitame ze (4) tyto podezielé body

1/2,1/2,1/v2], [1/2,1/2,-1/v2], [-1/2,-1/2,1/v2], [-1/2,-1/2,-1/V2).
Ve druhém piipadé dosadime za e*¥ do (1) a dostaneme
=2y(A1 + A2) = 2z(A1 + No).

Nyni mame opét dvé moznosti: bud = = —y nebo A\; + A2 = 0. Prvni mo¥nost dava
podezielé body

[1/23_1/2; 1/\/5]: [1/23_1/2$_1/\/§]7 [_1/21 1/291/\/§]~ [_1/2! 1/21_1/\/2_]
Druhd moznost spolu s (1) a (2) davd z = y = 0. Toto vSak nemuZe nastat vzhledem ke

(4) a (5).

Funkce f nabyvé maxima v bodech
[1/2,1/2,1/v2],  [-1/2,—1/2,1//2]
a minima

[-1/2,1/2,-1/V/72], [1/2,-1/2,-1/v2].

Priklad G5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovana na R\ {—1}. Provedeme
rozklad integrandu na parcialni zlomky, které pak zintegrujeme

222 + 52+ 5 1 2 dr + 7
‘ dz = [ - + dx
(z+1)(z? 4 2z + 4) 3 \z+1 z22+4+2z+4

2 1 2 2z + 2 1 3
N _/ —|—1d$+ /$3+2T+4d1+§/3:2+2$+4d$

B / / 2@ + 2 +1/’ 1
B 3 22+ 2z +4 3 (x+1)/v3)2+1
v 2 1 r+1
:—Io z+ 1| + = log(z? + 2z + 4) + — arct (——),
3 log| |+ 3 log( ) 73 e | =

x € (—00,—1) nebo z € (-1, +00).



Pisemna zkouska z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad 1 : Urcete hodnost matice A v z4vislosti na parametru:
1
1

4 = (10 bod)

- bha =
NN £

—2

Piiklad 2 : Urcete defini¢ni obor funkce f, uréete kde existuji vlastni parcialni derivace
a spoCtéte je; napiste rovnici tecné roviny v bodé [1, 2];

sin(x cos y) x>0 .
. . (10 bodt)
cos(zsiny)+2 z<0

f(:r»,y):{

Priklad 3 : Ukazte, Ze rovnice
7/2 + arcsin(z + y*) = arccos(y + z?)
urcuje v jistém okoli bodu [0, 0] implicitné zadanou funkci (proménné z). Spoététe prvni

a druhou derivaci této funkce v bodé 0. (10 bodt)

| Priklad 4 : Naleznéte maximum a minimum funkce f (pokud existuji) na mnoziné M.
|

f(z,y,2) =2° 4+ 2z2 4+ 2 + 2
M={z,y,2] eR% 2?+y? + 22 =1, z =1? + 2%}
(15 boda)
Priklad 5 : Naleznéte primitivni funkci

r4+1

Reseni pisemky z matematiky pro FSV (H)

LS 1997-98

Priklad H1 : Pomoci fadkovych elementarnich tiprav, které neméni hodnost matice,
dostaneme:

1 » =z 1 2 1 1 2 )
1 2 1 -2 1 4], 0 5 6
-2 1 4 1 @ 0 z—2 z-1



proménné z, kterd je tiidy C2. Funkei oznaéme ¢ a Jeji derivace vypocitejme postupnym
derivovanim vztahu

arcsin(z + (())?) 4+ 7/2 — arccos(p(z) + z2) = 0,

142 . @t _
V1—(z+ (p(2))2)?  /1- (p(z)+ 22)2
5= @+ (@)D (20 + (p(e)?) - (1+ 2p(a)! ()

+(1 - (z + (tp(m))ﬁ)?)-% - (2(¢'(2))? + 20(2)¢" ()
—5(1 = (p(a) + %))} (<2(p(a) + 7)) - (¢'(a) + 20)?
+(1 = (p(x) +22)) 7 - (¢"(z) +2) = 0.

Dosadime-li z = 0 a vyuZijeme-li ¢(0) = 0, dostaneme ¢’(0) = —1 a ¢”(0) = —4.

—_—

} Priklad H4 : Polozme

l
@ a@yz)=2+1y2+22 -1,

Obé funkce jsou spojité a proto je mnoZina M uzavieni. Mnozina M je obsazena v jednot-
kové kouli o stfedu v pocatku - je tedy omezena. Z charakterizace kompaktnich podmnoin
R™ vyplyvé, Ze M je kompaktni. Funkce f je spojitd a proto nabyva na M svého maxima
i minima. Hlpde_]me podezielé body pomoci Lagrangeovych multiplikdtoria. Vidime, %e

fy g1, g2 € C! (Rg)

g(z,y,2) =z —y? — 22

8f . (95-‘1 - 39‘2 » =
5;($_._.g)—2$+24 D —(z,y) =2z %(.L,y)_l
of B 691 992

@(m, y) =2y En (z,9) =2y Dy (z,y) = -2y
d b3)

55(93, y) =2z +1 gl 5, (&Y) =22 dg2 5, (L) =

Zkoumejme pro kterd [z, y, z] € M jsou vektory (2z,2y, 22), (1, —2y, —22) linedrné zavislé.
Jde tedy o to zjistit, kdy je hodnost nasledujici matice mengi ne? 2.

1 -2y -2z
2z 2y 2z
T¥eti fadkovou elementarni ipravou dostaneme
1 -2y -2z
2041 0 0o/

Hodnost této matice je mensi nez 2, pravé kdyz r = —1 5 nebo y = z = 0. Neni obtiZné
dosazenim zjistit, Ze body spliujici nékteroun z téchto podmmek nemohou lezet v M.



Nyni feSme soustavu:

(1) ?+yi+22=1

(2) r= y2 -+ 22

(3) 2T + 2z =2\ + A9
(4) 2y = 2\1y — 2oy
(5) 27+ 1 =2\ 1z — 2)\p2

Z (1)a(2) vyplyva 22 + 2 —1 =0, tj. = = 3(—1 £ V/5). Vzhledem k (2) musi byt z
nezaporné a proto nas zajima pouze kladny kofen kvadratické rovnice, tj.
(6) = (V5—1)/2.
Z (4) vyplyvé, ze bud y = 0 nebo A; — Ay = 1. V prvnim piipadé vypocteme z (2) a (6),
ze z = +1/(v/5 — 1)/2. Odtud dostévame podezielé body

|a-1720./(5-172]. (5= 1/2,0,- /(5 - /2.

Ve druhém pfipadé plyne z (5) = + 5 = z. Tak¥e z = /5/2. Z (2) plyne y? = z — 22. Po
dosazeni mame y? = (2v/5 — 7) /4 < 0 - coz neni mozné.
Dosazenim zjistime, Ze funkce f nabyvéa na M svého maxima v prynim podezielém bodé
La, minima ve druhém.

Priklad H5 : Funkce, kterou méme integrovat, je definovéna na R a je na R Spojita.
Pouzijeme Eulerovu substituci v/z2 + z + 1 = z + ¢. Pak dostaneme

1—¢2 —2t% + 2t — 2
it =l
o= 1 (2t —1)2
Je tfeba nalézt primitivni funkci
2
/ mgtl —2t2+2t—2dt = —2(2t—t2)dt
et (2t—-1)2 ) (2t —1)2

Plati
—2(2t—1t%) 1 1 4t+1

(2t-1)2 ~ 2 2(2t-1)2
RozloZime-li druhy vyraz na parcialni zlomky dostaneme

—2(2t — t?) 1 1 3 1 2
————"dt= [ zdt— = [ ————=dt— = dt
/ ei—12 “ /2 2_/(2t—1)2d 2/23—1
e 1 3
£ - , 50, 173 hod),
2t+8t—4 , t€(—00,1/2) nebo t € (1/2,+00)
Podle véty o substituci dostavame

z+1 1
Vi real gV tetl-a)

3 1
o+ —slog|2v2?2+2+1-22—-1|, =ze€R.
8(Val+az+1—-z)—4 2 B |

1
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Bonusové priklady

5. Farmar a fafmarka maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby mél
co nejvetsi plochu. Trvaji na tom, Ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto je u feky,
staci jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadani za pomoci Lagrangeovych multiplikatort?

(&) f(z,y) =2y, g(x,y) =22 +y — 100
) f(z,y) =22 + 2y — 100, g(x,y) = zy
(c) f(z,y) ==y, g(z,y) =2 +y— 100
) flzy)

=z +y, g(z,y) = vy — 100

6. Ve kterém z bodt A, B, C, D se nachézi
minimum funkce f(x,y) = y vzhledem ke
kfivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml
Reseni: A

Matematicka analyza 3, 2025/26, Kristyna Kuncovéa 24



