3. cviceni — Linearni ODR
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Najdéte tfeSeni diferencidlnich rovnic

(a) ¥ +y=e"
ReZeni:

o Mame funkce p(z) = 1, ¢(z) = €*. Jsou spojité na (a,b) = (—o0,00), kde
budeme hledat reSeni.

e Vyfesime homogenni rovnici

Y +y=0

Méame stacionarni feSeni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) =R, J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyFesime

y+y=0

/1dy:/—1dx
Yy

logly| = —x+c¢

ly| = e "¢
ly| = e
y = +ee™”
Spolu se stacionarnim feSenim lze psét
y=ce *, ceR, z € (a,b).
e Variace konstant. Mame
/ !/ —
y =ce ¥ —ce”

Dosadime do pivodni rovnice

;] — — _
de —ce " +ce Tt =e

de @ =¢"

C/ _ 62:(:
c=-e®+ K

o Zaveér: )

Y= <2€2x+K> e, xeR, KeR.
z(x+2)
(b) o 2y = o™
ReZeni:
e Mame funkce p(x) = —z, ¢(z) = e =, Jsou spojité na (a,b) = (—o0, 00),

kde budeme hledat reSeni.
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e Vyfesime homogenni rovnici
y —xy =0
Méame stacionarni feSeni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) =R, J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyFesime

y —xy =0

1
/dy:/xdx
Y

log |y| = %azZ +c
[yl = et
Y= teen®
Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
y:ce%zQ, ceR, z € (a,b).

e Variace konstant. Mame
1.2 1,.2
/ /= =
y =ce2” + xce2”

Dosadime do piivodni rovnice

1.2 1,.2 1,.2 z(z+2)
/ = = = A 77
cde2 4 xce2® — xe2" =e 2
1,2 z(x+2)
;) L r\rrs)
cde2® =e 2
/
c =€
c=e"+ K

e ZAver:
y= (ex—kK)e%xQxE]R, K eR.
() ¥ ==2y+ 3% y(1)=3
Regeni:
e Méme funkee p(z) = 3, q(z) = x%. Jsou spojité na (a,b) = (—00,0) a (0, 00),
kde budeme hledat Feseni.
e Vytesime homogenni rovnici
Y+ 2y=0
x
Mame stacionarni feseni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) = (—00,0) (resp. (0,00)), J1 = (—00,0), (resp.
Ja = (0,00)) vyfesime

3
y+-y=0
T

1
/dy:/—?)dx
Y T

log |y| = —3log|z| +c

1
Y| CW
1

_ c
Yy = *te 3
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Spolu se stacionarnim feSenim lze pséat

1
y=c—3, ceR, x € (—00,0) nebo z € (0,00).
x
e Variace konstant. Mame
, c 3.
y=0 x4
Dosadime do piivodni rovnice
d c 3 ¢ 2
x3 a3 a3
d
23 28
d=2
c=2x+ K
e Zaveér: 2w+ K
x
y=—g3 € (—00,0),z € (0,00).

e Pocatecni podminky. Mame y(1) = 3. Tedy

2+ K
ngj
K=1
Tedy FeSenim je
20 +1
= e (0
3 y L (7 )

e Mame funkce p(x) = —1, g(z) = €®. Jsou spojité na (a,b) = (—o0,0), kde
budeme hledat feSeni.
e Vyfesime homogenni rovnici
y—y=0
Mame stacionarni feseni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b) =R, J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyFesime

y —y=0
/1dy:/1dx
Yy
logly|=z+c¢
|y‘ — ew—i—c
ly| = ee”
y = +ee”

Spolu se stacionarnim feSenim lze psét

y = ce”, c€eR, z € (a,b).
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e Variace konstant. Mame
/ /
y =ce’ + ce”
Dosadime do piivodni rovnice

ce® + ce® —ce® =e*

C/eIzel'
d=1
c=x+ K

o Zaveér:
y=(x+K)e*,z e R, K €R.

e Pocatecni podminky. Mame y(2) = —3, tedy

(2+ K)e? = -3
—3 — 2¢2
:T

-3

Regenim je tedy
y=(r—3e2—2)" xR,

() ¥ — & =1+2% y(1) = -1

143 T
ReSent:
e Mame funkce p(z) = fffjg, q(w) = 1+ 3. Jsou spojité na (a,b) = (—oo, —1)

a (—1,00), kde budeme hledat FeSeni.
e Vyfesime homogenni rovnici
Y — 3y _
1+a3
Méame stacionarni feSeni y = 0 pro x € (a, b).
Déle na intervalech (a,b), J1 = (—00,0), (resp. J2 = (0,00)) vyfesime

) B2y
1+ 23

1 3z?
/dy:/xdx
Y 1+ 23
log [y| = log |1 + 2% + ¢
— elog\1+x3\+c

y =0

[yl
[yl = e“[1 + 27|
y = +e(1 + %)

Spolu se stacionarnim feSenim lze psat

y=c(1+a3), c€eR, z € (a,b).
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e Variace konstant. Mame
y = (1+2®) + 3ca?

Dosadime do piivodni rovnice

2

(14 2%) + 3ca® — 30(1—1—x3) =142°

142
=1
c=zrz+ K

o ZAvér:
y=(x+K)(1+2%), z€(~1,00), nebo z € (—o0, —1)
e Pocatecni podminky. Mame y(1) = —1. Tedy
1+ K)(1+1%=-1
k=3
2
Tedy TeSenim je

Y= (z— %)(1 +2%), 7€ (~1,00)

Zkouskové priklady
2. Najdéte feseni diferenciélnich rovnic

() o + 4 =e”
(

)

(c) ¥ + 3%y = e+ gin

(d) o' (1+2?) + —L— = 2%(1 + 2?)
)

arctanx
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Pisemnd zkouska z Matematiky IV pro FSV (F)
LS 2003-2004, 17.9. 2004

Piiklad F1: Najdéte viechna maximalni fefeni rovnice
¥y =zvy (10 bodi).

Piiklad F2: Najdéte vSechna maximélni fefeni rovnice
z

Pfiklad F3: Najdéte viechna maximalni feSeni rovnice
y" +9y =zsinz. (10 bodd)
Piiklad F4: Najdéte vSechna maximalni feSeni rovnice
y ="ty 1 (10 bod)

Piiklad F5: Najd&te viechna y° € R? takova, e maximéalni feSeni y po&ate&ni dlohy

L el )
v=[-1 1 0]y, »0=¢
1 0 1
spliuje lim;yo0 26t = 0. (10 bodi)
Vysledky

Piiklad F1: y(z) =0,z € R; y(z) = (32’ + 1), z € R, c > 0

e ﬁ 0, z € (—o0,v/—-2¢), 5 B

¥ 122+ 1?2, z e (vV=2¢,+00), ~
12? + 10)%, =z € (—00,—v/=2¢),

W‘Enﬁn 2°) =09 b <o
0, z € {(—v/~2¢, )
(2% +1c1)?, @ € (=00, —v=2c1),

y(z) =4 0, z € (—vV-2c1,v/-2c3), €1 <0, <0;
(322 + 1cy)?, € (vV=2cz,0),

- \ _ {1 1 1 T R 2} _1 1
T-._—n“——.“.& _uMHm.@ﬁHu = ﬁmg - M_OWA 14 z2 |Hv = Mﬁ 14z |Hu vﬂﬂm +nﬂﬂww
zeR,ce
Piiklad F3: y(z) = —3zcosz — Ja’sinz + c; + cosinz + cacosz, z € R, ¢1,02,¢3 ER

Priklad F4: y(z) = —log(-z—¢) —z,z € (—o0,—¢),c€ R

0
Piiklad F5: A.«. Al_v ke H«%
1



Bonus
3. Najdéte feseni diferencialnich rovnic s lepenim

(a) oy’ —y =2
Reseni:
e Pro ptvodni rovnici je x € R. Pfevedeme na linearni rovnici:

;Y
y — = =ux.
T
Déle fesime pro x € (—00,0) a = € (0, 00).
e Vyfesime homogenni rovnici
;Y
y —==0
x
Mame stacionarni feseni y = 0 pro z € (—00,0) a = € (0, 00).
Déle na intervalech (a,b) = (—o00,0) (resp. (a,b) = (0,00)), J1 = (—00,0),

(resp. J2 = (0,00)) vyfesime

y -2 =0
X

1 1
/dy:/dx
Y x

log |y| = log || 4 ¢

ly| = eloslel+e
lyl = €|z
y = xeflz]
Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
Yy = cx, ceR, z € (—00,0),

y = dz, deR, z e (0,00)

e Variace konstant. Mame

/ /

Yy =cxr+c

Dosadime do pivodni rovnice

, cx

cr+c——==zx
T

d=1

c=z+ K

e Regeni:
y:(l'-f-Kl)CC, KIGR)xG(_OO7O)a
y = (x+ K»)z, Ky e R,z € (0,00)

e Lepeni: Zkusime TeSeni slepit v bodé 0. Uvazujme funkci
l’(.ﬁlf—i—Kl), S (_0070)7
y=10, x=0
z(z+ K3), z € (0,00).
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Aby funkce byla spojita v 0, musi platit

lim y(z) = lim z(x+ K;) =0= lim y(z) = lim z(z+ Ka),

z—0— r—0— r—0+ z—0+

coz je splnéno pro vSechna K7, Ks.
Navic musi byt funkce diferencovatelna. ProtoZe y je spojita na R, mame

vy (0) = lim ¢/ (z) = lim 2z + K, = K)

z—0— z—0—

! = 1 ! = lim 2 Ky = K.

y+(0) :vi}(r)l—i-y (ZC) zif(gl-i- SR 2
Tedy K1 = KQ.
o ZAver:

z(x+ K;y), z € (—00,0),

y =140, x =0, K e R,
z(x+ Ky), z€(0,00).

(b) ytgx—y=1
Reseni:

e Pro puvodni rovnici je € (=5 + km, § + k). Pfevedeme na linearni rovnici:
Yy — ycotx = cotx.

Dale fesime pro z € (=5 + km, 0+ km) ax € (0 + km, 5 + km).

e VyfeSime homogenni rovnici
/
y —ycotx =0

Méme stacionarni feSeni y = 0 pro z € (—5 +km,0+k7m) ax € (0+km, 5 +km).
Daéle na intervalech (a,b) = (=5 + k7, 0+ kn) (resp. (a,b) = (0+km, § + k7))
a J; = (—00,0), (resp. Jo = (0,00)) vyfesime

Yy —ycotx =0

1
/dy:/cota:dx
Yy

log |y| = log|sinz| + ¢

|y‘ _ elog|sin$\+c

lyl = ¢°| sina]

y = +e|sin x|
Spolu se stacionarnim feSenim lze psat
: m
y = csinz, c €R, xe(—§+k7r,0+k7r)

y =dsinz, dER,x€(0+kz7r,g+k:7r)
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e Variace konstant. Mame
y = sinxz 4 ccosw
Dosadime do pivodni rovnice

!/ . .
¢ sinx +ccosxr —csinx - cotx = cotx

, cosx
¢ =—
sin®
1
c=——+K
sin

e Reseni:

1
y:<— - +Kf)sinx:—1+Kfsinx, Ky € R, xe(—g+k:7r,0+k:7r)
sin z

1
y:<—_ +K§>sinx:—1+K§sinm, K§€R7x€(0+kﬂ-’z+kﬂ-)
sinx 2
e Lepeni: Zkusime feSeni slepit v bodé 0 + kn. Uvazujme funkci

—1+ Kfsinz, z€ (=5 +kn, 0+ kn)
y=4 —1, z=0
—1+ Kbsinz, 2 € (0+km, 5 +kn)
Funkce je spojita v 0 4+ k7 pro vSechna K{“, Ké“ e R
Navic musi byt funkce diferencovatelna. Protoze y je spojita na (=% +km, 5 +

km, mame

"0+ kr)= I () = i Kk — Kk
y_( + 7T) a:—)Ol-‘:I-I%Jﬁ— y ($) x—)()l-lr-rllvﬂ— 1 cos T 1

/ : / : k k
O+km)= 1 = 1 K. =K
y+( + 7T) x%OlJl}]lﬁT+ 4 (:U) IHOIJIrrllcmr 2 CO8% 2

Tedy K = K¥.
o Zaveér:
—1+ K¥sinz, z€ (=% +kn, 0+ kn)
y=<—1, x =0, KFeR
—1+ Kfsinz, z€ (0+km 5+ kn)

1, t=0,
F@:{&t#Q
Yy =F(y),  y(0)=0,

nemé feSeni na zadném intervalu (—d, ).

4. Polozme

Ukazte, Ze tuloha

Reseni:
Z rovnice mame y'(0) = F(0) = 1. Tedy y > 0 na jistém intervalu (0,7) (derivace je
kladné, tedy funkce je rostouct).

Zaroven na intervalu (0,7) plati ¢y’ = 0, tedy vy je konstantni. Dale y je spojita funkce a
y(0) = 0, tedy y = 0 na [0,7n), coZ je spor.
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