2. cviceni — ODR se separovanymi proménnymi + lepeni
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte FeSeni diferencialnich rovnic (nezapomeiite na piipadna lepeni):

(a) v =2y
i. obecné
Resent:
e Podminky: y > 0

e Budeme fesit rovnici tvaru
Y =2y

tedy g(y) = 2y/y, h(z) = 1.
e Regeni hledame na intervalech (pro z): I = (—oc,c0).
e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 Rovnice ma stacionarni
feSeni
Yo = 0.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J = (0, 00).

e Reseni ODR:
H(zx) —/h(x)dx—/ldxgx

1 1 ¢
) 9(y) 2\/y v
Tedy budeme pracovat s rovnici
Vy=xz+C

e Uvazujme intervaly I a J. Pak

Vy=xz+C

kde C je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (0, 00).
Tedy hleddme takova x, aby

z+C >0

coz je splnéno pro x € (—C, 00).
Pro takova z vyjadiime reSeni

y1 = (z+C)?

e Regent:
Yo =0,z € (—o0,00)

Y1 = (l’ + C)va € (_Cv OO)
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e Lepeni: Reseni y; lze v bodé —C slepit. Méame
li = i O =0= Ili
ﬁlIHCJr o :L"HIEnC%(x + ) x%lincf Yo
Diky lemmatu o lepeni tedy méame feSeni

07 T € (_007 _0)7
y2 =140, x=-C,

o Zavér: Mame feSeni

0, x € (—o0,—C),
y2 =1 0, x=—-C,
(x+C)?, € (—C,0)
ii. y(4) =1;
7 pocateéni podminky mame
1=(4+0)?
+1=4+C
-3=0C}
Tedy
0, x € (—00,3),
y=40, =3,

Druha moZznost

—5=0Cy
by dala feseni
0, x € (—00,5),
y =140, T =25,
(x —5)%, x€ (5 00),
které ale nesplituje pocatecni podminku y(4) = 1.

ii. y(0) = —1;
R(e;eni: Ze zadédni méame podminku y > 0, tedy tato pocateéni podminka
nemiize nastat.
iv. y(1) =0;
Pocateéni podminku splhuje stacionarni feseni y = 0.
Dale je splnéna pro vSechna FeSeni
0, x € (—o0,—C),
y2 =40, r=—C,
(z+C)? x€(-C,00),

kde C < —1.
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e Podminky: y > 0, z > 0.

e Budeme feSit rovnici tvaru

I
S

tedy g(y) = \/§, h(z) = .
e Redeni hledame na intervalech (pro z): I = (0,00).

e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0. Rovnice mé stacionarni
reseni
Yo = 0,13 S (0,00)

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J = (0, c0).
e Reseni ODR: )
H(z) —/h(x)dx—/ﬁdx Caovz

1 1 ¢
6= [ =] 552
Tedy budeme pracovat s rovnici
2y =2z +C
e Uvazujme intervaly I a J. Pak
2y =2z +C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (0, 00).
Tedy hledame takova z, aby

2/x +C > 0.

Je-li C' > 0, je rovnice splnéna trivialné. Tedy pro z € I = (0,00) vyjadiime
reseni

C 2
y1=<\/%+2> , z>0,C>0.

Je-li C <0, tak
2yr+C >0

Pro takova x vyjadiime reSeni

C 2
3/2:(\/5+2> ’ x>
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o Regent:
Yo = O,LU S (0,00)

C 2
y1=<\/5+2>, x>0,C>0.

c\? C?
y2:<\/§+2> s LE>T,C<O.

o Lepeni: Regenf Yo 1ze v bodé %2 slepit. Méame

c\’ | cy
lim gy = lim <\/:73+ ) = lim (H + > =0= lim yy=
m—>%2+ :E—)CTQ—I— 2 x—>%2+ 2 2 w—>%2+

Diky lemmatu o lepeni tedy mame reSeni

0, x € (O,%Z),
Y3 = 07 x:%27
(vVa+$)’ we(Fo0)

e Zaveér: Mame FeSeni

© o =
ResSeni:

e Budeme Tesit rovnici tvaru

tedy g(y) = ¢y, h(z) = 1.
Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,00).

Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 Rovnice mé stacionarni
reSeni
Yo = 0.

Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—00,0), Jo =
(0, 00).
Reseni ODR:
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Tedy budeme pracovat s rovnici

355
2 - C
5 Y r+

o Uvazujme intervaly I a J;. Pak
3
FVyi=a+C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (0, 00).
Tedy hledame takové x, aby

x+C>0
coz je splnéno pro x € (—C, 0).
Pro takova x vyjadiime TreSeni
3.
§3ﬁ=x+0

v y2:§(m+C’)

W=y (Gero)

Na intervalu J; = (—00,0) je y < 0, tedy

y=— <§(m+0)>3, v € (—C,o0).

e Uvazujme intervaly I a Ji. Analogickym postupem dostaneme feSeni

yQZW’ z € (—C,00).

e Reseni:

Y2 = <§(x + C)>3, x € (—C,00).

e Lepeni: Reseni y; i 4o lze v bodé —C slepit. Mame

9 3
li = 1 /1 3 =0= 1l
a:—>1£nC+ Y2 m—>1£nC+ <3 (@ + C)> 0 :r—EnC— #0

Diky lemmatu o lepeni tedy mame reseni

+ (%(m+0))3, z € (—C,00).
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o Zaveér: Mame feSeni

0, x € (—o0,—C),
y374 = O, €r = _C,
:l:\/(%($+0))3, z € (—C,00)
@ o = yo
ResSeni:

e Budeme feSit rovnici tvaru

tedy g(y) =y, h(z) = .
e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,00).
e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 Rovnice mé stacionarni

reSeni
Yo = 0.
e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—o00,0), Jo =
(0, 00).

e Regeni ODR:

G(y)z/g(ly)z/;glogly!

Tedy budeme pracovat s rovnici
L 9
log |y| = 5% +C
e Uvazujme intervaly I a J;. Pak
L 9
log |y| = 5% +C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0, 00).
Tedy hledame takova z, aby

r+CeR

coZ je splnéno pro vSechna x € (—00, 00).
Pro takova x vyjadiime reSeni
L,
log |y| = 5% +C

ly] = 37+

Protoze jsme na intervalu Jp, dostavame feSeni

y1 = —e3’ 0
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e Analogicky na intervalech Jo, I dostaneme feSeni

Y2 = e3?'+C

e Regent:
yo =0,z € (—o00,00)
Yi2 = :l:e%$2+c,:c € (—00,00)

e Lepeni: Tento piiklad slepit nelze, vSechna FeSeni uz jsou maximéalni.

I 2
Y =Vi-y
Reseni:

e Podminky: 1 —¢? >0

(e)

e Budeme fesit rovnici tvaru

tedy g(y) = /1 =92, h(z) = 1.
e Refeni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,c0).
e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = +1 Rovnice m4 stacionarni
FeSeni
Yo = 1.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J = (—1,1).

e Regeni ODR:
H(x) :/h(:v)dx: /ldxgw
1 1 C
Gy :/:/:arcsiny
w) 9(y) V1—12
Tedy budeme pracovat s rovnici
arcsiny = x + C
e Uvazujme intervaly I a J. Pak
arcsiny = x + C

kde C je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (-3, 5).
Tedy hledame takova x, aby

i i
—— < C< —
g <TF 2

coz je splnéno pro z € (=5 — C, § — C).

Pro takova x vyjadiime reSeni

y2 = sin(x + C)
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yo,1 = 1,2 € (—00,00)
y2 =sin(x + C),z € (—g —C’,g -C)
e Lepeni: ReSeni y; lze v bodé —5 —C a5 — C slepit. Mame

lim yp= lim sin(z+C)=+1= lim o1
r—+5-C+ r—+5—-C+ r—+5—-C+

Diky lemmatu o lepeni tedy mame reSeni

(-1, r € (—o00,—5 —C),

-1, r=-5—C,
ys=qsin(z +C), ze(-5-C,5—-C)

1, r=75—C,

1, re (5 —C,00),

o Zavér: Mame feSeni

yo,1 = 1,2 € (—o00,00).

-1, z € (—o0, -5 —C),
-1, r=-5-C,
ys =qsin(zx +C), ze(-5-C,5-C)
1, r=75-C,
1, e (5 —C,00),
(f) y'y =27
Reseni:

e Podminky:

e Budeme fesit rovnici tvaru

tedy g(y) = % h(z) = x3.

e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—00,00).
e Nulové body funkce ¢(y): Jediny nulovy bod puvodni rovnice (neZ jsme ji
upravili) je
y=0.
Regenf yo = 0 ale nespliiuje diferencidlni rovnici. Stacionérni feSeni tudiz
rovnice nema.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—00,0), Jo =
(0, 00).
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e Regeni ODR:

1 2 _ 1 4
Q¥ = +C
kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (0, c0).
Tedy hleddme takova x, aby
L 4
"+ C >0

4

Pro C' > 0 je splnéno trivialng, tedy x € (—o0, 00).
Pro C < 0 vyjdou intervaly (—oo, —v/—4C) a (v/—4C, 00).

Pro takova x vyjadiime reSeni

1
ly| = \/§x4+20

Na intervalu J; pak dostaneme

1
y:—\/§x4+20

e Pro intervaly I a Jy postupujeme analogicky a ziskdme feSeni

1
y:\/§x4+20

1
Y12 ==+ 5334 +2C,x € (—00,00),C >0
1
Y34 ==k 51'4 +2C,x € (—o0, —v/—4C),C <0
1
Ys6 = £ 53:4 +2C,x € (V—40,0),C < 0.

e Reseni:
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e Lepeni: Slepit lze pouze feSeni pro C' = 0 (se sebou navzajem). Mame totiz

1
lim  ys4= lim 44 /-2442.-0=0
z—— Y—10— z—— Y—10— 2
. . 1
lim  ys6= lim +4/-2*+2.-0=0
a— Y—40+ z— Y—40+ 2

Diky lemmatu o lepeni tedy mame reSeni

/324, x € (—00,0),

Y7.8,9,10 = 1
+4/524, x € (0,00),

e Zaveér: Mame feSeni

1
y12—:|:\/fx4—|—20336( 0),C >0
Y34 = \/*334%—20366 V—4C),C <0
Ys,6 = \/*$4+2Cme V—4C,0),C < 0.
i\/%x‘l, x € (—00,0),
Y7,8,9,10 = .
/524, € (0,00)
) 9 = £3/y? ReSeni:

e Budeme Tesit rovnici tvaru

tedy g(y \/> h(z

Regent hledame na 1ntervalech (pro z): I = (—o0,00).

Y =x/y?

Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0. Rovnice mé stacionarni
reSeni
Yo = 0.

Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—00,0), Jo =

0, 00).
H(z) = /h(a:) do = /a:d:c g %gﬂ

Reseni ODR:
1 1 ¢
G — / — = = 3 3
(y) o) Vi Yy

Tedy budeme pracovat s rovnici

3y = 1: +C
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e Uvazujme intervaly I a J;. Pak

3y = x +C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (—00,0).
Tedy hledame takova z, aby

1

To miiZe nastat jen pro C' < 0. Pak z € (—v/—2C,/—2C).

Pro takova x vyjadiime reSeni

12+ (13
Y1 = 6

e Uvazujme intervaly I a Jo. Pak

3y = x +C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (0, c0).
Tedy hledame takové x, aby

1

Pro C > 0 je splnéno trivialné, tedy = € R.
Pro C < 0 dostaneme = € (—oo0, —v—2C) a z € (V—2C, 00).

Pro takova z vyjadiime TfeSeni
1, 1.\°
=|zz"+ ;C
Y2 < 6 + 3 >

Yo =0,z € (—00,00)

1 1 \*

e Reseni:

1, 1.\°
y2=| g —|—§C’ ,x € (—00,00),C >0
L 3
ys= | g¥ + C ,x € (—o0,—vV—=2C),C <0

1 1\?
Yy = <6x2 + 30) z e (V—2C,%),0 <0
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Lepeni: Regent Y1, Y3 a Y4 lze v bodech F+/—2C slepit. Mame

1 1\*
lim = lim <ﬂc2 + C> =0
w——/—2C+ z——v—2C+ \ 0 3
a 3
1 1
lim ¢y = lim (xQ + C) =0
r——2C— z—/—2C— 6 3
1 1)\*
lim  ys= lim <m2 + C> =0
z——/—2C— a——y/—20— \ 6 3
& 3
1 1
lim y4= lim <x2 + C) =0
a—/—20+ a—/—20+ \ 0 3

Diky lemmatu o lepeni ptijdou FeSeni hladce nalepit (ve vice kombinacich).

Zavér: Mame feSeni

o

a dale slepena TesSeni

Yo = 0,2 € (—00,00).

!
3

1

3
5 C’) ,x € (—00,00),C >0

J G2+ 10)°, we(—o0,—V720),0<0
=0, € [-v=2C,00)
o, z € (=00, —v/—-2C),C <0
W= (et 4 30)", e[V 30 00)
O, T € (—OO, - _20]7
Y7 = (%.1‘2 + %C) , T & (_ _207 m)70 <0
O, HAS [ _207 00)7

ProC,D,E <0,kde C > D > E, mame

(%:1;2 + %0)3, x € (—oo,—v—20C),
0, x € [-V—=2C,v/—-2D],
ys = (%xQ + %0)3, x € (—V/—2D,\/—-2D),
0, x € |[-v/—2D,V—2E|,
(%xQ + %C’)S, x € (—V—2F,0),
Pro C,D <0, kde C > D, mame
(%aﬂ + %0)3, x € (—oo,—v—20C),
_J0, x € [-V—=2C, —/—-2D],
v= (%xz + %0)3, x € (—V/—2D,\/—-2D),
0, x € (V—-2D,0),
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Pro C,D <0, kde C > D, mame

0,
3

oy,

0,
(ba°+ 0.

Pro C,D <0, C > D mame

(322 +3C)°,

y11 = 0,
(322 +3C)°,

2. Priklady ze starsich pisemek.

(a) ¥ =2/1—y

(b) ¥ =2y

(c) y'sinz = 2ylny
)

(d) ¥/ =xe VVev —1

x € (—o0, —v—2C],

x € (—V/—=2C,v-20),
z € [V—2C,v/—2D],
z € (V—2D,00),

x € (—o0, —v—2C),
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