1. cviceni — Obycejné diferencialni rovnice se separovanymi proménnymi
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Najdéte tfeSeni diferencidlnich rovnic

(a) y'/y =4z, y(0) =3
ResSeni:

Podminky: y # 0
Budeme fesit rovnici tvaru
Yy =y-4da
tedy g(y) =y, h(z) = 4z.
Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0, 00).

Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 je v rozporu s podminkami.
Rovnice tedy neméa stacionarni feSeni.

Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—o00,0), Jo =
(0, 00).
Reseni ODR:

H(z) = /h(m)dx: /495d:cg 22

G(y):/g(lwz/;glog\y!

Tedy budeme pracovat s rovnici

log|y| = 22 + C
Uvazujme intervaly I a J;. Pak

log|y| = 22 + C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0,00).
Tedy hleddme takova x, aby

222 + C € R,

coZ je splnéno pro kazdé x € R a C' € R.
Pro takova x vyjadiime reSeni

[yl = > +¢
Protoze jsme na intervalu J; = (—o0,0), tak |y| = —y a mame
y = _62x2+C'

Matematicka analyza 3, 2025/26, Kristyna Kuncova 1


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

e Uvazujme intervaly I a Jy. Pak
log |y| = 22”

kde C je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J2) = (—o0, 00).
Tedy hledame takova z, aby

222 + C € R,

coZ je splnéno pro kazdé x € R a C € R.
Pro takova x vyjadiime TreSeni

2
ly| = 2 1€,

ProtoZe jsme na intervalu Jy = (0, 00), tak |y| = y a mame

y = 62x2+C

o Zaver:
2
Y1,2 = +e2® +C, reR,CeR

e Pocateni podminka: mame y(0) = 3. Tedy

€2~02+C — 3
C=log3
Regent je tedy tvaru ,
y = e2v Hloe3d z € R.

(b) dzy

/
y =
ResSeni: Jde o variaci na predchozi pfiklad, od kterého se lisf existenci stacionédrniho
reSeni. Tedy
y=0
na r € R.
Vg&echna FeSeni pak maji tvar

Y1 = Oa T e R7
Y2,3 = :|:62x2+c, rzeR,CeR.

() y'/y? = e y(0) =%
Reseni:
e Podminky: y # 0
e Budeme feSit rovnici tvaru
/ 2 x

y=ye

tedy g(y) = y°, h(z) = €.
e Refeni hledame na intervalech (pro z): I = (—o0,0).
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e Nulové body funkce ¢g(y): Jediny nulovy bod y = 0 je v rozporu s podminkami.
Rovnice tedy neméa stacionarni feSeni.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—o0,0), Jo =
(0, 00).
e Reseni ODR:

Tedy budeme pracovat s rovnici
1
—— ="+ C
Y
e Uvazujme intervaly I a J;. Pak
1
—— ="+,
Yy

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J;) = (0, 00).
Tedy hledame takova z, aby
e’ +C >0.

Tedy e* > —C. Dostavame podminky
r € R, C >0,
z € (log(=C), ), C<O0.
Pro takova x vyjadiime reSeni

1
et +C°

y =
e Uvazujme intervaly I a J,. Pak
1
—— ="+,
Yy

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(.J2) = (—00,0).
Tedy hledame takova z, aby
e’ +C <0.

Tedy e* < —C. Dostavame podminky
nelze, C >0,
x € (—oo,log(-C)), C <0.
Pro takova x vyjadiime reSeni

1
et +C°

y:
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o ZAver:

=— , 2 €R, ¢ >0,
1
Yo == @ € (log(=c2),00), &2 <,
1
= TE (—o00,log(—c3)), c3 < 0.

e Pocatetni podminka: mame y(0) = 1. Tedy

11

O+ C 2
—2=C+1
C=-3

Regenf je tedy tvaru

1

m, T € (—Oo,log?))

y=—

(d) ¢'/y =1/(x — 1), nafrtnéte

ReZeni:
e Podminky: y#0, z # 1

e Budeme fesit rovnici tvaru

tedy g(y) =y, h(z) = L5

e Refeni hledame na intervalech (pro z): I} = (—o0,1), I = (1, 00).

e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0 je v rozporu s podminkami.

Rovnice tedy nemé stacionarni feSeni.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; =
(0, 00).

e Resenf ODR:

H(x):/h(a:)dx:/xildxglog\x—ﬂ

G(y)z/g(ly)z/;glogly!

Tedy budeme pracovat s rovnici
log ly| = log|z — 1]+ C

e Uvazujme intervaly I; a J;. Pak
log ly| =log|z — 1]+ C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0,00).

(_007 0)7 JQ ==
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Tedy hledame takova z, aby
loglx — 1|+ C e R.

coZ je splnéno pro kazdé x € Iy a C € R.
Pro takova x vyjadiime reSeni

_ Jlog|z—1]4+C

ly| = el

Protoze jsme na intervalu J; = (—o0,0), tak |y| = —y a mame
y = _elog|x—1|+C

e Uvazujme intervaly I; a Jo. Analogickym postupem dostaneme

y = 6log|m—1|+C'.
Pro Is a J je

y= _elog|:c—1|+C
a pro Iy a Js je

y= elog|x—1|+C

o ZAver:
Yo = ielog|x—1\+0

pro x € (—o0,1), z € (1,00), C € R.

e NAacrtek feSeni: rovnici nejprve upravime jako

y = ielog|x71|+c — ielog|mfl|ec — i|x _ 1’60
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2. Priklady ze starich pisemek
(a) y' =wey, y(1) =1
ResSeni:
e Budeme Tesit rovnici tvaru
y =y xe”

tedy g(y) =y, h(z) = ze”.

e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—00,00).

e Nulové body funkce g(y): Jediny nulovy bod y = 0. Tedy pro z € R ma
rovnice stacionarni feSeni y = 0.

e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J; = (—00,0), Jo =
(0, 00).

e Reseni ODR:

H(x)=/h<z>dx=/xewdx:xew-/ewdxgxex_ez

G(y)=/g(1y)=/;gloglyl

Tedy budeme pracovat s rovnici
log|y| = ze® —e* +C

o Uvazujme intervaly I a J;. Pak
log|y| = ze® —e* +C

kde C' je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J1) = (—o0,00).
Tedy hledame takova x, aby

xe® —e® 4+ C e R,

coZ je splnéno pro kazdé x € R a C € R.
Pro takova z vyjadiime feSeni

‘y’ _ e:cez—e””—i-C
ProtoZe jsme na intervalu J; = (—o0,0), tak |y| = —y a mame
y = _exezfe”“rc

e Uvazujme intervaly I a J;. Pak analogickym postupem ziskdvame TeSeni

y = 6mex—ex+C

pro x € R.
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e Zavér: vSechna Feeni jsou tvaru

y172 = :l:exewiew+c, T € R, C c R’
ys = 0, z eR.

e Pocatecni podminka: mame y(1) = 1. Tedy

eel—el-I—C -1
=0
Regenf je tedy tvaru
y = exez—ez7 reR
(b) y(1+22) = (1+)
ResSeni:
e Podminky: y # 0
e Budeme feSit rovnici tvaru

’ 1+ y2
T + 22

tedy g(y) = 1+ 92, h(z) =1 + 22
e Refeni hledame na intervalech (pro z): I = (—oc,c0).
e Nulové body funkce g(y) nemé.
e Interval (pro y), kde g je nenulové (ale definované): J = (—o0, 00).
e Regeni ODR:

H(:c):/h(:c)dx:/l ! 2d:::garctamac

+x

1 1 ¢
G :/:/:arctan
) 9(y) 1+y? Y

Tedy budeme pracovat s rovnici
arctany = arctanx + C
o Uvazujme intervaly I a J. Pak
arctany = arctanz + C

kde C je konstanta.
Zafixujme C. Mame G(J) = (-3, 5).
Tedy hledame takova x, aby

T < arct +C<7T
— = arctan x —.
2 2

ReSeni lze najit pouze pro C' € (—m,w). Pak

—% < arctanx + C <

T
—§—C<arctana; <

Q w3

o

Rozlisime riuzna C.
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i. C € (0,m). Pak —§ < arctanz + C pro viechna z € R. Daéle mame
podminku

arctanx<g—0
T

<t (——C)
T an 5

ii. C € (—m,0). Pak arctanz + C' < 5 pro viechna z € R. Dale mame
podminku

T
5~ C < arctanzx

T
tan (—— — C) <z

2
iii. ¢ =0. Pak —§ < arctanz < § pro vSechna z € R.
Pro takova x vyjadiime reSeni

y = tan(arctanx + C)
o Zavér: Resenf jsou tvaru
T
y1 = tan(arctanz + C), T € (—oo,tan (5 - C’)) ,C € (0,m),

y2 = tan(arctanz + C), T € (tan (—g - C’) ,oo) ,C € (—m,0),

y3 = tan(arctan x) = z, z €R,(C=0).

(c) :l{/ =sinzsiny, y(0) = §
ResSeni:
e Budeme fesit rovnici tvaru
y =sinysinz
tedy g(y) = siny, h(z) = sinz.
e Reseni hledame na intervalech (pro z): I = (—00,00).
e Nulové body funkce g(y): siny = 0 pravé pro y = kr. Mame tedy stacionarni
feSeni y = km (k € Z), pro = € R.
e Intervaly (pro y), kde g je nenulové (ale definované): Jy = (0 + km, 7™ + k7).
e Reseni ODR:
H(x) = /h(m) dz = /sinxdw € _cosz

1 1 siny siny c 1 1+ cosy
Gly)= [ — = dy = dy = [ =Y gy € Zog | Y
) /g(y) /siny 4 /sin2y Y /1—c0s2y 4 2 Og‘l—cosy

(Integral lze vyfesit substituci z = cosy a nasledné rozkladem na parcialni

zlomky:.)
Tedy budeme pracovat s rovnici
1 1
——log S heosy) —cosx + C
2 1 —cosy
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e Uvazujme intervaly I a J. Pak

1 ‘l—i—cosy

‘ =—cosx+C
1 —cosy
kde C je konstanta.

Zafixujme C. Hledame G(Jj).
Pro y € Ji je cosy € (—1,1). Uvazujme funkci

1+s
— c(—1,1).
=10 ey
Méme 1+ 1+s42 2
S — S
= - 1
1) =1 1— Tz
QGraf:
Odtud

Tedy pro y € Ji je

1 —cosy
a tedy
G(Jr) =R
Tedy hledame takovéa x, aby
—cosxz + C € R,

coZ je splnéno pro kazdé r € R a C € R.
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Pro takova x vyjadiime TreSeni

1 1
——log - tcosy =—cosx +C
2 1 —cosy
1
log _tcosy =2cosx — 2C
1 —cosy
].—|-COSy :6200593720
1 —cosy

Méame %Y > 0 tedy

l1—cosy

1+ cosy _ 62 cos x—2C

1 —cosy
14 cosy = e2¢®=2¢(1 — cosy)
6200599—20 -1
cosy =

g2 cos z—2C +1

eQCOSCE—2C -1
Y = arccos e2cosz—2C |

e ZAvér:
chosfoC’ -1

y:aI'CCOS<62COS$_QCH>, .’I)ER,CGR

yp=km,x e Rk e€Z

e Pocatecni podminka: mame y(0) = 7.

Stacionarni FeSeni po¢. podminku nemohou splnit.

Tedy

62 cos0—2C __ 1 T
arccos e2cos0-2C +1 = 5

62_20 -1
e2=2C 11 =0
62720 =1
2—-2C=0
Cc=1

Reseni je tedy tvaru

eZcos:c—Z -1
= IR R
Yy = arccos (62COSI2+1> , z e R.

3. Je nalezena zkamendla kost, u které se podafilo ur¢it, Zze obsahuje 0.1% hmotnosti C-14,
nez kterou obsahovala ptivodné. Urcete stari fosilie, vite-li, Ze polocas rozpadu C-14 je
5730 let.

Resent: Nejprve odvodime diferencialni rovnici, ktera popisuje obsah uhliku C-14 v
kosti.

Necht funkce y(t) (zavisla na case v letech) je mnozstvi uhliku v kosti. Vime, Ze v Case
t = 0 je obsah roven 100%. V ¢ase t = 5730 je mnoZstvi polovi¢ni, tedy

y(5730) = Zy(0).
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Dale, mnozstvi ¢astic uhliku, které se rozpadnou v ¢ase t zavisi na mnozstvi ¢astic,
které v kosti jsou. Dokonce je toto mnozstvi pfimo tmérné. Zména poctu ¢astic (zména
mnoZstvi uhliku za nekonefné maly ¢as) je tedy pfimo ameérna poctu ¢astic, které jsou
v kosti v daném konkrétnim case. Tedy mame diferenciélni rovnici

y'(t) = —ky(t),

kde k je zatim neznamé konstanta. ProtoZe Gastic ubyvé, v rovnici se objevi minus.
Rovnici vyfesime: ¢(y) = y, h(t) = —k. Interval I = (—o0,00). (Pt feSeni zatim
zanedbame fakt, ze ¢as t by nemél byt zaporny.)

Stacionarni feSeni y = 0. To by ovSem znamenalo konstantné nulové mnozstvi uhliku,
coZ v kosti neni mozné.

Intervaly J; = (—00,0), Jo = (0,00). ProtoZe y ma vyznam mnozstvi, které nemtize byt
zdporné, uvazujeme pouze interval Jo = (0, 00).

H(z) = /—kdtg —kt,

1 C
Gly) = /ydy = log [y.
Tedy pracujeme s rovnici
log ly| = —kt + C.
Mame G(J2) = (—00,00), lze uvazovat t € R, C € R.
Vyjadiime y:
log ly| = —kt+C

__—kt+C

ly| =e
y = e Ht+C
y = CeHt

Dopocteme konstanty:

1
y(5730) = €™M0 = ZeCe™H = y(0)

o—H5T30 _ 1
2

1
—k5730 = log 3

_log2
5730

Tedy feSeni je tvaru
_log2
y(t) = ece 57300

Pro jednoduchost polozme y(0) =1 (1 ve smyslu 100%). Pak C' =0 a méame

log2t

y(t) = e 570
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Nyni hledame takové t, ze y(t) = 0.0001. Tedy

e 50t = 0.0001
log 2

—573015 = log 0.0001
log 1
¢ — 57302081000
log 2
t =57104

Kost je tedy stara zhruba 57 100 let.

. Do uzavteného gkolniho kampusu o 1000 studentech pfijel jeden z nich s chiipkou. Pred-
pokléddejme, Ze rychlost Sifeni infekce zavisi jak na mnozstvi jiz nakazenych studentu,
tak na mnozstvi dosud zdravych. Uréete mnozstvi studenti nakazenych 6. den, pokud
vite, ze po ¢tyfech dnech bylo nakazeno jiz 50 studenti. (Odpovidajici diferencialni
rovnice: y' = ky(1000 — y), y(0) = 1, y(4) = 50.)

Reseni: Vyfesime diferencialni rovnici. Funkce g(y) = y(1000 — y), h(z) = k. Interval
I = (—00,00).

Stacionarni feSeni y = 0, y = 1000. Interval J = (0,1000). (Jiné intervaly nem4 smysl
uvazovat, protoze pocet nakazenych studentt nemtiize byt zdporny, ani vétsi nez 1000,
coz je maximalni pocet studentit v kampusu.)

Regeni rovnice:

H(z) = /k:dx < ka

1 1 1 1 c 1
G(y):/y(dyZ/ PR (log [y| — log [1000 — y)

1000 — y) 1000 / y (1000 — y) ~ 1000
_ 1 ||
1000 [1000 — y|
Pracujeme tedy s rovnici
1 ]
1 =kx+C
1000 %1000 =y "¢

Na intervalu J = (0, 1000) navic plati G(J) = (—o0, 00) a |y| = y a 1000 —y| = 1000 —y.
Dostavame

1 y
1 e
1000 %1000 —y ¢
y
log —2—— = 1000(kz + C
%8 1000 — (kz +C)
Yy — 61000(kz+C)
1000 — y
y = (1000 — y)e000kz+C)
1000¢1000(kz+C)

Y= 4 c1000(katC)
Mame y(0) = 1, y(4) = 50. Dopoc¢teme tedy konstanty.

1000610000
= 1+ £1000C

1
1 _ loooC
999
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Tedy
1000 ,1000(kz)
999

Y¥=1 + b5 e1000(ka)
100061000(kx)
Y= 999 -+ ¢1000(kz)
B 1000
Y 11 999¢1000(ka)
dale
B 1000
14 999¢—1000(4k)
o~ 1000(4x) _ 19
999
1 19
—1000(k) = - log —
(k) = 7 108 5gg
—1000k = —0.9906
Tedy

R 1000
y(@) = g 1 099¢ 09906z

Za 6 dni bude mnozstvi nakazenych studentii rovno zhruba

y(6) = 276.
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