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12. cviceni — Hilbertovy prostory
//www2 .karlin.mff.cuni.cz/“kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Rozhodnéte, zda nasledujici normy na danych prostorech jsou vytvoreny skalarnim
soucinem:

(a)

(c)

Prostor Cfa, b] s normou definovanou vztahem

IfIl = sup |f(z)|

z€la,b]

ResSeni: Ne, norma nespliiuje rovnobéznikové pravidlo.

Protiptiklad: Zvolme f =z, g=1—z.

Plati

21 fl3 =2-12 a 2llgl3 =2-1%
zatimco

If+glll=1% a |If—gl3 =12
Tedy

1f + 92+ 11F = gl # 211112 + 2llgl%.

Norma [|z|| = >°72, |zk| na prostoru ¢!
Reseni: Ne, norma nespliiuje rovnobéznikové pravidlo.

Uvazujme v ¢! posloupnosti
x=(1,0,0,...), y=(0,1,0,...).
Potom
el =1yl =1,
||33+yH = H(lvlvov"‘)H =2,
H.’L’ - yH = ||(1a _1707 s )” =2.
Dosazenim do rovnobéznikového pravidla dostaneme
lz +yl? + |z —yl> =4 +4 =8,
zatimco
2al? + 2yl =2+2 = 4,
Rovnost tedy neplati.

Zavér: Norma
o

lzll = |l

k=1
na prostoru ¢! neni indukovana zadnym skaldrnim soucinem.
Norma || ||oc = maxj<g<y, || na R”

ResSeni:
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e Pro n > 2: Ne, norma nespliiuje rovnobé&znikové pravidlo.
Uvazujme pro n > 2 vektory

z=(1,0,...,0), y=1(0,1,0,...,0).
Potom
2]l =1, 1ylle =1,

[z 4+ ylloo = 11(1,1,0,...,0)[loc =1,

12 = ylloo = I(1,=1,0,...,0)[lcc = L.
Dosazenim do rovnobéznikového pravidla dostavame

lz + yll3 + llo = ylZ =1+1=2,
zatimco
2]l +2)yl3 =2 +2 =4

Rovnost tedy neplati.
Zavér: Norma
Zl|co = max |zg
e = max [z
na prostoru R™ pro n > 2 neni indukovina zadnym skalarnim sou¢inem.

e Pro n =1 se jedna o absolutni hodnotu na R, kteréd je indukovana obvyklym
skaldrnim souéinem:
Norma se redukuje na
[2]lo0 = |-

Rovnobéznikové pravidlo ma tvar
@+ 9 + |z — yl* = 20z + 2y
Pro realna cisla x, y plati
e +yl?=@+y)?  lr—yP=(-y)?
a tedy
(x+y)?+ (@ —y)? =2” +2zy+y* +2° — 2zy +y° = 227+ 2°. = 2[z +2Jy[*.

Tedy rovnobéznikové pravidlo plati.
Lze ukazat i pfimo: Uvazujme obvykly skalarni sou¢in na R definovany pfed-
pisem

<.73, y> =Y.

Norma indukovana timto skaldrnim soucinem je déna vztahem

|zl = v/(z,2) = Va? = |a|.

2. V nésledujicich piikladech je dan Hilberttiiv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a
bod zo € H. Najdéte néjakou ortonorméalni bazi Y a urcete nejblizsi bod v Y k bodu
xQ.
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(a) H = L?([-1,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 1, xo(t) = cost;

Regeni: Nejprve si uvédomime, Ze podprostor
Y = span{l,t}

je dvourozmérny. Nejprve nalezneme ortonormélni bazi prostoru Y.

Spoc¢téme normu konstantni funkce:

1
11|72 :/ 1dt =2,

-1

tedy
1 1

e V2

€1
Dale ortogonalizujeme funkci ¢:
éa =t —(t,er)ey.

Plati
1 1
t el :/ 1-tdt =0,
(t,e1) 7).

a tedy éo = t. Jeho norma je

~ 112 ! 2 2
leal3 = [ #dr =2,
1

po znormalizovani dostavame

€2 3

€9 = ——= = .
2] 22 2

Pak {e1, ea} je ortonormalni béaze prostoru Y.

Kone¢né, nejblizsim bodem v Y k funkci o (t) = cost je jeji ortogonalni projekce
Py (cost) = (cost,eq)e; + (cost,ea)es.

Protoze cost je suda funkce, plati
3l
(cost,eq) = \/;/ tcostdt =0.
-1

I 1
(cost,el>:/ costdt = —2sin1 = v/2sin 1.
V2.4 V2

Dale

Dostavame tedy
Py (cost) = 2sinle; =sinl,

coz je hledany nejblizsi bod v Y k funkci xg.
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(b)

H = (2Y je linearni obal mnoziny {(27)%, (37)%%,}, zo = (1,0,0,...);

ResSeni: Nejprve si uvédomime, Zze podprostor

Y =span{a,b}, a=(27")3Z;, b=(3"")L,

n=1s
je dvourozmérny. Nejprve nalezneme ortonormélni bazi prostoru Y.
Spoc¢téme nejprve normu vektoru a:

o0

lall? = _27™)?|lal® = 24_

n=1

a tedy

1= —— =327,

]

Dale orthogonalizujeme vektor b:

ég =b— <b,€1>61.

Plati V3
(b,e1) WZ6 "=V3 —?=
tedy
€2 = (37"l — \f\/g@n)?;l
Jeho norma je
182 = [[b]|* — (b, e1)? = % B ?35 2(1)0’

a po znormalizovini dostavame

o0

ey = 2 —/200 (3” _ 32”>
€2l 5 n=1

Pak {ej, ea} je ortonormalni baze prostoru Y.

Konec¢né, nejbliz§éim bodem v Y k vektoru z¢p = (1,0,0,...) je jeho ortogonalni
projekce
Pyxo = (20, e1)e1 + (w0, e)ea.

Spocteme jednotlivé koeficienty:

<x0,e1>=\f;=\g§, (x0,62>:m<;_\é§.\g§>:m<l_3):

Po dosazeni a tpravé dostavame

D 20 o
Pyxo = <—2 Qin + 73 3n>
n=1

Tento vektor je hledanym nejblizsim bodem v Y k vektoru xzg.
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(c) H = L*([0,1],tdt), Y je linearni obal mnoZiny {1, %}, mo(t) = ¢;
ReSeni: Nejprve si uvédomime, Ze podprostor

Y = span{1,t*}

je dvourozmérny. Skalérni soucin v H je dan pfedpisem

1
(f.9) =/0 f(t)g(t)tdt.

Nejprve nalezneme ortonormalni bézi prostoru Y.
Spoc¢téme normu konstantni funkce:

1
1
1) :/ tdt =,
0 2

tedy

Dale ortogonalizujeme funkci ¢2:
éa =t* — (1%, e1)er.
Plati . L
(2 e) = x/§/0 3 dt = \/5-1 =

4
tedy

Jeho norma je

1 1
142 1 11 1 1
~ 112 2 5 3
= t—f)tdt: (t—t —t)dt:——f i
ezl /0( 2 /0 T3 6 178 2

a po znormalizovini dostavame

€9 ©2 \/ﬂ(l‘f2 — 1)

T 2

Pak {e1, e} je ortonormalni béaze prostoru Y.
Kone¢né, nejblizsim bodem v Y k funkei zo(t) = ¢ je jeji ortogonalni projekce

Py(t) = <t, €1>61 + (t, €2>€2.

Spocteme jednotlivé koeficienty:

<t,el>=x/§/1t2dt:‘f,
0

1
1 V24
t,es) = V24 <t3 - ft)tdt =
(£, e2) /0 2 30
Dostavame tedy

V2 o 1.V24 4, 4
Py(t) = Y22 +v/24(2 — ) X2 22 =
v(t) =3 V24 v24( 230 ~5 t1s

coz je hledany nejblizsi bod v Y k funkci xg.
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(d) H = L*((0,00),e~tdt), Y je linearni obal mnoziny {1,e 2}, zo(t) = e 73
Reseni:

Nejprve si uvédomime, Ze podprostor
Y = span{l,e 2%}
je dvourozmérny. Skalédrni soucin v H je dan pfedpisem

(fi9) = /000 f(t)g(t)e " dt.

Nejprve nalezneme ortonormalni bazi prostoru Y.

Spoc¢téme normu konstantni funkce:

o, ¢]
2 —/ Loetdt=1,
0

tedy
€1 = 1.
Dale ortogonalizujeme funkci e™2:
gy =e 2t — <6_2t, e1)er.
Plati
o0 oo 1
(7% e1) = / e 1.eTtdt = / e Stdt = -,
0 0 3
tedy
1
é2 — 6—2t =

Jeho norma je

Po znormalizovani dostavame

Colef Vo4

-

€2

Mnozina {e;, ez} je ortonormalni bazi prostoru Y.

Nyni uréime ortogonalni projekci funkce zo(t) = e=3! na Y. Plati

Pyxg = (w9, e1)e1 + (2o, e2)e2.

oo [e.e] 1
(xg,e1) = / e St dt = / e tar ==,
0 0 4

Nejprve
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(20,65} = 5/1 1 501
.20 =\ \6 7 12 112

Ortogonéalni projekce ma tedy tvar

_ 1 45/ _ 1
Pr(e®) = g+ (e - 35)

Tato funkce je nejblizgim bodem v Y k funkci zq(t) = e3¢

(e) H = L*([-1,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, zo(t) = sint;
Regeni: Reseni opsano od www.karlin.mff.cuni. cz/"spurny/doc/ufa/fa-pri
klady.pdf
Nejdifve si uvédomime, 7e Y je t¥idimenzionalnim prostorem s béazi {1,z,z?}.
Pomoci ortogonalizacniho procesu nyni nalezneme ortonormalni béazi prostoru Y.

PoloZzme 1
€1 = —
1] 2 \f
a
- 1
€s =x — (z,€1)e 2/ t-1dt ==,
pak

1
lealls = [ =

a tedy po znormalizovani dostavime
& \F
€3 = ———— =4/ = .
ezl 2 2

és(x) = 2% — <Id2, eg)eg — <Id2, er)er

3 [t 1 (! 1
2 3 2 2

=z — (= todt |z — | = t‘dt|1=2*—-0— =
! <2/1 >:v (2/1 ) v 0 3’
tedy

1 1
132 2, 1 1 2 1y 8
~ 12 2 4 2
lé3)12. /_1(75 3) dt /0 th—t? 4 5 )t =~ 5t9) =&

Po znormalizovani tak dostavame

e 4 1
3= o = —5<x2 - f) _ /2 (322 — 1).
€3]] 2 8

Analogicky spocteme, Ze

Kalkulus 3, 2025/26, Kristyna Kuncova 7


www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf
www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf

Pak {ei, ez, e3} je ortonorméalni béazi prostoru Y.
Zvolme f € L%([—1,1]). Pro ortogonalni projekci Py plati vzorec

Pyf = (f,er)er + (f,ea)ea + (f, e3)es
1

- ;/_11 f(t)dt—i—;)x/_lltf(t)dt+g(3x2—1)/_ (3% — 1)f(t) dt

1

— (%53;2 - %5) /11 t2f(t) dt + ;x /11 tf(t)dt + (—?ﬁ + %) 11 f(t) dt,

Kone¢né, nejblizs§im bodem v Y k funkci xo(t) = sint je funkce

45 15\ [* 3 [t 15 9\ [*
Py (sint) = (—:172 — —) / t2sint dt + ZL'/ tsintdt + (——$2 + 7) / sint dt
8 8 -1 2 -1 8 8 -1

1
=0+ 3z / tsintdt +0 (per partes)
0

1
=3z <[—tcost][1) —i—/o Costdt)

= 3z(sinl — cos 1).

3. Necht je v Hilbertové prostoru L?(—1,1) dana funkce f(z) = x. Popiste f* a naleznéte
né&jakou nenulovou funkei g, ktera patif do fr.

Regeni:
Podprostor ortogonalni k f je definovan jako

1

=g e (1) : (g, f) = 0) = {g e (-1 [

lg(a:)xd:z:0}.

Jako ptiklad ne nulové funkce v f+ muZzeme zvolit libovolnou sudou funkei, napiiklad
g(x) =1 nebo g(z)= 2>

4. Necht je v Hilbertové prostoru L?(—1, 1) dan podprostor Y = {f € L?(—1,1) : f je licha funkce}.
Naleznéte Y.
Reseni:
Podprostor ortogonélni k Y je

Yt ={geL*[-1,1]): /1 g(x) f(x)dz = 0 pro vsechna licha f}.
-1

Integral f_ll g(x) f(x) dz bude nulovy pro vSechna licha f pravé tehdy, kdyz ¢ je suda
funkce, protoze pro sudou g integrand g(x)f(x) je lichy a jeho integral pres symetricky
interval [—1,1] je nulovy.
Tedy

Y+ ={geL*([-1,1]) : g(—z) = g(2)},

tedy podprostor viech sudych funkei v L?([—1,1]).
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5. Ukazte, Ze ,
()= [ 100+ 105/ 0)] at
je skalarni sou¢in na C'[a, b], tj. na mnoziné funkci majicich spojitou derivaci.
Reseni:
e Symetrie: (f,g) = (g, f) plyne z komutativity souc¢inu.

e Linearita: (af,g) = a(f.q) a (fi+fa,9) = (f1, 9)+{fz, ) plyne z lineanity integralu
a derivace.

e Nezapornost: (f, f) = ff(fz +(f)?) dt > 0.
o (f, f) =0 pravé tehdy, kdyz f = f’ = 0 skoro v8ude. Ze spojitosti f pak plyne, ze
f=0na [a,b.

6. Ukazte, Ze posloupnost

1
—, cosx, sinx, cos2x, ...
{\/i }

tvoif ortonormalni bazi prostoru L2[—m, 7] se skalarnim soucinem (f, g) = % ffﬂ fgdz.
Odvod'te Fourierovy koeficienty funkce f € L?[—m, 7] v této bazi.
Reseni: Oznat¢me

1 L
B = {ﬁ, cosz, sinx, cos2z, sin23:,...} C L?[—m, ), (f,9) =— f(z)g(z) dx.

T
e Ortonormalita.

Pouzijeme goniometrické identity

cosnx cosmz = % (cos(n — m)x + cos(n + m)z),

N[ —

sin na sinma = £ (cos(n — m)x — cos(n + m)z),

poj— DI

sinna cosma = % (sin(n + m)z + sin(n — m)z).

Necht n,m > 1. Pak

1 (7 1 (7
— / cosnx cosmz dr = — (cos(n — m)x + cos(n + m)z) da.
T J_ 2 J_,

Je-li n # m, pak

s s k; T
/ cos kx dz = [Smk x] —0 (keN),

tedy integrél je roven 0. Pro n = m dostaneme
M ., 1 (7 1
— cos“nxdr = — (1 + cos2nzx)de = —(2m) = 1.
) 27 J_, 27

Analogicky

1 (7 I
/ sinnz sinmz dr = — / (cos(n — m)x — cos(n + m)z) dz,

™) 2 J_,
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odkud opét pro n # m vyjde 0 a pron =m

1 /" 1 (7
/ sin nx dx = o (1 —cos2nx)dx = 1.

T ) T )

Dale

1 /7 1 (™
— / sin nz cos mz dz = By / (sin(n + m)z + sin(n — m)z) dz = 0,

™ J_x T J-xm

protoze integral sin kx na [—m, 7] je nulovy (funkce je licha).

Nakonec konstantni ¢len:

1 /™ 1 d 1 [sinnxyr
— cosnxdr =

T)r V2 T2

1/7r 1 . d 0
— —smnzxax = 0,
T ) x 2

RIS

Tim je ortonormalita baze B dokizéna.

=0,

n

e Fourierovy koeficienty. Pro f € L?[—n, 7] jsou koeficienty vzhledem k bazi B dany

skaldrnimi souciny
1 1 g
ap = =) = ——= x)dr,
’ <f \/§> 7T\/§ - ( )

1 /" 1 ["
ap = (f,cosnx) = — f(x)cosnxdzx, b, = (f,sinnx) = — f(x)sinnxdx, n > 1.
L - T -

7. Necht #2 je prostor viech komplexnich posloupnosti, které maji koneéné mnoho nenulovych
prvki. Na tomto prostoru uvazujme skalarni soucin ({ag}, {bx}) = > rey arxbr. Dokazte,
7e (3 s timto skaldrnim sou¢inem neni Hilbertiv prostor.

ReSeni: Axiomy skaldrniho soudinu ovéfime stejné jako v nasledujicim prikladé.
Déle ukazeme, Ze Eg neni Hilbertiv prostor. UvaZzujme posloupnost
2™ = (1,11 .2 00,...) e
Pro m < n plati
2™ — (™))% = Z i—>O ro m,n — oo
- k2 p ) 9
k=m+1
tedy {x(”)} je cauchyovské posloupnost v £2. Limitn{ posloupnost je
T = (1,%,%,...) e ?

kterd ma nekone¢né mnoho nenulovych prvki, takze x ¢ £3.

Proto Z% neni tplny a tedy neni Hilbertovym prostorem.
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8. Dokate, Ze operace ({ax}, {br}) = D pey axby definuje skalarni sou¢in na prostoru ¢2.
Bonus: dokaizte, ze ¢2 je Hilbertiiv prostor.
Reseni:
e Skalérni sou¢in na ¢2. Necht {ax}, {br} € €2, tj. Yoy ar|? < coad oo, [bel? < o0.

Definujeme

({ar}, (b)) =D arbe.
p

Ovérime axiomy skalarniho soudinu:

(a) Linearita: Pro o, 8 € C a {ax}, {cx} € (%

(afa} + Blan), () = 3 law + P = a Y adi + 8 e
k=1

k=1 k=1

= a{ar}, {bc}) + B({cr}, {br})-
(b) Symetrie:

{ar}, {or}) = arbe = > beair = ({be}, {ar}).
k=1 k=1

(¢) Pozitivni definitnost:
Han} {an}) = larl* > 0,
k=1

a rovnost nastane pravé tehdy, kdyz ax = 0 pro vSechna k, tedy {ax} = 0.
Tedy (-,-) je skalarni soucin na /2.
e (2 je Hilberttav prostor.
Necht (x,,)nen je cauchyovska posloupnost v £2, kde

o0
Tn = (:Urll,x%, o)l — $m||2 = Z ‘xfz - mfn|2
k=1
Fixujme ¢ > 0. Existuje N = N(e) takové, Ze pro vSechna n,m > N plati
o0 2
k k2 _ &
Z lxy — x| < T
k=1

Z toho plyne, Ze pro kazdé pevné k mame
2
€
|y, — i |? < 1

Tedy pro kazdé k je posloupnost (), cauchyovska v C (nebo R) a proto konver-

gentni. Oznac¢me limitu

2F = lim x
n—od

k

n:
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Ukazeme, Ze
oo
D k- kP < e?/4.
k=1

Pro libovolné M € N an > N plati

M

M M

§ : k k|2 . k k|12 . § : k k|2
’wn -z ’ = n%ggo |xn - xm| = n}lj)%o ’xn — Ty

k=1 k=1

k=1

kde druhé rovnost vyplyvé z vlastnosti limit na konecné sumé.

Ale pro m > N mame

M oo 82
k k k k

Z ’xn - xm’2 < Z ’xn - xm’2 < Z

k=1 k=1

Po pfechodu k limité m — oo dostavime

M 62
Z|xﬁ—xk|2 < R VM e N.
k=1

Nakonec, pfi M — oo (monotonni konvergence) dostavame
Z lzk — 2k |2 < 7 < 2,
k=1
tedy
oo 1/2
|n — 2] = (Z zF — mk\Q) < % <e.
k=1

Tim jsme ukazali, Ze (,,) konverguje v £2, a tedy prostor £2 je tplny.
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