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Teorie

Definice 1. Necht H je vektorovy prostor nad C. Rekneme, ze H je prostor se skalarnim
sou¢inem, pokud kazdé dvojici x,y € H lze prifadit komplexni ¢islo (x,y) (nazyvané skalarni
soudin = a y) tak, Ze plati

(i) (z,y) = (y, ),

(ii) (z +y,2) = (x,2) + (y,2), 7,9,z € H,
(iii) (ax,y) = ofz,y), 2,y € H, a € C,
(
(

iv) (x,z) >0,z € H,
iv) (x,z) = 0 pravé tehdy, kdyz x = 0.

Poznamka 2. Norma v normovaném linearnim prostoru je vytvofena skalarnim soucinem
pomoci vztahu
]| = v/ {z, z),
pravé kdyz spliuje rovnobéznikové pravidlo
Iz +ylI” + lla =yl = 2l|=]* + 2[ly[|*.

Poznamka 3. e Prostor [? je prostor takovych (realnych) posloupnosti, pro které plati
S22 | |#n|? < co. Skalarni souéin definujeme jako

(9]
(@,9) == Tnyn.
n=1

e Necht (X, ) je méfitelny prostor. Prostor L?(X) je prostor takovych (redlnych) funkei,
pro které plati [ |f |2du < oo. Skalarni soucin je dan vztahem

(f,9) :Z/ngdﬂ'



https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

Ortogonalizace

Na zacatku reSeni tlohy nalezneme néjakou bazi kone¢né-dimenzionalniho prostoru Y. Dale

pak pomoci ortogonaliza¢niho procesu nalezneme bazi ortonormalni. Konkrétné, je-li { f1,..., fu}
bézi prostoru Y, poloZime
k
_ Sk Lei)e;
e = £7 €Lyl 1= fk+1 22_1<fk+1 Z> ! pro ke {1, ey — 1}
/1] [ fern = 2oimy (frrs eaei|
Pak je snadné ovérit, ze {ey,...,e,} je ortonormalni bazi prostoru Y. Vzorec pro ortogonalni

projekci Py je dan predpisem
n

Py:t = Z(m, 6k>6k

k=1
a bod Py xg je nejblizsim bodem v Y k bodu xg.
Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf
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Piiklady

1. Rozhodnéte, zda nésledujici normy na danych prostorech jsou vytvofeny skalarnim
souinem:

(a)*Prostor Cla, b] s normou definovanou vztahem ||f|| = SUP,¢[a,4) |f(x)]
(b)PBNorma ||z| = S22, k| na prostoru £
(c)@Norma |z]|oc = maxj<g<n |zk| na R
2.V néasledujicich ptikladech je dan Hilberttv prostor H, jeho uzavieny podprostor Y a
bod zg € H. Najdéte néjakou ortonorméalni bazi Y a urcete nejblizsi bod v Y k bodu
xQ.
(a) H = L?([-1,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 1, xo(t) = cost;
(b) H = (%Y je linearni obal mnoziny {(27")%, (37)%%;}, zo = (1,0,0,...);
(c) H = L?([0,1],tdt), Y je linearni obal mnoziny {1,#2}, xo(t) = ¢;
(d) H = L?((0,00),e"tdt), Y je linearni obal mnoziny {1,e~2!}, xo(t) = e3¢,
(e) H = L*(|-1,1]), Y je podprostor tvofeny polynomy stupné nejvyse 2, zo(t) = sint;



https://www.karlin.mff.cuni.cz/~spurny/doc/ufa/fa-priklady.pdf

3. Necht je v Hilbertové prostoru L?(—1,1) dana funkce f(x) = x. Popiste f* a naleznéte
né&jakou nenulovou funkci g, ktera patif do fr.

4. Necht je v Hilbertové prostoru L?(—1,1) dan podprostor Y = {f € L?(—1,1) : f je licha funkce}.
Naleznéte Y.

5. Ukazte, Ze ,
(f.9) = / [F(Dg(t) + (g (1)] dt

je skalarni sou¢in na C'[a, b], tj. na mnoziné funkci majicich spojitou derivaci.

1
—, cosx, sinx, cos2x, ...
{\/5 }

tvoif ortonormalni bazi prostoru L2[—m, 7] se skalarnim soucinem (f, g) = 1 f fgdax.

(Maximalitu systému nedokazujte.)
Odvodte Fourierovy koeficienty funkce f € L?[—m, 7] v této bazi.

6. Ukazte, Zze posloupnost

7.0 Necht E% je prostor v8ech komplexnich posloupnosti, které maji koneéné mnoho nenulovych
prvki. Na tomto prostoru uvazujme skalarni sou¢in ({ax}, {bx}) = > 5oy arby. Dokaite,
7e (3 s timto skaldrnim sou¢inem neni Hilbertiiv prostor.

8.k Dokazte, Ze operace ({ax}, {bx}) = D pe; axby definuje skalarni soucin na prostoru ¢2.
Bonus: dokazte, ze 2 je Hilberttv prostor.
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