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Příklady

1. Určete Fourierovu transformaci následujících funkcí

(a)

f(t) =


0; t < 0
1
2 ; t = 0;
e−t; t > 0,

Řešení: Protože hodnota v bodě t = 0 nemá na integrál vliv, můžeme psát

√
2π F (u) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−iut dt =

∫ ∞

0
e−te−iut dt =

∫ ∞

0
e−(1+iu)t dt =

[
e−(1+iu)t

−(1 + iu)

]∞
0

=
1

1 + iu
.

Tedy Fourierova transformace funkce f(t) je

F (u) =
1√
2π

· 1

1 + iu
.

(b) f(t) =

a+ t, t ∈ (−a, 0),

0, jinak,
a > 0

Řešení: Protože f(t) = 0 mimo (−a, 0), píšeme

√
2πF (u) =

∫ 0

−a
(a+ t)e−iut dt = a

∫ 0

−a
e−iut dt+

∫ 0

−a
te−iut dt

= a

[
e−iut

−iu

]0
−a

+

[
t
e−iut

−iu

]0
−a

+
1

iu

∫ 0

−a
e−iut dt

= a

[
e−iut

−iu

]0
−a

+

[
t
e−iut

−iu

]0
−a

+

[
e−iut

−(iu)2

]0
−a

=
a(1− eiua)

−iu
+

aeiua

−iu
+

1− eiua

−(iu)2
=

aiu+ 1− eiau

u2

Tedy F (u) = aiu+1−eiau√
2πu2 .

Pro u = 0 spočteme zvlášť:

√
2πF (0) =

∫ 0

−a
(a+ t) =

[
at+

1

2
t2
]0
−a

=
a2

2

(c) f(t) =

sin t, t ∈ (0, π),

0, jinak,
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Řešení: Protože f(t) = 0 mimo (0, π), tedy máme

√
2πF (u) =

∫ π

0
sin t e−iut dt =

1

2i

∫ π

0

(
eit − e−it

)
e−iut dt

=
1

2i

∫ π

0

(
ei(1−u)t − e−i(1+u)t

)
dt

=
1

2i

[
ei(1−u)t

i(1− u)
+

e−i(1+u)t

i(1 + u)

]π
0

= −1

2

[
ei(1−u)t

1− u
+

e−i(1+u)t

1 + u

]π
0

= −1

2

(
ei(1−u)π − 1

1− u
+

e−i(1+u)π − 1

1 + u

)

Dále využijeme

ei(1−u)π = −e−iuπ, e−i(1+u)π = −e−iuπ.

√
2πF (u) = −1

2

(
−e−iuπ − 1

1− u
+

−e−iuπ − 1

1 + u

)
=

1

2
(e−iuπ + 1)

(
1

1− u
+

1

1 + u

)
=

1

2
(e−iuπ + 1)

2

1− u2

=
1 + e−iuπ

1− u2
.

Tedy
√
2πF (u) =

1 + e−iuπ

1− u2
.

Nyní zvlášť spočítáme hodnoty v u = 1 a u = −1.
Pro u = 1 √

2πF (1) =

∫ π

0
sin t e−it dt.

Protože e−it = cos t− i sin t,

sin t e−it = sin t cos t− i sin2 t.

Dále ∫ π

0
sin t cos t dt =

1

2

∫ π

0
sin 2t dt = 0,∫ π

0
sin2 t dt =

π

2
.
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Tedy
√
2πF (1) = 0− i

π

2
= − iπ

2
.

Pro u = −1
√
2πF (−1) =

∫ π

0
sin t eit dt.

Protože eit = cos t+ i sin t,

sin t eit = sin t cos t+ i sin2 t.

První integrál je opět nulový, druhý dává π/2, takže
√
2πF (−1) = i

π

2
.

(d)
f(t) = χ(0,1)(t)

Řešení:

√
2πF (u) =

∫ ∞

−∞
χ(0,1)(t) e

−iut dt

=

∫ 1

0
e−iut dt

=

[
e−iut

−iu

]1
0

=
1− e−iu

iu
.

Pro u = 0 máme √
2πF (0) =

∫ ∞

−∞
χ(0,1)(t) dt = 1

(e)
f(t) = χ(4,6)(t)

Řešení:

χ(4,6)(u) = χ(0,2)(u− 4)
√
2πF (u) = e−4iu ̂χ(0,2)(t)

= e−4iu
̂

χ(0,1)(
1

2
t)

= e−4iu2χ̂(0,1)(2u)

= e−4iu 1− e−2iu

iu
.

Pro u = 0 z definice √
2πF (0) = 2.
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(f)
f(t) = tχ(−1,1)(t)

Řešení:
√
2πF (u) =

∫ ∞

−∞
t χ(−1,1)(t) e

−iut dt

=

∫ 1

−1
t e−iut dt

=

[
t e−iut

−iu

]1
−1

−
∫ 1

−1

1

−iu
e−iut dt

=
1 · e−iu − (−1) · eiu

−iu
+

1

iu

∫ 1

−1
e−iut dt

=
e−iu + eiu

−iu
+

1

iu

[
e−iut

−iu

]1
−1

= −2 cosu

iu
+

e−iu − eiu

−(iu)2

= −2 cosu

iu
+

−2i sinu

−(iu)2

= −2 cosu

iu
+

2i sinu

(i2u2)

= −2 cosu

iu
+

2 sinu

u2
.

Pro u = 0 máme
√
2πF (0) =

∫ 1

−1
tdt = 0

(g) f(t) = et

Řešení: Funkce f ̸∈ L1. Když zkusíme spočítat Fourierovu transformaci, tak
dostaneme

√
2πF (u) =

∫ ∞

−∞
ete−iut dt =

∫ ∞

−∞
e−iut+t dt =

[
e(1−iu)t

1− iu

]∞
−∞

= ∞.

Tedy Fourierova transformace není definována.

(h) f(t) =

0, t < 0,

e−at, jinak,
a > 0

Řešení:
√
2πF (u) =

∫ ∞

0
e−ate−iut dt =

∫ ∞

0
e−(a+iu)t dt =

[
e−(a+iu)t

−(a+ iu)

]∞
0

=

1

a+ iu
.

(i)

f(t) =

0, |t| ≥ π
2 ,

cos t, |t| < π
2 ,
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Řešení:

√
2πF (u) =

∫ π/2

−π/2
cos t e−iut dt

=

∫ π/2

−π/2

eit + e−it

2
e−iut dt

=
1

2

∫ π/2

−π/2

(
e−i(u−1)t + e−i(u+1)t

)
dt

=
1

2

[
e−i(u−1)t

−i(u− 1)
+

e−i(u+1)t

−i(u+ 1)

]π/2
−π/2

=
sin((u− 1)π/2)

u− 1
+

sin((u+ 1)π/2)

u+ 1

=
−2 cos(πu/2)

u2 − 1
.

Pro u = 1 máme

√
2πF (1) =

∫ π/2

−π/2
cos t e−it dt =

∫ π/2

−π/2

eit + e−it

2
e−it dt

=
1

2

∫ π/2

−π/2

(
e−it + e−2it

)
dt

=
1

2

[
e−it

−i
+

e−2it

−2i

]π/2
−π/2

=
1

2

(
e−iπ/2 − eiπ/2

−i
+

e−iπ − eiπ

−2i

)

=
1

2

(
−i− i

−i
+ 0

)
= 1.

Pro u = −1 máme

√
2πF (−1) =

∫ π/2

−π/2
cos t eit dt =

∫ π/2

−π/2

eit + e−it

2
eit dt

=
1

2

∫ π/2

−π/2

(
e2it + 1

)
dt

=
1

2

[
e2it

2i
+ t

]π/2
−π/2

=
1

2

(
eiπ − e−iπ

2i
+ π/2− (−π/2)

)
=

1

2
(0 + π)

=
π

2
.
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(j)
f(t) = e−t2

Řešení:

√
2πF (u) =

∫ ∞

−∞
e−t2e−iut dt

=

∫ ∞

−∞
e−t2−iut dt

=

∫ ∞

−∞
e−(t+iu/2)2e−u2/4 dt

= e−u2/4

∫ ∞

−∞
e−(t+iu/2)2 dt

= e−u2/4

∫ ∞

−∞
e−s2 ds (s = t+ iu/2)

=
√
π e−u2/4.

2. Nechť F [f(t)] = F (u) s definicí

F [f(t)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iut dt.

Dokažte následující vlastnosti:

(a) F [f(at)] =
1

a
F
(u
a

)
, a > 0

Řešení:

F [f(at)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(at)e−iut dt

(substituce s = at, ds = a dt)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)e−i(u/a)s 1

a
ds

=
1

a

1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)e−i(u/a)s ds

=
1

a
F
(u
a

)
.

(b) F [f(−t)] = F (−u)

Řešení:

F [f(−t)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(−t)e−iut dt

(substituce s = −t, ds = −dt)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)eius ds

= F (−u).
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(c) Pokud f(t) je sudá (f(−t) = f(t)), pak pomocí substituce s = −t

F (u) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iutdt =

1√
2π

∫ −∞

∞
−f(−s)eiusds

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)eiusds = F (−u),

tedy F (u) je sudá.
Pokud f(t) je lichá (f(−t) = −f(t)), pak analogicky

F (u) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iutdt =

1√
2π

∫ −∞

∞
−f(−s)eiusds

= − 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)eiusds = −F (−u),

tedy F (u) je lichá.
(d) F [f(t− a)] = e−iauF (u)

Řešení:

F [f(t− a)] =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t− a)e−iut dt

(substituce s = t− a, ds = dt)

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)e−iu(s+a) ds

= e−iua 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(s)e−ius ds

= e−iuaF (u).
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