10. cviceni — Norma zobrazeni
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

1. Spoctéte normu funkcionélu ¢ na prostoru X a zjistéte, zda ¢ své normy nabyva.

() X = 0%, p{rn}iey) = S50, 2 "
Reseni: Uvazujme {z,} € A* takové, zZe [[{zn}]cc < 1. Tedy |z,| < 1 pro kazdé
n € N. Pak

le({za})| =

o0 o0 o0 o0
D2 <Y 27w =) 27w, <) 27 1 =1
n=1 n=1 n=1 n=1

Pouzili jsme odhad pro absolutni konvergenci fady, vétu o konvergenci a usporadéani
a soucet geometrické rady.

Tedy [l¢] < 1.
Zaroven pro {a,} = (1,1,1,...) € A\*>° plati

00
>
n=1

le({zn})| = =1,

tedy lof| = 1.
Dohromady
lell =1

a normy se nabyva.

0 1
(b) X = L>([0,1]), ¢(f) = fy (¢t = 3).f (1) dt;
Reseni: Uvazujme f € L>=([0,1]) takové, Ze || f|loc < 1. Potom plati

IRGHECTE A
Tedy [l < ;-

Zvolme f(t) = sign (t — 3), kterd je v L°°([0,1]) s normou 1. Pak

- (- Dam(- Y[ G [ (-

Norma je tedy rovna i a nabyva se ji.

(©) X =1 p({m}e)) = oo, o
Regeni: Uvazujme {z,,} € ¢! takové, 7ze ||[{x,}]1 < 1. Tedy Y00, |z,| < 1. Pak

0o 0o
n=1 n=1

1 1
t——|dt=".
!

()] = ;

i~ |iroias [

lo({an})| =
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Zarovei pro {e1} = (1,0,0,...) € £} plati [le1]1 =1 a

pfer)) = et =1,
n=1

tedy ol > 1.
Dohromady ||¢|| = 1 a normy se nabyva.

(@) X = C(0.1)), o(f) = F0):
Reseni: Uvazujme f € C([0,1]) takove, Ze ||f|lcc < 1. Tedy |f(t)] < 1 pro kazdé

t € [0,1]. Pak
(N =1£0)] < 1.
Tedy [l < 1.
Zaroven pro f(t) =1 € C([0,1]) plati || f]lcoc =1 a
e(f) = f(0) =1,
tedy [l > 1.
Dohromady ||¢|| = 1 a normy se nabyva.

(e) X =C([0,1]), ¢(f) = £(0) = F(1);
Reseni: Uvazujme f € C([0,1]) takove, Ze ||f|lec < 1. Tedy |f(t)] < 1 pro kazdé
t € [0,1]. Pak
() = 1£(0) = FI < [FO) + [f(D)] < 2.
Tedy [l¢] < 2.
Zaroven pro funkci
ft)y=1-2t
plati || fllec =1 a
p(f) =F0)—f1) =1-(-1) =2,
tedy [l > 2.
Dohromady tedy plati ||¢|| = 2 a norma se nabyva.
() X =0(0.1)). o(f) = fy 1)
Reseni: Uvazujme f € C([0,1]) takové, Ze ||f|loo < 1. Tedy |f(t)| < 1 pro kazdé

t €[0,1]. Pak
1 1 1 1
ot = | [ roa| < [Caswlas [Cea-
0 0 0
Tedy ||| < 3.
Zaroven pro funkci f = 1 plati
1
o) = [ t=
0 2
Dohromady
lell = 5

a normy se nabyva.
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(8) X = L(0,1]), ¢(f) = Jy? f()dt.
Reseni: Uvazujme f € L'([0,1]) takoveé, ze || f[1 < 1. Tedy [, |f(t)|dt < 1. Pak

1/2

1/2 1
o(f)] = twmtgé wmws[ﬂﬂmagL

0

Tedy [lo] < 1.
Zéroveii pro f(t) = 2xj01/2(t) € L*([0,1]) plati || f]ls = fy/*2dt = 1 a

1/2
o) :/0 Ldt=1.

Dohromady ||¢|| = 1 a normy se nabyva.

(h) X =2 p({an}ity) = 200 (1= 3)wan;
Reseni: Uvazujme {z,} € ¢! takove, 7ze ||[{x,}][1 < 1. Tedy > 00 |xn| < 1. Pak

0o 1 oo 1 e e
(I I (EF) ERIED SEE MRS
n=1 n=1 n=1 n=1

Pouzili jsme vétu o uspofadani.

le({za )l =

Tedy ¢ < 1.
Zaroven pro kazdé N € N zvolme {x,} kde zony = 1 a ostatni ¢leny nulové. Pak
[z[i=1a
1
o({zn}) = (1 — N) — 1 pro N — o0,
tedy [[¢]l — 1.

Normy se nenabyva: Ptedpokladejme pro spor, ze existuje {x,} € €%, |lz|1 < 1's
|p(z)| = 1. Pak ale

(o] 1 o0 o0
> (1= 1) bl < kel €3l =1,
n=1 n=1 n=1

COZ je spor.
Dohromady ||¢|| = 1 a normy se nenabyva.

() X =C(0. 1)), o(f) = fy (t = DS () dt;
Reseni: Uvazujme f € C([0,1]) takové, Ze ||f|loo < 1. Tedy |f(t)| < 1 pro kazdé

t €[0,1). Pak
[-roals ]

Vypocitame integral:

1 1/2 1 9-1/2 9 1
/ t—l‘dt:/ <1—t> dt+/ (t—1> dt:{lt—t] +[t—1t]
0 2 0 2 1/2 2 27 2], 2 2],

()l =

1 1
o y|lrna< [

1
t— | dt.
!
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| /
0 5 1
T — -
05

b | —

Tedy [l < §-
Déle uvazujme (spojité) funkce

-1 prot e [0,1/2 —1/n],
fu(t) = n(t—%) prote[1/2—-1/n,1/2+ 1/n],
1 prot e [1/2+1/n,1].

Hejblatko v geogebie je tu: https://www.geogebra.org/calculator/q52egbdj.
Pak f, — sgn(t — ) (bodové).

Vypocet ¢(f):

1
o= [ (1=3) 0@ =n+n+n,

kde
1/2—1/n 1/2—1/n 1 1 1
:/ (~1)dt = S —t)dt==— ,
0 0 2 8 2 2n2
1/2+1/n 1 1/n 9
:/ < >n<t—>dt:n/ w?du = —,
1/2—1/n 2 —1/n 3n
1 1 1
= t—= ) (Ddt == — — + —.
/1/2+1/n ( ) @ 8 20 2
Celkem: ) . 5 .
Tedy [l¢fl = 3

Zaroveni se normy nenabyva - aby se tak stalo, musela by f = sgn(t — %), coz ale
neni spojita funkce.
Tedy ||¢|| = § a normy se nenabyva.
2. V prikladech niZe dokazte, ze T : X — Y je omezené linearni zobrazeni, spoctéte jeho
normu a rozhodnéte, zda T' své normy nabyva. Dale odpovézte na nésledujici otézky:
e Je zobrazeni T prosté? Pokud ne, urcete jeho jadro.

e Je zobrazeni T na?
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(a) X=Y= 62, T({l’n}%o:l) = (1'2, T3, T4y .. - );
Reseni:
Zobrazeni T : 02 — 2, T({x,}°2,) = (w2, 23,74, ...).

e T je linearni zobrazeni: Pro a € C, {z,}, {y,} € £*> mame
T({zn} +{ynHn = zns1 + yns1 = T{zn})n + T{yn}n,

T(a{zn})n = axnt1 = aT({zn})n.
JIHQ < 1. Pak

[eS) )
IT2|5 =) fenl> <= fa* <1
n=2 n=1

e Norma 7: Necht

tedy ||T|| < 1.
Rovnost ||T|| = 1 plyne z volby z = es = (0,1,0,0,...) € £, protoze ||ez|2 = 1
a Tz = (1,0,0,...) = e, tedy || Tz|l2 = 1. Tedy ||T|| = 1 a T své normy
nabyva.
e T neni prosté: Jadro kerT = {x € 2 | my =23 =24 = - = 0 tj. © =
(21,0,0,...)}. Napf. e; = (1,0,0,...) € ker T, protoze T'(e1) = (0,0,0,...).
e T je na: Pro libovolné y = {y,} € £ definujeme = = (0,91,%2,¥3,...) € £2.

Pak Tx = (yl,?/nyva .. ) =Y, pI'OtOZG ||$H% = Z’ZO:I |yn 2 = ||y”% < 0.

Tedy T je na.
(b) X =Y = C(0,1]), TH(t) = £(1— 1)
e T je linearni zobrazeni: Pro a € C, f,g € C([0,1]) mame

T(f+9)t)=(+9A—-t)=f(A-t)+g(l—1t)=Tf()+Ty(?),

T(af)(t) = af (L - t) = aTf(t).

e Norma T Necht || f]|o < 1. Pak

Tf(@)] = sup [f(1—1)] = sup [f(t)|=|fllec <1,
te[0,1] te[0,1]

tedy [T fle < 1a 7] < 1
Rovnost || T|| = 1 plyne z volby f =1 € C([0,1]), protoze ||fllco =1a Tf =1,
tedy || Tf|loc = 1. Tedy ||T'|| =1 a T své normy nabyva.

e T je prosté: Jadro kerT = {f € C([0,1]) | f(1 —¢t) = 0 ¥Vt € [0,1]}. To
znamena f(s) =0 Vs € [0,1], tedy ker T" = {0}.

e T jena: Prolibovolné g € C([0, 1]) definujeme f(t) = g(1—t). Pak f € C(]0,1])
(spojitost se zachovava) a Tf(t) = f(1 —t) = g(1 — (1 —t)) = g(¢t).

Tedy T je na.
() X =¥ = & T({)3,) = {22
Reseni:
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e T je line4rni zobrazeni, protoze pro a € C a {x,,}, {yn} € £?> mame

(o} + ) = {222 g+ 7))

n=1

T({az,}) = {£2} " = al({z}).

n n=1
e norma 1"

Necht z = {z,} € £? takové, 7e ||[{x,}]]2 < 1. Tedy /> ooy |zn|> < 1. Pak

[e.9]

T |2 =
T3 = —| < o1z = a3
n=1 n=1
Odtud ||T] < 1.
Rovnost ||T']] = 1 plyne z volby = = e; = (1,0,0,...), protoze |eifl2 = 1 a
||T61H2 =1.

Tedy ||T'|| =1 a T své normy nabyva.

e Zobrazeni T je prosté: Aby platilo, ze T'(x) = (0,0,0,...), tak by muselo platit,
7e x, = 0 pro kazdé n € N. Tedy = = (0,0,0,...), KerT = {(0,0,0,...)} a T
je tedy prosté.

e Zobrazeni T neni na: Napiiklad posloupnost y = {1/n} € ¢2, ale prisluiné
Tp=mn-y, =1¢ ¢?. Tedy T neni na.

(d) X = €1> Y =1¢£%, T({xn}%ozl) = {l‘l T+t 5Un}ff:1$
Reseni:
Zobrazeni T zobrazi posloupnost x,, na poslopunost se ¢leny {z1, 21 + z2, 21 + x2 +
3,21 + x2 + x3 + 24, ...}
e T je linearni zobrazeni: Pro a € C, {z,}, {yn} € ¢! mame

n

T({zn} + {yn})n = Z($k T y) = T{zn})n + T yn})n,

k=1

T(a{zn})n =Y _ azp = aT({zn})n.

k=1
e Norma 7" Necht

1‘”1 < 1. Pak

n

>

k=1

[(Tx)n| =

n oo
<D lal <)l = Izl < 1,
k=1 k=1

tedy [Tz < 1a |7 < 1.
Rovnost ||T|| = 1 plyne z volby = = e; = (1,0,0,...) € £}, protoze |le1]|; = 1
a (Tx), = 1 pro viechna n, tedy ||Tz|c = 1. Tedy ||T|| =1 a T své normy
nabyva.

e T je prosté: Jadro kerT = {x € ¢! | Y7_,xzx = 0 Vn € N}. To znamena
21 =0,21+20=0 = x2 =0, atd., tedy ker "= {0}.
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e T neni na: Uvazujme posloupnost y, = (—1)". Pak pfislusné z,, je tvaru
x1=—1, 29 =2, 23 =—2, x4 = 2,.... Ale takova posloupnost x ¢ ¢!, protoze
Yomqlan] =1+24+2+242+--- =o00.

Tedy T neni na.
(e) X=Y-= Lp([ov 1])7 pE [1’00}7 Tf = fX[O,1/2];
Reseni:
Zobrazeni T : LP([0,1]) — LP([0,1]), Tf = f-X|0,1/2) restringuje funkci f na interval
[0, 2] a zbytek dodefinuje 0.
e T je linearni zobrazeni: Pro a € C, f,g € LP(]0,1]) mame

T(f+9)=(f+9)Xp,1/2 = fxp,1/2 + 9Xp0,1/2 = Tf + Ty,

T(af) = an[0,1/2] =al'f.

e Norma T: Pro 1 <p < oo: Necht ||f||, < 1. Pak

1/2 1
o= [ e < [ipde= s <.

tedy |Tf[l, <1 a T[] <1.

Pro p = oo: ||Tf]lee = esssuppyyo £l < esssuppy 1f] = [floe < 1. tedy
7] < 1.

Rovnost ||T|| = 1 plyne z volby f = 21/7’)([071/2] prop < oo (|[fllp, = 1,
T4l = 1) nebo f = 1 pro p— 50 ([ flle = L, [T/l = 1). Tedy [T =1 a
T své normy nabyva.
e T neni prosté: Napfr. pro funkci f = X[L 1] méame T(f) = 0.
Jadro kerT'= {f € LP([0,1]) | f =0s. v. na [0,1/2]}.
e T neni na: Uvazujme g = x(1/21] € LP([0,1]). Pak by piislusné f muselo
spliiovat T'f = fx(o,1/2) = 0 na [0,1/2], coz nenf mozné.
Tedy T neni na.
(f) X =Y = ([0, 1)) s normou [|fllcr = || flloo + [ 'lloc, T (£) = f'(t) = £(¢) nad R.
ResSeni:
Zobrazeni T : C1([0,1]) — C([0,1]), Tf(t) = f'(t) — f(t) nad R.
e T je linearni zobrazeni: Pro a € R, f,g € C*([0,1]) mame

T(f+9)(#t) = (f+9) )= (f+9)(t) = f'(t)— f(t)+9' (1) —g(t) = Tf () +Tg(2),

T(af)(t) = (af)'(t) — af(t) = af'(t) — af(t) = aT f(t).
e Norma T: Necht ||f|lc1 = max{]|f]lco, |[/'l|cc} < 1. Pak pro kazdé t € [0,1] je

TFO=1'®) = fFOL < IO+ FOF < [ Tloo + 1flloo < 1,

tedy ||T|| < 1.
Rovnost || T|| = 1 plyne z volby f(t) =1. Pak T(1) =0—1a ||T||=0+1=1.
Tedy normy se nabyva.
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e T neni prosté:
Jadro ker T = {f € C1([0,1]) | f'(t) = f(t) Vt € [0,1]}. Tedy hledame Fegeni
diferencialn{ rovnice f' — f = 0. Ta jsou tvaru f(t) = ce'.
Tedy T neni prosté.

e T je na: Podle Peanovy véty existuje pro kazdé g € C([0,1]) fesent f' — f = g.
Tedy T je na.
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