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Teorie

Definice 1. Nechť X je lineární prostor na C. Řekneme, že X je normovaný lineární prostor,
pokud každému prvku x ∈ X je přiřazeno nezáporné reálné číslo ∥x∥, nazývané norma x,
splňující

(i) ∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥, x, y ∈ X;
(ii) ∥αx∥ = |α|∥x∥, x ∈ X, α ∈ C,
(iii) ∥x∥ = 0 ⇒ ∥x∥ = 0.

Poznámka 2. Připomeňme si, že zobrazení T : X → Y mezi lineárními prostory X, Y nad
K se nazývá lineární, pokud T (x+ y) = T (x) + T (y) a T (αx) = αT (x) pro všechna x, y ∈ X
a α ∈ K. Dále KerT = T−1({0}) a Rng T = T (X) jsou podprostory X, resp. Y . Zobrazení
T je prosté právě tehdy, když KerT = {0}.

Definice 3. Nechť X, Y jsou normované lineární prostory, T : X → Y je lineární zobrazení.
Normu zobrazení Λ definujeme vztahem

∥T∥ = sup{∥Tx∥Y : x ∈ X, ∥x∥X ≤ 1}.

Je-li ∥T∥ < ∞, řekneme, že T je omezené lineární zobrazení. Pokud navíc Y = C, nazýváme
T omezený lineární funkcionál.

Poznámka 4. Místo suprema přes jednotkovou kouli stačí uvažovat supremum přes jed-
notkovou sféru, tj. přes ta x ∈ X, pro která ∥x∥ = 1. Dále platí, že ∥T∥ je nejmenší číslo
takové, že ∥Tx∥ ≤ ∥T∥∥x∥ pro všechna x ∈ X.

Věta 5 (charakterizace lineárních zobrazení). Nechť X, Y jsou normované lineární prostory,
T : X → Y je lineární zobrazení. Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) T je omezené;
(ii) T je spojité;
(iii) T je spojité v 0.

Poznámka 6. • ℓ∞: množina všech omezených posloupností R čísel. ∥x∥∞ = supn∈N |xn|
• p ∈ [1,∞), ℓp: množina všech posloupností R čísel (xn)∞n=1 splňujících

∑∞
n=1 |xn|p < ∞.

∥x∥p := (
∑∞

n=1 |xn|p)
1
p .

• L∞(X,µ): množina takových f , pro které je ∥f∥∞ < ∞; ∥f∥∞ = ess sup |f |

• 1 < p < ∞, Lp(X,µ) množinu takových f , pro které ∥f∥p < ∞. ∥f∥p =
(∫

X |f |p dµ
) 1

p

Algoritmus

1. Ověříme, že opravdu jde o lineární zobrazení (alespoň zběžně).
2. Zvolíme (obecné) x ∈ X takové, že ∥x∥ ≤ 1. Dosadíme a odhadneme ∥T (x)∥ = M .
3. Zkusíme najít takové (konkrétní) x, ∥x∥ ≤ 1, že normy T se nabývá, tedy ∥T (x)∥ = M .
4. Pokud se nám takové x nedaří najít,

(a) najdeme (konkrétní) posloupnost xn tak, že ∥T (xn)∥ → M ;
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(b) zdůvodníme, proč se normy nemůže nabývat.

5. Najdeme všechna x ∈ X taková, že T (x) = 0. Z toho zjistíme, zda je T prosté a jaký je
KerT .

6. Zvolíme y ∈ Y . K němu zkusíme najít x ∈ X tak, že T (x) = y. Z toho určíme, zda je
T na.

Příklady

1. Spočtěte normu funkcionálu φ na prostoru X a zjistěte, zda φ své normy nabývá.

(a)P X = ℓ∞, φ({xn}∞n=1) =
∑∞

n=1 2
−nxn;

(b)` X = L∞([0, 1]), φ(f) =
∫ 1
0 (t−

1
2)f(t) dt;

(c) X = ℓ1, φ({xn}∞n=1) =
∑∞

n=1 xn;
(d) X = C([0, 1]), φ(f) = f(0);
(e)V X = C([0, 1]), φ(f) = f(0)− f(1);
(f) X = C([0, 1]), φ(f) =

∫ 1
0 tf(t) dt;

(g)R X = L1([0, 1]), φ(f) =
∫ 1

2
0 f(t) dt.

(h)9 X = ℓ1, φ({xn}∞n=1) =
∑∞

n=1(1−
1
n)x2n;

(i)Q X = C([0, 1]), φ(f) =
∫ 1
0 (t−

1
2)f(t) dt;

Hejblátko v geogebře: https://www.geogebra.org/calculator/q52egbdj.

2. V příkladech níže dokažte, že T : X → Y je omezené lineární zobrazení, spočtěte jeho
normu a rozhodněte, zda T své normy nabývá. Dále odpovězte na následující otázky:
• Je zobrazení T prosté? Pokud ne, určete jeho jádro.
• Je zobrazení T na?

(a) X = Y = ℓ2, T ({xn}∞n=1) = (x2, x3, x4, . . . );
(b) X = Y = C([0, 1]), Tf(t) = f(1− t);
(c)♡ X = Y = ℓ2, T ({xn}∞n=1) = {xn

n }∞n=1;

(d)N X = ℓ1, Y = ℓ∞, T ({xn}∞n=1) = {x1 + · · ·+ xn}∞n=1;

(e)^ X = Y = Lp([0, 1]), p ∈ [1,∞], Tf = fχ[0,1/2];

(f)W X = Y = C1([0, 1]) s normou ∥f∥C1 = ∥f∥∞+∥f ′∥∞, Tf(t) = f ′(t)−f(t) nad R.

(1a)x=(1,1,1,...)
(1b)f=sgn(t−

1
2)

(1e)f=1−2t
(1g)f=2χ[0,1

2](t)

(1h)normysenenabývá;zvoltexntak,žex2N=1,
jinak0.Pak|φ(xn)|→1.Ale̸∃xtak,že|φ(x)|=1.
(1i)porovnejtespříkladem(1b);normysenenabývá;
zvoltefntak,žefn→sgn(t−

1
2).|φ(xn)|→1.Ale

̸∃xtak,že|φ(x)|=1.
(2c)nenína:y=

1
n

(2d)nenína:y=(−1)n

(2e)nenína:g=χ[1
2,1]

(2f)hledámeřešenídiferenciálírovnicef′−f=0a
f′−f=g
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