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Teorie

Definice 1. Necht X je linearni prostor na C. Rekneme, ze X je mormovany linedrni prostor,
pokud kazdému prvku x € X je pfifazeno nezaporné reélné &islo ||z||, nazyvané norma x,
splhujict

(1) llz+yll < [lzfl + [yl z,y € X;

(ii) [loz]] = [al[z]], 2 € X, a € C,

(iii) [|z]| = 0 = |[=]| = 0.

Poznamka 2. Pripomenme si, Ze zobrazeni T : X — Y mezi linearnimi prostory X, Y nad
K se nazyva linedrni, pokud T'(z +y) = T'(z) + T'(y) a T'(ax) = oT'(x) pro viechna x,y € X
aa€ K. Dile KerT = T~1({0}) a RngT = T(X) jsou podprostory X, resp. Y. Zobrazeni
T je prosté pravé tehdy, kdyz Ker T = {0}.

Definice 3. Necht X, Y jsou normované linearn{ prostory, T': X — Y je linedrni zobrazeni.
Normu zobrazeni A definujeme vztahem

1T = sup{|[Tz[ly : =€ X,[lzllx <1}.

Je-li | T|| < oo, Fekneme, Ze T je omezené linedrni zobrazeni. Pokud navic Y = C, nazyvame
T omezeny linedrni funkciondl.

Poznamka 4. Misto suprema pfes jednotkovou kouli sta¢i uvazovat supremum pies jed-
notkovou sféru, tj. pres ta x € X, pro ktera ||z|| = 1. Dale plati, ze || T|| je nejmensi ¢islo
takové, ze || Tx| < ||T|||z| pro vSechna z € X.

Véta 5 (charakterizace linearnich zobrazeni). Necht X, Y jsou normované linearni prostory,
T : X — Y jelinearni zobrazeni. Pak nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) T je omezené;

(ii) T je spojité;

(iii) T je spojité v 0.
Poznamka 6. e (°°: mnozina v8ech omezenych posloupnosti R ¢isel. ||z|/c = sup,en |Zn]

e p € [1,00), #P: mnozina vSech posloupnosti R ¢isel (x,,)72 ; spliwjicich > 07 | |z, P < oo.

1
[2lp == (onzy [zal?)7 -

e L°°(X,p): mnozina takovych f, pro které je || floo < 00; || f]loo = €ss sup | f]

=

e 1< p< oo, LP(X, p) mnozinu takovych f, pro které || f[l, < co. || fllp = ([ [P du)

Algoritmus

1. Ovéfime, ze opravdu jde o linearni zobrazeni (alespon zbézné).

2. Zvolime (obecné) x € X takové, ze ||z|| < 1. Dosadime a odhadneme ||T(z)| = M.

3. Zkusime najit takové (konkrétni) z, ||z|| < 1, Ze normy T se nabyva, tedy ||T(z)| = M.
4

. Pokud se nam takové x nedari najit,

(a) najdeme (konkrétni) posloupnost x,, tak, ze ||T(x,)| — M;
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(b) zdavodnime, pro¢ se normy nemize nabyvat.
5. Najdeme v8echna x € X takova, ze T'(x) = 0. Z toho zjistime, zda je T prosté a jaky je
KerT.

6. Zvolime y € Y. K nému zkusime najit x € X tak, ze T'(z) = y. Z toho uréime, zda je
T na.

Priklady
1. Spoctéte normu funkcionélu ¢ na prostoru X a zjistéte, zda ¢ své normy nabyva.

<>*?.X'=:ﬂ”,¢x{xn}“> >—-§:$312—"xn;
(b)3k X = L°°([0,1]) = [}t — Y f()dt;
(c) X=1¢, ({x”}n 1) > net Tns
(d) X =0C([0,1]), o(f) = f(0);

(B X = (0,1 ]) ( )=f(0)—f(1);
(f) X = C([ fo tf

g)® X Ll([o 1]) fo

)

)

(
(h WX = o, ({‘T”}n 1) = e 1(1 - l)552n§
()M X = ([0, 1)), = [t —Yf()dt
Hejblatko v geogebre https: //www geogebra.org/calculator/q52eghdj.

2. V prikladech nize dokazte, ze T : X — Y je omezené linedrni zobrazeni, spo¢téte jeho
normu a rozhodnéte, zda T' své normy nabyva. Dale odpovézte na nésledujici otazky:
e Je zobrazeni T prosté? Pokud ne, uréete jeho jadro.
e Je zobrazeni T na?

(a) X =Y =02 T({z,}>2,) = (2,23, 74,...);

(b) X =Y =C([0,1)), Tf(t) = f(1 - t);

OV X =V =, T({zn}3,) = {2 }5;

() X =01 Y =02, T({wa}32,) = {21+ + 20 }2203

()% X =Y = L([0,1]), p € [1,00], Tf = fxpo./;

(f)® X =¥ = C([0,1]) s normou || f[lcr = || flloo + [ llocs TF() = f(£) = f(t) nad R.

oy T « |(%x)d| (— — 2)u8s < Y[ oz ‘ye) U 990z

‘eafqeusu os Auriou ‘(q{) wopepid s oyfousorod (17)

G=f—4 1=1(2)% oz Ser a5/ oy T + |(“x)d| 3yeq -0 yeurl

e ) = [ — ,f ooruAOI J[RIOULISJIP JUuagel swepaly (Jg) ‘T = NOx oz ‘Yey ¥z 9)Joaz ‘eafqeusu os Aurou (YT)

[T‘%]X = b :eu juau (9g) (l)[%LO]XZ = f (81)
w(1—) = fi eu usu (pg) 1w—1=/ (o1)
% = fi reu [uau (o7) (% —9)uss =/ (qr)

T = |(%)d] oz ey z¢/ (1) =@ (er)
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