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Piiklady

1. Rozvinte funkci do Fourierovy fady. Rozhodnéte, zda fada konverguje stejnomérné (lok.
stejnomérné) na nejvétdich moznych podintervalech [0, 27] (pfip. R) a urcete jeji soucet.
Urcete pak soucet zadanych ¢iselnych rad.

> (_1)n+1

(a) f(z) =sgnz, x € (—m, 7], Z on_1

e Funkce je po ¢astech monoténni.
e Funkce f je lich4, tedy a, = 0 pro vSechna n € Ny. Pro b, mame
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e Fourierova rada je pak tvaru
4 S sin((2n — 1)z)
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Z vét pak plyne, Ze na [—m, 7] je
)+ T o)

2
e 7 vySe uvedeného dostavame, ze
T d=sin((2n—1)%) 4N (-1
=)=y 5ot
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n=1 n=1
Odtud
i n+1
— 2n —1
(b) f(x) =cos®x, x € (—m, 7]
Reseni:
e Mame f € C}(R).
e Dale ze vzorcii cos?z = 2L 5 2cosacosb = (cos(a — b) + cos(a + b) lze
odvodit
1 1
cosb z = §(1 + cos2z)3 = 3 (1 + 3 cos 2z + 3 cos? 2z + cos® 21‘)
1 1 1
=3 <1 + 3 cos2x + 32(1 + cos4x) + cos 2z - 5(1 + cos4a:)>
1/5 7 3 1
=3 (2 + 5 cos 2x + 5 cosdx + i(COS 2x cos 4w)>
1/5 7 3 1.1 1
== (2 + % cos2x + = cos4 2 + =
3 <2 + 5 cos2z + 5 cosdz + 2(2COS x + 2COS6:L’)>
) 15 3 1
=16 + 3—20052$+ Ecos4x+ 3—200869:
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e Protoze funkce sama je trigonometrickym polynomem, tak Fourierova fada s
funkei splyva (plyne napf. z Faktu ze cviceni). Tedy

5 15 3 1
-2 4 2 =
s 16+32(:os2:1:+16cos4x+32cos6:c

7 Diniho véty navic plyne

5 15 3 1
f= E+3—20082x—|—ﬁcos4x+3*20086$

ResSeni:
e Funkce je po ¢astech monoténni.

e Pro a, mame

a z per partes

1 1 . 4 1 .
zcosnrder = — | |—zsinnx| — —sinnx dz
0 ™ n 0 0 n
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1 1 T 1

— ([ xrsinnx + cosn:r:} > = ——((=1D)"-1)
™ n? 0 n?m

1 /M . 1 1 T ™1
b, = — zsinnrdr = — [ |——xcosnx| + —cosnxdzx
T 0 T n 0 0 n

1 1 1 T 1
=— <[—xcosna?+ smnx] ) =——(=1)"

n n? 0 n
e Fourierova rada je pak tvaru

=1

=1 + Z n27r — 1) cos(nz) — %(—Un sin(nx)
n=1

:q

e 7 v&t pak plyne, Ze na [—m, 7] je

e Funkce je po ¢astech monoténni.
e Funkce f je suda, tedy b, = 0 pro vSechna n € N. Pro a,, méme
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2 ™
an = / (2 — 2?) cos(nz) dz
0

T
. T 2 2 . i 2 T 2 .
o [sm(nm)] 2 [m sm(nx)] +/ zsinnz
n g T n o ™Jo n
4 (™ 4 [—xcosn:cyr 4 (™1
= — rzsinnrdr = — | ———| + — — cosnxdx
nm Jo nm n 0 nmw jJo n
=4 mcosnm  4(-1)"*!
Conmw n N n2
e Fourierova fada je pak tvaru
) o —1)nt1
sf = §7T2 + 42 (n)zcosnx
n=1
e Protoze f je spojitd na R, tak z vét pak plyne, Ze na R je
sf = f(x).
e 7 vySe uvedeného dostavame, ze
2 e (_1)n+1 2 e (_1)n+1
2 _ _ 4 2 _ 4 9
n=1 n=1
Odtud
i (_1)n+1 B 7.{.2
— =
= n 12
Analogicky
0= f(r) = 2x2 + 4§: !
= T) = —7 J—
3 n?
n=1
Odtud
S =
=n 6
o (-1)"
Ff(r) =" ze(— -
@ Ffo) =z omal 3
ReSeni
e Funkce je po ¢astech monoténni.
e Pro a,, mame
1 ™ T _ T
4=t / dr—
T ) T
Dale ozna¢me I, = ffﬂ e cosnx, n € N a z per partes
™
I, = [e” cos(nz)]|™ . + n/ e’ sinnx dz
—T
= cos(nm)(e™ —e ) +n ([ex sinnz]™  — n/ e” cosnx da:)
—Tr

= cos(nm)(e™ — e ™) — n?I,.
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Odtud

e — e~
I, = (-1)"—"—
n=(=1) 1+ n?

a tedy
e — e T
:—lni
e )

Analogicky (Ize odvodit i z vypocti vyse) vyjde
T T
b, = (—1)**! e -

e Fourierova fada je pak tvaru

;e —e 7r+§:( 1)ne7r_e—7r (nz) + ( 1)n+1 e —e T in(n)
sh = - cos(nx - sin(nx
27 — (1 4+ n?) (1 4+ n?)
e 7 vé&t pak plyne, Ze na [—m, 7] je
D)+ )
2
e 7 vySe uvedeného dostaviame
-7 — er—e " e"—e "
1=f0)=""C2— 1) cos(n0)+(—1)" T sin(n0
f(0) 5 —i—nz:l( ) ) cos(n0)+(—1) nw(1+n2) sin(n0)
Odtud
o0 —
Z(—l)"_(l_e“—e”) T B T 1
14+n2 27 e —e ™ eT—e T 2
n=1
)" Hsinn

(f) Kf(z) = sin(3z) + 4z, x € (-, 7], Z (=)™ sinn
n=1

n
Reseni:

e Funkce 4z je monoténni a funkce sin(3z) je po ¢astech monoténni na intervalu

[—m, 7).

e Funkce je licha, tedy a,, = 0 pro n € Ny.

Pro b, mame:
2 [T 1 =3
- / sin(3z) sin(nz)dz = { e
T Jo 0, n#3.

Dale

e Fourierova rada je pak tvaru

oo
_1)n+1
f =sin3 Eji( innz.
S sin $+n:1 " sin nx

2 (7 8 8 [T
/ 4xsin3xdx:{—cosnxr—{—/ cosn:vdx:
™ Jo e n 0 m™Jo n

8
—_1)tiz
(-1
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e 7 v&t pak plyne, Ze na [—m, 7] je

s/ =

e 7 vySe uvedeného dostavime

Ja+) + =)

2

sin3d+4=f —81113—{—2 sinn.
Odtud
(e.]
Z 1 Sinn sinn _ 1
n=1 2
1, € (0,m)
(8) flx)=40,  z€(m2m)
%, z=0,m 27
Resent:
e Funkce je po ¢astech monoténni.
e Pro a, mame
1 ™
ag = / lde =1
™ Jo
Dale
1 (7 1[1 T
ap = / cosnrdr = — [ sinnm] =0
™ Jo T |n 0
‘ e 1 N
b, = / sinnxdr = — [—cosnx] = —
T Jo T n 0 nm
e Fourierova rada je pak tvaru
- )"
5 + Z sm nx
n=1
e 7 v&t pak plyne, Ze na [—m, 7] je
T+ o)

(h) Bf(z) =2? 2 €[0,27),
Reseni:

e Funkce je po ¢astech monoténni.

27
/ 2% dx
0

e Pro a,, méme

ag = —
T

2

[;
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1 27
ap, = / 22 cos(nz) dx
™ Jo
1 [22sin(nz)1®™ 1 (2" 2zsinnz
_ 1 [”] 1 / Zesinne
T n 0 m™Jo n
-2 [T 2 rxcosnxi2r -2 [?7
= — xsmnmdx:—[i} —
nm 0 nim n 0 nm 0
47 2 . 2
= W E [Sln nm]oﬂ
o
= —
Analogicky pro
47
b, = ——.
n

e Fourierova fada je pak tvaru

st

e 7 v&t pak plyne, Ze na [—

2. K jaké funkci konverguje nasleduji

4
3

oo
9 1 T .
—T +4E —5 cosnx — —sinnz.
N n
e

T, 7 je

fla+) + fla=)

f =
y 2

ci funkce? Zakreslete.

—cosnrdx
n

Figure 1: http://math.feld.cvut.cz/mt/txte/3/txc3eadf.htm
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