8. cviceni — Normované prostory
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Piiklady

1. Je nasledujici zobrazeni norma na L*([0,1]) (chapeme-li L*(]0,1]) jako prostor t¥id ek-

vivalence vzhledem k rovnosti s.v.)?

1
(@) I = Jo LF@®)]dt;
Reseni:
Pro ovéfeni, Ze || - || je norma, musime ukézat splnéni nasledujicich vlastnosti:

i.
1fl>0 a [f|=0 < f=0 témsF viude.

Protoze integral nezaporné funkce je vzdy nezaporny, plati ||f|] > 0. Pokud
IIf]] = 0, pak je |f(t)| = 0 skor vSude, a tedy f = 0 skoro vSude.

ii. Pro a € R plati
1 1
laf] = / laf (®)]dt = |a] /0 F@)dt = [ol|If]]
iii. Pro f,g € L'([0,1])

1 1 1
||f+gu=/0 If(t)+g(t)\dt§/0 If(t)!dt+/0 9(0)] dt = 171 + [l

1
(b) (1l = Jo |f (&)l dt;
Reseni: Neni. Pro funkci f(z) = X[}, mame Il Il # 0, prestoze f # 0).

1
© Il = (Jo 1F @)
Reseni: Neni. Pro funkci f(z) = ﬁ plati, ze f € L1((0,1)), ale

HE (/Olfwda:f :/01;:00

2. Je nasledujici zobrazeni norma na prostoru X = {p: p je polynom na [0,1]}?

(@) llpll = sup{lp(t)| : ¢ € [0,1]};
Reseni: Ano.
e Norma je vzdy nezaporna, protoze hodnoty absolutni hodnoty jsou nezaporné:

Ipll = sup [p(t)] > 0.
t€[0,1]

Dale plati, ze ||p|| = 0 pravé tehdy, kdyz pro v8echna ¢ € [0, 1] je p(t) = 0.
Polynom nulovy na celém intervalu musi byt nulovym polynomem (vSechny

koeficienty jsou nulové), takze

Ipll =0 <= p=0.
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e ProaeRape X plati

lopll = sup |ap(t)] = [a| sup [p(t)] = |allp]-
te[0,1] t€[0,1]

e Pro p,q € X plati

lp+qll = sup [p(t) +q(t)| < sup |p(t)|+ sup [q(t)| = |lpll + llql],
t€[0,1] te[0,1] t€[0,1]

kde nerovnost vyplyva z trojuhelnikové nerovnosti a vlastnosti suprema.
1
(b) llpll = Jy p(t) dt;
ResSeni: Ne.
Napftiklad polynom p(t) =t — % neni nulovy, ale

1 1
= t——=|dt=o.
2]l /0 < 2) 0

(c) lpll = [p(0)].
ReSeni: Ne.
Existuji nenulové polynomy, které ve 0 nabyvaji nulové hodnoty, napiiklad p(t) = t,
pro ktery ||p|| = |p(0)| = 0, ale p # 0 jako prvek prostoru.

3. Rozhodnéte, pro ktera p € [1, 00] nasledujici posloupnosti konverguji v ¢P.

(a) {1,1,...,1,0,...,0,...}, (n-krat);
Regeni: Jedinym kandidatem na limitu je posloupnost samych jednic¢ek. Oznaéme
ji z. Pak
Pro p € [1,00) pak mame

0o 0o
lzn =zl =D fay — 2P = > |01 = oo,
k=1 k=n+1

tedy posloupnost mf; nekonverguje.
Pro p = co méame
|Zn — 2]|oo = sup |z — 2¥| = 1,
k

tedy posloupnost z* nekonverguje.
Zavér: posloupnost nekonverguje pro zadné p € [1, o).
(b) %,%,...,%,0,...,0,...}, (n-krat);
Reseni: Jedinym kandidatem na limitu je posloupnost samych nul. Ozna¢me ji x.
Pak

Pro p € [1,00) pak mame

o0 n
1\? n 1
k k __
o Hg ;’J” zt|? Z<n> nP  np-l

k=1
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Pro p € (1, 00) plati

. 1
lim
n—oo pP—1

=0,

tedy posloupnost z¥ konverguje.
Pro p =1 je lim;, ;o ;» = 1, tedy posloupnost xﬁ nekonverguje.
Pro p = co méame

2 = oo = sup ok - o*|
a lim,, oo % = 0, tedy posloupnost :r’ﬁb konverguje.
Zaveér: posloupnost konverguje pro p € (1, 00].

(c) {1,2,3,...,n,0,...,0,...};

Reseni: Jedinym kandidatem na limitu je posloupnost z¥ = k. Pak
Pro p € [1,00) pak mame

o0 o
ln =l = Jap —a*P = Y [k’ = oo,
k=1 k=n+1

tedy posloupnost fo nekonverguje.
Pro p = co mame
[2n — Zloo = Sup |y, — 2¥| = o0,
tedy posloupnost z¥ nekonverguje.
Zavér: posloupnost nekonverguje pro zadné p € [1, o).

(d) {ﬁ,ﬁ,...,ﬁ,O,...,O,...}, (n-krat).

Regeni: Jedinym kandidatem na limitu je posloupnost samych nul. Ozna¢me ji x.
Pak
Pro p € [1,00) pak mame

>~ % & 1P 1
Hxn—ng:;!xn—xlf":Z(\/ﬁ) = /-1

k=1

Pro p € (2, 00) plati
. 1
A 1 =

tedy posloupnost z¥ konverguje.
Pro p =2 je lim, % = 1, tedy posloupnost ¥ nekonverguje.

Pro p € [1,2) je limy, 00 # = 00, tedy posloupnost ¥ nekonverguje.
Pro p = co mame

|70 = #lloc = sup ja, — 2|

Bl

a limy_, o0 ﬁ = 0, tedy posloupnost ¥ konverguje.

Zavér: posloupnost konverguje pro p € (2, 0o].

4. Prostory [P:
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(a) Necht 1 < p < oo. Najdéte viechna o € R, pro ktera posloupnost a,, = n%*, n € N,
patii do prostoru £P.

Reseni: Prostor (P je tvofen posloupnostmi z = (z,,) takovymi, Ze

00 1/p
[ z]]p == (Z ]mn|p> < oo prol <p< oo,
n=1

nebo
|z||oo = sup |z,| < o0 pro p = oc.
n

Uvazujeme posloupnost a, = n®, kde a € R.
Pro 1 < p < co: Podminka, Ze a = (a,) € P znamené konvergenci fady

o0 o0
3= S
n=1 n=1

Pro konvergenci musi platit

ap < —1,
tedy
1
o< ——.
p

Pro p = co: Podminka, Ze posloupnost je limitné omezena, je
sup |[n%| < oo,
n
coz plati prave, kdyz a < 0.
(b) Dokaizte, 7e ¢! C £2.

Reseni:
Necht z = {z,} € 1, tedy

o
Z || < 0.
n=1

ProtoZe jde o konvergentni posloupnost, tak od jistého ng plati, Ze |z,| < 1. Pak
ale |z,]? < |2p|.
Tedy ze srovnéavaciho kritéria konvergence rad plati, Ze

oo
Z |20 |? < o0.
n=1
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5. Spoctéte || f|loo, kde

4y
35 ®
30
25

20

Reseni:
Z obrazku || f|ls = 29. (Ignorujeme izolované body, protoze maji miru 0.)
6. Spoctéte || f|loo, kde
0, zeR\]J0,2],
flx) =11, z€[0,1)U(1,2],
2, x=z=1.

Reseni: Nadrtneme funkci a zjistime, 7e || f]loo = 1.

7. Uréete || f||oo pro Dirichletovu funkci.
Reseni: ||f|lcc = 0. (Funkce nabyvé jinych hodnot pouze na Q, coZ je mnozina miry
0.)
8. Najdéte funkci f na R, ktera je esencidlné omezené, ale neni omezena.
Reseni: Napf. f =z - D(z), kde D(z) zna&i Dirichletovu funkei.
9. Prostory LP:
(a) Necht 1 < p < co. Najdéte vSechna v € R, pro kterd funkce f(x) =27, z € (0,1),
patii do prostoru LP(0,1).
Reseni:
Necht 1 < p < c0. Pak
Funkce f nalezi do LP(0, 1), pokud plati

1 1
112 = / 2P d = / 2P da < 0o,
0 0
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Integral konverguje pravé tehdy, kdyz

P > _17

tedy pravé pro vy > —1/p.
Necht p = co. Pak f nalezi do L>°(0, 1) pravé tehdy, kdyZ je (esencialné) omezena,
tj.

[ flloo = esssup,e o1y 27| < o0.

Funkce 27 je omezena na (0, 1) pravé tehdy, kdyz v > 0, protoze

Shrnuti:

feLP0,1),1 <p<oo, pokud~y> —%,
fe L>0,1), pokud v > 0.

(b) Necht 1 < p < q < oo. Dokaite, ze L°°(0,1) C L4(0,1) C L?(0,1) € L(0,1).
Reseni:
Necht 1 < p < ¢ < 0.
1. Inkluze L*°(0,1) € L9(0,1)
Necht f € L>(0,1), tedy existuje M > 0 tak, ze |f(x)| < M téméf vSude na (0, 1).
Potom

1 1
‘ng:/ ’f($)|qu§/ M?dx = M? < oo,
0 0

tudiz f € L9(0,1).

2. Inkluze L7(0,1) C LP(0,1)

Necht f e L9(0,1), tj. | fllq < oo. Jelikoz (0,1) mé kone¢nou miru 1, pomoci
Holderovy nerovnosti mame

i = ([ 176par) " ([ 1) W <1

protoze p < q implikuje 1% - é > 0.

Tedy | f], < oo a f € LP(0,1).
3. Inkluze LP(0,1) C L'(0,1)
Podobné, protoze p > 1,

i = [ < ([ 1sepa) W <1

opét s vyuzitim Hoélderovy nerovnosti.
(c) Najdate f € LY(0,1)\ L?(0,1).

Regeni:

Necht
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Ovéteni, 7e f € LY(0,1):

1 1 1 171
/ ]f(x)]dx—/ x”2dx = [23:5} =2 < o0.
0 0 0

Ovétent, ze f ¢ L*(0,1):

1 1 1
/0 |f(2)Pda = /0 de = [log ]} = ..

(d) Najdéte f € L3(R) \ L4(R).
Regeni: Uvazujme funkci

~Jax, 2 e(0,1),
f) = {O, jinak.

kde o > 0 dopocteme.
Potiebujeme, aby konvergoval integral

1
/ 23 dx,
0
1
/ 22 dx.
0

3a > —1, da < —1.

ale divergoval integral

Tedy potrebujeme, aby
Zvolme napf. a = (—1 — 1)/2=—75.

(e) Najdéte f € L*(R) \ L3(R).
Reseni: Uvazujme funkci

kde a > 0 dopocteme.
Potiebujeme, aby konvergoval integral

(o]
/ v de,
1

ale divergoval integral

Tedy potiebujeme, aby
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(f) Najdste f € L'(0,1) takovou, ze f ¢ LP(0,1) pro zadné p > 1.
Reseni:

Definujme

z € (0,1).

1. Ovéfeni, ze f € L'(0,1):
Vypocitdme integral

1 1 1
/0 J(w)de = /0 (1 + |log z|)? dr.

Provedeme substituci y = logx, dy = % dx,

0
1 s
dy = —.
/_ool+y2 2

2. Oveéfeni, ze f ¢ LP(0,1) pro vSechna p > 1:
Pro p > 1 zkouméame

1 1
1
Py = d
Jﬁ (@) de Jﬁ {1+ [loga)® ™"

Pro z € (0,1) je |logx| = —logx. Zavedenim substituce

Dostaneme

t=—logz, tedyz=e"!, dr=—etdt,

prepiSeme integral jako

1 1 p 0 1 7tdt 0o et(p—l) "
Axm+u%m%x‘éﬂwu+W4* )‘A avom

coz diverguje (!, pievazi“ polynom).

3. Pro p = oo: Méame
1

li = lim —— =
a:—1>%l+f T304 z(1 4+ |logz|)? >

Nasledujici priklady mame z https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ "pick/analyza_pr
o_studenty_2025-06-28.pdf

10. Dokazte nasledujici vétu:
Necht (X, || - ||) je normovany linearni prostor nad télesem R. Definujme zobrazeni
p:X xX —[0,00), plx,y)=llz—yl

Potom p je metrika na X.

Dikaz. Necht z,y € X. Potom zfejmé d(z,y) € [0,00). Ovéfime podminky (a)—(c) z
Definice metriky.
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Rovnost d(z,y) = 0 nastava pravé tehdy, kdyz ||z — y|| = 0, coZ nastava pravé tehdy,
kdyz x —y = 0, neboli z = y.

Pouzijeme-li podminku (b) z Definice normy pro specialni volbu a = 1, dostaneme
d(z,y) = llz —yll =11 (y — )|l = d(y, z);
tedy symetrii.
Pro kazdé z,y,z € X plati diky podmince (c) z Definice normy
dz,2) = llz— 2| = [ —y) + (y = 2)| < llz =yl + lly — 2ll = d(z, y) + d(y, 2).
Oveérili jsme tedy vSechny podminky metriky. Tim je dikaz dokoncen.
11. Dokazte, ze nasledujici dvojice tvori redlny normovany linearni prostor.

(a) (C(la, ), I - llsup)
Reseni. Je snadné ovéfit, ze mnozina C([a,b]) s uvedenymi operacemi tvoii vek-
torovy prostor. Poznamenejme, Ze je tfeba vyuzit vétu, ze které plyne, Ze soucet
spojitych funkci je spojitd funkce a nasobek spojité funkce je také spojité funkce.
Podle piislusné véty je || fllsup € [0,00) pro kazdé f € C([a,b]). Vlastnosti (a),
(b) z Definice normy jsou z¥ejmé splnény. Pro f,g € C([a,b]) diky trojthelnikové
nerovnosti plati

1 + gllsup = sup |f(z) +g(z)] < sup [f(2)|+ sup |g(z)| = [|fllsup + lIgllsup-

z€[a,b z€[a,b] z€Ja,b
Tim je ovéfena vlastnost (c) z Definice normy, a tedy (C([a,b]), || - ||sup) je redlny
normovany linedrni prostor.

(b) (€2, [] - [loo)
Reseni. Operace séitani prvki z £°° i nasobeni prvkii z £°° realnymi &isly jsou dobre
definovany, nebot soucet dvou omezenych posloupnosti je opét omezené posloup-
nost a nésobek omezené posloupnosti je také omezena posloupnost. Neni tézké
oveérit, ze £°° s uvedenymi operacemi tvori realny vektorovy prostor. Poznamene-
jme, Ze nulovym vektorem je posloupnost, jejiz vSechny ¢leny jsou rovny O.
Ovéfime, 7Ze zobrazeni © — |z||e je norma na ¢>°. Pokud x = 0, pak snadny
vypocet dava ||z||oc = 0. Pokud pro x € ¢ plati ||z| = 0, potom pro kazdé
n € N musi platit |z,| = 0, a tedy z = 0. Mame-li z € £*° a a € R, potom

loz]loo = sup |aan| = || sup |zn| = [e]|2] -
neN neN
Pro z,y € £*° mame diky trojuhelnikové nerovnosti

|7 + ylloo = sup [Ty + yn| < sup |zn| + sup [yn| = |70 + [|Yl]co-
neN neN neN

(e) (co, I - [loo)
Reseni. Pokud z = (xn) € co, y = (Yn) € co, pak limy, o0 (n+yn) = limy, 00 Tn+
limy, ooy =0+0=0, atedy x+y € cg. Pro a € R plati lim,, o, ax, = a-0=0,
a tedy ax € ¢g. Ponévadz kazdy prvek z cg lezi v £°°, tvoii ¢g vektorovy podprostor
0. Zobrazeni z — ||z||~ je pak normou na ¢y podle piedchoziho piikladu.
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