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Teorie

Definice 1. Necht T je téleso komplexnich nebo realnych ¢&isel, necht V' mnozina s binarni
operaci s¢itani, kterou budeme znacit symbolem ,,+“. Necht je déano zobrazeni kartézského
souc¢inu T' x V' do mnoziny V; dvojici prvkti @ € T' a v € V toto zobrazeni pfifazuje prvek,
ktery znac¢ime a - v nebo jednoduseji av; hovofime o nasobeni prvki mnoziny V prvky télesa
T, které znac¢ime symbolem ,,-“. Necht dale plati:

(i) Yu,v,w eV, (u+v)+w=u+ (v+w)

(i) Yu,v e VJu+v=v+u

(ii) Joe V\Vue Vu+o=u

(iv) VueV,3—ueViu+ (—u) =o

(v) Vu,v e VVaeT,a - (u+v)=a-u+a-v
(vi) Vue V,Va,beT,(a+b) - u=a-u+b-u
(vii) Vu e V,Va,be T, (a-b)-u=a-(b-u)

)

(viii) Vu e V,1-u=u
Potom budeme fikat, ze V' je vektorovy prostor (nebo linedrni prostor) nad télesem T.
Definice 2. Necht X je vektorovy prostor nad télesem T'. Zobrazeni
-1+ X = [0, 00)
nazyvame normou na X, jestlize jsou splnény nasledujic{ t¥i podminky:
(a) Ve X :|jz|| =0 <= =0
(b) Ve € X,VA €T | Az| = |\l - ||z
(c) Va,y € X [z 4yl < [lzfl + [yl
Dvojici (X, | - ||) pak nazyvame normovangm linedrnim prostorem nad télesem 7.

Definice 3. Necht a,b € R, a < b. Mnozinu C([a, b]) opatiime obvyklym s¢itanim funkei a
obvyklym nasobenim funkce realnym ¢islem. Definujme funkci

[ fllsup = SUP] |f(2)].

z€la,b

Definice 4. Definujme ¢*° jako mnozinu v8ech omezenych posloupnosti realnych ¢isel. S¢itani
prvka z £°° je definovano po slozkach, stejné tak nasobeni prvki z £°° realnymi ¢isly. Pro
x = (zn) €L, y= (yn) €L a o € R tedy klademe = + y = (z,, + yn) a az = (azy,). Dale
pro z = (x,) € £> polozme

[Z]|oo = sup [zn].
neN
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Definice 5. Definujme ¢y jako mnozinu vSech posloupnosti realnych ¢isel (x,,)0° ,

limy, 0o z,, = 0. S¢itani prvki z ¢ je definovano po slozkéch, stejné tak nasobeni prvki z cg
realnymi ¢isly. Pro o = (z,,) € co, y = (yn) € co 2 a € R tedy klademe z + y = (z,, + yn) a
azr = (axy,). Dale pro x = (z,,) € ¢ polozme

spliujici

[#]|oo = sup [zn].
neN

Definice 6. Necht p € [1,00). Definujme ¢P jako mnozinu vSech posloupnosti reilnych ¢isel

()02 spliwjicich
o0

Z |zn|P < 0.

n=1
Scitani prvka z P je definovano po slozkéch, stejné tak nasobeni prvkid z P redlnymi ¢isly.
Pro
= (Tn)pe1 €, Y= (Yn)per €, a€R
klademe
r+y = (Tp+yn)oly, ax:=(ax,)o,.

Dale pro x = (xy,)22, € P definujme normu

N\
]l == <Z\$n!”> :
n=1

Definice 7. Necht (X, A, u) je prostor s mirou, 1 < p < oo, f: X — C méfitelna. Polozme

1l = </X If!pdu>p

a ozna¢me LP(X, ) mnozinu takovych f, pro které ||f|, < oo. Je-li (X, A, 1) podmnoZina
R™ s Lebesgueovou mirou, piseme pouze LP(X).

Definice 8. Necht (X, A, i) je prostor s mirou, g : X — [0, oo] mé&Fitelna. Necht S je mnozina
viech a € R takovych, ze u(g71((a,0])) = 0. Je-li S = (), polozme B = co. Je-li S # 0,
poloZzme = inf S. Cislo [ nazyvyme esencidlnim supremem g a znacime ess sup g.

Je-li f: X — C méfitelna, polozme || f|cc = ess sup |f| a ozna¢me L*°(X, ) mnoZinu
takovych f, pro které je |[fllec < oo. Funkce z L*°(X,p) nazyvame esencidlné omezené
funkce.

Je-li (X, A, 1) podmnozina R" s Lebesgueovou mirou, piseme pouze L™ (X).

LP(X, ) je vektorovy prostor nad C.

Véta 9 (Holderova a Minkowského nerovnost). Necht p, ¢ jsou sdruZzené exponenty, 1 < p <
oo. Necht (X, A, p) je prostor s mirou, f, g : X — [0, oo] mé&Fitelné. Pak
(i) (Holderova nerovnost

)
ngdué (/Xf”du); (/ngdu);,

(ii) (Minkowského nerovnost)

(o) = (fro) + ()’
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Piiklady

1.

Je nasledujici zobrazeni norma na L([0,1]) (chapeme-li L'([0,1]) jako prostor t¥id ek-
vivalence vzhledem k rovnosti s.v.)?

(@) [IFl = fy 1 ()] dt;
() I = J2 £ (D)) dt;
© 1= (Jo 1F@)2ae) "

Je nésledujici zobrazeni norma na prostoru X = {p: p je polynom na [0, 1]}?

( ) 2l —Sup{!p( )I t<[0,1]};
) lipll = fy p(
( ) llpll = 1p(0 )I-

Rozhodnéte, pro ktera p € [1, oo nasledujici posloupnosti (mysleno posloupnosti posloup-

nosti) konverguji v /7.

(a)* {1,1,...,1,0,...,0,...}, (n-krat);

(b)© {n,n,...,i,O ,0,... }, (n-krat);

() {1,2,3,...,n,O,...,O,...};

(A)B { s Trvees s 000050, ), (nekrat).

Prostory (P:

(a)’l< Necht 1 < p < 0o. Najdéte v8echna o € R, pro ktera posloupnost a, = n®, n € N,
patii do prostoru £P.

(b)* Dokazte, ze £ C ¢2.
Spoctéte || f|loo, kde
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6. Spoctéte || flleo, kde
0, ze€R\]J0,2],
flx) =<1, z€[0,1)U(1,2],
2, =z=1.
7. Urcete ||f|loo pro Dirichletovu funkci. https://cs.wikipedia.org/wiki/Dirichleto
va_funkce

8.7¢ Najdéte funkci f na R, ktera je esencidlné omezené, ale neni omezena.
9. Prostory LP:
(a)@ Necht 1 < p < co. Najdéte vSechna vy € R, pro ktera funkce f(z) =27, z € (0,1),
patii do prostoru LP(0,1).

(b)% Necht 1 < p < ¢ < co. Dokaizte, ze L>(0,1) C L4(0,1) C LP(0,1) C L*(0,1).
(c)¥ Najdste f € L'(0,1) \ L*(0,1).
(d)%€ Najdete f € L3(R) \ LA(R).
(e) Najdéte f € L*(R)\ L*(R).
(f)* Najdéte f € L'(0,1) takovou, ze f ¢ LP(0,1) pro zadné p > 1.
10. Dokazte nasledujici vétu:

Necht (X, || - ||) je normovany linearni prostor nad télesem R. Definujme zobrazeni

piX x X = [0,00), pla,y)=le—yl.

Potom p je metrika na X.
11. Dokazte, ze nésledujici dvojice tvoii redlny normovany lineadrni prostor.
(a) (C([a, b)), [l - llsup)
(b) (%% ]] - floo)
(e) (co, I - Iloo)

((jzSo1|+ 1)2)/1 =/ (J6) -oUPMIQ ® PYuNy nouszowoou noselpu oynuIquIoyZ (8)

0 el 1> [o] oad o] > [o[ (ar)

(1 ‘0) eu 0 gupoya oxd ,x of w199y ‘1osjuny a3lnzean (pe) 1— > © & olnSmeauoy Lu ' 27 ()
x74bs /T (96) ("‘0'0‘0) =z (pg)

jsouA0ILU NACISPIQH 23{1znod (q6) rieen) = (og)

1— <0 & ofmsmoauoy o 'f (e6) (""‘0‘0‘0) = = (ag)

‘IOUNJ NAOY C1rr) == (eg)
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