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Priiklady

1. Spoctéte integraly, vSechny kiivky orientovany kladné:

(a)

d : 1

f(p z(z—Z1)2’ wJe ‘Z| =2

Reseni: Funkce f(z)= ﬁ mé poly v bodech zp =0a z; = 1.
Uvnitf kiivky ¢ lezi pouze pol zg = 0.

Podle reziduové véty plati:
/ f(2)dz = 2miresy f(2).
©

Navic plati
res,—o f(z) = 1.

Tedy podle reziduové véty je
/ f(2)dz = 2mi.
©

f(p 71+°i§007 ¢ je zadan4 rovnicf |z| = 2.

Reseni:

Uvnitf kiivky ¢ lezi celkem sto singularit 21, 23, . . . , 2100, které tvoii vrcholy pravidel-
ného stouhelnika na jednotkové kruznici.

Vné kiivky ¢ ovSem lezi pouze singularita v nekonec¢nu.

Plati
100

Zreszi f(z) = —ress f(2).

i=1

Pro reziduum v nekonec¢nu dostavame:
ress f(z) = 0.

7 toho tedy vyplyva

1
———dz=0.
L 1+ 2100
dz

f(p = ¥ je uzaviena kiivka obsahujici ve svém vnitiku body -1 a 1 a ve
svém vnéjsku bod 3.
Regeni:
Funkce mé singularity v bodech 1 a —1 (p6ly nésobnosti jedna).
Déle méame
1 1
reS]_ =

(z=1)(z—=3)2 2-(-2)?
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1 1
res_i =

(22 =1)(z=3)*  (=2)-(-4)?

Dostavame tak

1 1 1 37
dz = 2mi S_ =2mi | - — —= | = —.
/¢ EENEEEE z =2mi(resy f +res_1 f) = 2mi <8 32> 16

(d) f(p Tz 9% ¥ je zadané rovnici p(t) =2+ 1€, t € [0, 2n].

Reseni: Funkce mé uvnitf kiivky ¢ singularitu v bodé 2, a to pél druhého fadu.
Reziduum v tomto bodé spocitame pomoci vzorce:

remf—li_}n%((z—2)2f(z))/—lim< z >I—lim (2_1).1_Z'1:]im_71:_1.

z—=2 \ 2 —

Podle reziduové véty tedy plati

/ ;2 dz = 27i - resy [ = —2mi.
© (Z - 1)

(2 —2)
(e) f‘p 2(;2711) dz, ¢ je zadana rovnici |z + 1 +i| = 2.
Reseni:
Funkce
62?
1z) = z2(z+1)
mé poly v bodech zg =0 a z1 =1, z0 = —i.

Uvnitf kfivky lezi body 0 a —1.
Dale plati, ze
resy f(z) = 1,

res_; f(z) = —

Podle reziduové véty tedy plati:

e—’L

5

f(2) dz = 2mi (veso f(z) +res_j f(2)) = 2mi 1 — 621 .
J (-7)

(f) f(p (ng)‘(i%,  je kruznice se stifedem v 0 a polomérem 2.

Regeni:
Uvnitt kruZnice ¢ se nachézi deset polu funkce f(z). Z pocetniho hlediska je vSak
vyhodnéjsi vypocitat rezidua v singularitach, které lezi ve mimo kiivku ¢, tj. v
bodech 3 a oo.
Méame

Z res, f(z) = —res3 f(z) — reso f(2).

210=1
Pritom plati, Ze

reseo f(2) =0,
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1

a dale
I‘eS?,f<Z):3107_1.
Tedy
dz 1
=2m 04+ ——— | .
/¢<z—3><z10—1> “<+310—1)
2T dx

2 (a) 0 %fcosx
Uvazujme integral

/2” da / 11
- = 71de,
o ©—4cosz 75_4Z+T;Z2

kde y(t) = €', te]0,2n].
Upravou dostaneme:
2 / dz 9% - 9 1
— | ——————=—-2i-2mireS,q | ———~ | -
i)y (z-2)(-1) NCED It
Spocitame reziduum v z = %:
lim ( 1) 1 1 1 2
resy/p = lim (z — = = = ==
1/2 z—1/2 2 (z—2)(z—%) %_2 _%
Dosadime do integralu:
. . 2
20 - 2mi - <—> = 8m/3.

/27r dz _
o bH—4cosx

2 dz
(b) 0 5+3cosz
ResSeni: Resime integral
1 1

R
241 4y
¢ 5+ 355
a prislusné

kde ¢ je jednotkova kruznice.
Ze dvou singularit je uvnitf jednotkové kruznice pouze z; = —%,

reziduum je
1
Tes_1 = -
Pak
/2” dz  «
o D+3cosr 2
2 d
(C) 0 (5—4Cﬁsx)2
Reseni: Resime integral
1 1
4ZH )25
¢ (b—457)
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kde ¢ je jednotkova kruznice.
Ze dvou singularit je uvnitf jednotkové kruznice pouze z; = %, a pfislusné reziduum

je
5
res; = —-.
32T
Pak
/2“ e _10m_=
o (b—4dcosz)2 27 2
(d) S Tareocsrar 0 ER, Ja] <1
Reseni:

Uvazujme integral

/7r dx / 1 1 d
= M Z,
_» 1 —2acosz + a? cl—2az%l+a2 iz

kde C' je jednotkova kladné orientovana kruznice se stfedem v pocatku.

Po upravach dostaneme

1 1
Z/C —a(z—a)(z — l) dz.

a

Integrovana funkce ma uvniti jednotkového kruhu singularitu v bodé z = a (jednoduchy

pol).
Podle reziduové véty tedy plati
/7r dx 9 - Tes 1 2w
=2mi-r = .
_x 1 —2acosz + a? a—a(,z—a)(z—%) 1—a?

(€) Jim —da —a>b>0

a+bcosz’

ResSeni: Resime integral
1 1
2241 4,
p a + b 22

2,

kde ¢ je jednotkova kruznice.

Singularity jsou v bodech %\/ﬁ
Uvnitt jednotkového kruhu lezi pouze jednonasobny pél zy = %m,
7 reziduové véty pak mame
/27r dr B o
o a+bcosz aZ_p2
00 d
3. (a) [T mioets
Reseni:
Podle Lemmatu
———————— = 2T TeSy—y, 5,
—oo #2420 45 U 12245
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kde jmenovatel méa kofeny
21 =—142i, z9=-1-—2i

které jsou poély prvniho fadu.
Z nichz v horni poloroviné lezi pouze bod z;.

Reziduum v 21 spocitame podle vzorce pro jednoduchy pol:

e ) = G s T M e T

Vysledek integralu je tedy

/°° dz o1 o7
ST T = 2mi - =5
oo T4+ 2245 49 2

o~ d
(b) fom

Reseni: Protoze integrovana funkce je sud4, je mozné pocitat

/O" dz _1/°° dz
o wi4+bx2+4 2)_  xt45x244

Po rozloZeni jmenovatele na soucin vyjde

1 / o dx
2 ) (@ +1)(@*+4)
Funkce v integralu ma poély v kofenech jmenovatele, coz jsou body
Z1=1, 2o0=—1, 23=21, z4=—20,
z nichz v horni poloroviné lezi pouze z1 a zs.
Rezidua spocitame jako

1 ~ lim(z ) 1 v 1
2+ 1)(2+4) i YDzt 2i(2+4) 6

! = lim (z—21) ! =
(224 1)(22+4) =22 (2+1)(z—20)(z+2i) ((20)2+1)-2-2¢

Soucet rezidui v horni poloroviné je

res;

reso;

1 1 1

6i 12 12i

Podle reziduové véty je integral roven

/OO dx - 1 T
=2 — = —.
oo (22 1) (22 4+ 4) 12 6

A tedy

/""dw_l T_7
o B2 4+4 2 6 12

Kalkulus 3, 2025/26, Kristyna Kuncova



o8] d
<C) f—oo (m2+2§+2)2
Regeni:
Uvazujme integral
/°° dz
oo (T2 422+ 2)%
Nejprve nalezneme poély funkce:
z1=—1+1 20=-1—1,

které jsou poly druhého radu.
Pouzijeme reziduovou vétu a spocitame reziduum v poélu z; v horni poloroviné.
Pro pél druhého tadu je reziduum dano vzorcem

. 1 ! i
s 1) = i, (=20 rggy) =

Podle reziduové véty integral po realné ose je

T dv () _T
@222 T\ T Ty

0o d
(&) e
ResSeni:
Uvazujme integral

& zdx
/_oo (22 +1)(2% +4)

Funkce
z

&)= e

mé poly prvniho fddu v bodech

Spocitejme rezidua v polech v horni poloroving z =i a z = 2i.

; ; i = lim : :1
res; f(2) :Llig(z—l) (z—i)(z +0)(z — 20)(z + 20) _L_n« (z+1i)(z —2i)(z+2i) 6

Podobné reziduum v z = 2i:

z 1
o — 1 — 92 — 1 — =
vess=i f(z) = lim(z = 20)/(2) = hy == =9 = 76
Soucet rezidui v horni poloroviné je
1 1
res,—; f(z) +res,—9; f(2) = 6 6" 0.

Odtud

/_OO it =0
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oo dx
<e) f—oo 1+x4
Reseni:
Uvazujme integral

/°° dx

oo L2t

Funkce ma poly dané rovnici 1 4 z* = 0, tedy kofeny rovnice
= 1= =0,1,2,3,

které jsou:

2 = eiTr/4 _ £ £ — €3i77/4 — _@ 4 ZQ

2 2’ 2 2’
e — DI/ V2 £ _ tima_ V2 V2
3=-¢ 5 5 z4 =€ =3 12.

V horni poloroviné lezi pély z; a z».
Kazdy z nich je pélem prvniho Fadu, jelikoz derivace 423 neni v téchto bodech
nulova.

Rezidua spocitame podle vzorce pro jednoduchy pdl:

. 1 1
I‘eszzzk f(Z) = Zliglk(z — Zk)m = 472;3, k; = 1,2

Integral pak podle reziduové véty:

2
*© dx z: (L !
/oo 1—’_714 = 271 2 reS;=z, f(Z) = 2mi (42:13 + 425’) .

Pouzitim vztahi z;, = €% a vzorci pro soucet komplexnich exponencial zjistime,

ze
1 1 .
—+—35=2Re (6_3”/4) = V2.
21 A

Tedy
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