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Priklady

1. Zjistéte obor konvergence Laurentovy rady

[e.e]

@ > 27mE-—1)m

n=—oo

Reseni: Uvazujme nejprve jeji regularni ¢ast. Pak

R=1/limsup V2" =

ol =

Pro hlavni ¢ast pak mame
i 1
r =limsup /27 |n| = 5
Tedy fada konverguje na mezikruzi

1
—<l|lz—1 <2
S <le=1]

Na hranici nekonverguje, protoze nespliuje nutnou podminku konvergence.
-1

o0
) 3 24y g
n=-—00 n=0
Regeni: ReSeni: Uvazujme nejprve jeji regularni cast. Pak
1
R =1/limsup V3" = 3

Pro hlavni ¢ast pak mame

r = limsup V2" =

DN |

Tedy rada nekonverguje, protoze by muselo platit, Ze % < |z < %, COZ je spor.

[e.9]

© Y g1

n=—oo

ReSeni: UvaZujme nejprve jeji regularni ¢ast. Pak

R =1/limsup W: 1/(lim1/2") = oc.

Pro hlavni ¢ast pak mame
r = lim sup W =0
Tedy tada konverguje na (mezikruzi)
0<l|z—1]

V bodu 1 fada nekonverguje, protoze jej ani nelze dosadit.
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0 5 e

Regeni: UvaZujme nejprve jeji regularni ¢ast. Pak

1 1
R=1/l \ = - =3.
/lim sup Tl 1
(Mozno spocitat 2 policajty.)
Pro hlavni ¢ast pak mame
li \ 1 1
r = limsu =1
P31

~ivs ¥

(Pozor, dulezitéjsi clen ve zlomku je 1 a nikoli 37".)
Tedy fada konverguje na mezikruzi

1<|z—1i] <3.
Na hranici nekonverguje, protoze nespliuje nutnou podminku konvergence.

2. Rozvinte funkci do Laurentovy fady na oblastech, kde to lze.

(a) f(z) — cos z v ZO — 0
Reseni: Pouzueme Taylorav rozvoj funkce cos z. Dostaneme

1 e " 42n o0 nZQn—l
16 = 12 (0 G = 2 (1

pro z # 0.
(b) f(z) =2%Y% v 29 =0

Reseni: Pouzijeme Tayloriv rozvoj funkce e?. Dostaneme

L (1/2)™ 23

n=0

pro z # 0.
(c) f(z):p%zvzozo

Reseni: Pouzijeme Tayloriv rozvoj geometrické fady. Dostaneme

pro |z| < 1.

Funkei lze ale rozvinout i pro |z| > 1. Pak je |%| < 1 a z geometrické fady

_ I S A A N e Vi
f(Z)_Z(l-i-i)_1—(—2)—22(_Z> _2 ontl

n=0
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(d) f(2) =z vao=—1
Regeni: Funkce u7 je rozvinuté, Laurentova fada obsahuje prave 1 ¢len, totiz
1
z—(-1)

(e) f(2) =z va=1
ReSeni: Pujéime a vratime, abychom se dostali ke geometrické Fadés

1 1 i
1) = I+z 24+(-1) 1-(-%1)

Pro ‘%‘ < 1 méame
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Pro "7‘51’ > 1 mame

R =" _i 1 2 "_i(—l)nzn
I+z 24(z-1) 1+2%2 “Zz—-1\ z2-1) & (z—1)n!

Z— n=0 n=0

3. Najdéte rozvoj funkce v bodé oo funkce

Reseni: Rozvineme pomoci Taylorova rozvoje funkce e?. Dostaneme
oo n
1 /1
2
z)=2% — | -
=23 ()

pro z # 0.

4. Necht 0 < r < R < co. Najdéte Laurentovy fady konvergujici na

(a) {z € Cilz| <R}
(b) {z€C;lz| >r}
(c) {zeC;r < |z| < R}

ResSeni:

(a)

(b)
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(c)

o0 o

zZ" n r’
Z R» A
n=0 n=1

5. Klasifikujte nasledujici singularity:

(a.) m, zZ0 = O
ReSeni: Z Lemmatu 10 jde o pol nasobnosti 2.
(b) sin z 20 = 0

z

Reseni: Laurenttiv rozvoj

sinz _ 1 S (_l)nﬁ - i(—l)"i
z z = (2n+1)! = (2n +1)!

Tedy jde o odstranitelnou singularitu.
(c) V% 2 =0

Reseni: Rozvineme pomoci Taylora

oo n
1 1 /1
=D () :
n=0
Odtud jde o podstatnou singularitu.

(d) 22e%, 2zp = o0

Reseni: Z predchoziho prikladu méame Laurentiv rozvoj:
oo n
1 /1
2
z) ==z — | -
f(z) 7§0n!<z>

Z toho plyne, Ze v oo je pol nasobnosti 2. (V nekonecnu je prohozena hlavni a
regularni ¢ast Laurentovy Fady, tedy sledujeme mocniny u 2™ misto u 1/2".)

(e) sinz, zp = o0

ResSeni: Rozvineme

e Z2n+1
. _ _ ni
San—Z( 1) @nt 1)
n=0

Hlavni ¢ast mé nekonefné mnozstvi nenulovych koeficientt, tedy jde o podstatnou
singularitu.

Jiné feSeni: lim,_, sin z neexistuje (sta¢i uvazovat realny sinz), tedy jde o pod-
statnou singularitu.

(f) 282, 20 =0

ReSeni: Pol nasobnosti 1. Plyne pifmo z Lemmatu 10.

6. Urcete residuum
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(a) reso smz
Resenl. 7 Laurentova rozvoje
2n+1 1 1 z2
Zzz ey F ettt
Tedy
resg f =a—1 =0.

(b) rese 22el/?
ReSeni: Z predchozich prikladii méme rozvoj

_ 2 — | =
7)== Zn! <z>
n=0
Tedy

reso [ = —a1 = ~5

() resai st

Reseni: Funkce mé ve 2¢ po6l nasobnosti 2. Pro vypocet rezidui pouzijeme limitu

derivace

F z+2Y\ i -1 1 3+4i
resg; f = lim =lm |(— ) =— =
20T e\ 1 252 \ (2 4 1)2 (20 +1)2 25
(d) resgr zcotgz, k € Z
Regeni:
Nejprve spocteme pomoci Véty 12 (b)
cos z cos z cos km

Ok nz (sinz)’( ™) = coskm

Pak ze 12 (a) plyne

resy, z cotg z = (k) resg, cotg z = knl = k.
(e) ress e'/?

Reseni: 7Z Laurentova rozvoje méme

11
f(z) = Z Tl 2n
n=0
Odtud )
reso ez = —a; = —1
(f) ress zel/?
ReSeni: Z Laurentova rozvoje mame
oo oo
11 1 1
f@)=2) —— =) ~—5
n=0 n=0
Odtud
1 1
TeSeo €% = —a1 = —5
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1
(g) respz >

ResSeni: 7 Laurentova rozvoje mame

2sin

= 1 & (o
f(Z):,22nz:0(2n_i_1)!22n+1:7;)(2n+1)!22n—1

Odtud

1
resof:alz—é

3 .
z°sin z
<h) res,r/4 cos 2z

ReSeni: Jedna se o jednonasobny kofen, tedy

23sin 2z . 23gin 2 . 23gin 2 \/§7r3

TR s 22 ZI—E% (cos2z) - 21—1)% (—2sin2z) T 256

7. Necht zg je izolovana singularita funkce f a g. UkaZte, Ze
res,, af + g = ares,, f + fresy, g, a, B € C.

ReSeni: Plyne z rozvoje do fady.

8. Necht je zp pol nasobnosti k funkce f(z). Ukaizte, Ze zp je pol nasobnosti [ + k funkce
f(z) leN
1 .

(z—=20)

Regeni: Plyne z Lemmatu 10.
9. Necht funkce f mé podstatnou singularitu v bodé zy a funkce g tam nemé podstatnou
singularitu. Jakou singularitu mé v bodé zg funkce f + g7

Reseni: Podstatnou singularitu. Plati, Ze lim,_,,, f neexistuje a lim,_,,, g existuje
(kone¢na ¢i nekone¢na). Pak lim,_,., f+ g neexistuje, tedy jde o podstatnou singularitu.
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