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Teorie

Véta 1. e Necht je ddna mocninna fada Y oo ;an(z — 20)™ a R = (limsup {/|a,|)~!. Pak
uvedend fada konverguje absolutné pro |z — zg| < R, diverguje pro |z — zg| > R.

Pro libovolné kladné p < R konverguje stejnomérné pro |z — zo| < p.

e Profadu ) 7, anﬁ existuje ¢islo r € [0, oo] takové, Ze tato fada konverguje abso-
lutné na mnoziné K = {z; |z — 20| > r} a stejnomérné na kazdé kompaktni podmnoziné

K. Plati r = limsup {/|ay|.

Véta 2. Necht {a,} je posloupnost s kladnymi ¢leny, splijici podminku

. An+1
lim L — A,

n—00 @y

Pak také
lim a, = A.

n—o0

Definice 3. Laurentova fada > 2 an(z — z0)" se definuje rovnosti

n=—oo

o

Z an(z — 20)" = Zan(z —20)" + Z a_n%.
n=0 n=1 (Z ZO)

n=—oo

Prvni ¢ast Laurentovy fady se nazyva reguldrni ¢dst, druhé se nazyva hlavni ¢dst. Laurentova
fada konverguje, konverguji-li obé jeji Gésti.

Véta 4. Pro Laurentovu fadu Y 2 an,(z — 2z0)" existuji éisla 0 < r < R < oo tak, Ze
fada konverguje absolutné na mnoziné M = {z,7 < |z — 29| < R} a stejnomérné na kazdé
kompaktni podmnoziné M.

Souctem této fady je holomorfni funkce v mezikruzi M, jeji derivace a primitivni funkce

se ziskaji derivovanim a integrovanim rady ¢len po Clenu.

Véta 5. Necht 0 < r < R < oo a funkce f je holomorfni v mezikruzi M o stfedu zp a

polomérech r, R. Potom
o

f(2)= ) an(z—2)"

n=—oo

pro n&jaké a, € C a vSechna z € M. Navic

_ 1 f(z)
an_?M[pW(Wdz’

kde ¢ je libovolné jednoduse uzaviené kiivka lezici v mezikruzi M a obsahujici bod 2y ve svém
vnitrku.
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Definice 6. Funkci f(z) nazveme holomorfni v oo, je-li funkce f(1/z) holomorfni v 0. Lau-
rentovou Tadou se stfedem v oo rozumime fadu

oo
n
E anz
n=—oo
G PR ; 0 s . ] .
plicemz jeji requldrni ¢dsti rozumime )~ (tedy tu ¢ast, ktera je holomorfni v 0o) a hlavni

casti fadu Yo7 | anz™. Reziduem v 0o rozumime —aj.

Definice 7. Je-lia € Q, f € H(Q2\ {a}), fekneme, Ze f ma v bodé a izolovanou singularitu.

o0

" -
o oo Gn(z —w)™ je Laurentova

Definice 8. Necht w je izolovana singularita funkce f a >
fada funkce f. Singularita ve w se nazyva

1. odstranitelnd, jestlize a,, = 0 pro vSechna zaporné n
2. pdl fadu k, jestlize ar # 0 a a, = 0 pro viechna n < —k
3. podstatnd, jestlize a, # 0 pro nekoneéné mnoho zapornych n.
Véta 9. Necht w je izolovana singularita funkce f
1. v bodé w je odstranitelna singularita, pravé kdyz lim,_,,, f(z) € C
2. v bod& w je pol, pravé kdyz lim,_,,, f(z) = 0o
3. v bodé w je podstatna singularita, pravé kdyz lim,_,,, f(z) neexistuje.
Lemma 10. Je-li zyp € C izolovanou singularitou funkce f, pak je zyp polem f tehdy a jen

tehdy, jestlize existuje m € N a funkce h holomorfni na néjakém okoli D(zg,r), h(zg) # 0, Ze

plati .
f(2) = ——=h(2),

(z —zo)™

pro z € D(zgp,r) (m je pak nasobnost polu).

Definice 11. Necht je izolovana singularita funkce f. Reziduem funkce f v bodé zy, piSeme
res,, f, nazyvame koeficient a_; u (z — z0) ™! v Laurentové fadé f v bodé 2.
Obecny vzorec pro vypocet rezidua

1
1l=— dz,
" Lf(Z) :

2

kde ¢ je libovolna jednoduse uzavienéd kiivka lezici v mezikruzi M (z definice Laurentovy
fady) a obsahujici bod zp ve svém vnitiku.

Véta 12. Bud a € C.

1. Bud f holomorfni v a, g at ma v a jednoduchy pél. Potom

resq(fg) = f(a) resq(g).

2. Necht f, g, jsou holomorfni v a, g at ma v a jednoduchy kotfen. Pak

e (5) = i
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3. At f ma v a pdl nasobnosti n € N. Pak

res, f = ;gr(ll n _1 01 [(z — )" f(2)] Y.

Véta 13 (L’Hospital). Necht f a g jsou holomorfni funkce v bodé w a necht f(w) = g(w) = 0.

Pak /
tim 1) _ iy £C)
zZ—w g(z) zZ—w g (Z)
Hint
22,3 O n
o =ldzt gyt to=) — pozeC
n=0
1 oo
— :1+z+22+z3+-“=;2n pro |z <1
: 2 28 AT = n_ 20
sz_z_?)'_,_y_?'_i_..._nz:o(—l) m pro z € C
22 A S - n 22"
cosz=1-— +E—6l+"'22(—1) (2n)! pro z € C
n=0
Priklady
1. Zjistéte obor konvergence Laurentovy rady
[e'¢) o© 1
S o2l - © > 2?(2' —1n"
n=—00 n=—oo
> 1
n. n n_n )™
IOEEES e @ 3 gt
n=-—00 n=—00

2. Rozvinte funkci do Laurentovy fady na oblastech, kde to lze

(a) f(z)=2vz=0 (d)@ f(z)zﬁvzoz—l
(b) f(z)==z= el/z vzp=0 ()3 f(2) = liz vz =1

()% f(z) =tz V20 =0
3. Najdéte rozvoj funkce v bodé oo funkce
flz) = el

4. Necht 0 < r < R < 0. Najdéte Laurentovy fady konvergujici na
(a) {z € C|z| < R}
(b) {z €C;lz| > r}
(c) {z€C;r <|z| <R}

5. Klasifikujte nasledujici singularity
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(a)* m, 20 =0 (d) 227 2 = 00

(b) Si%, 20 =0 (e) sinz, zp = 0
(C) 61/2, 20 =0 sin z

22

—
—
N

,2’0:0

6. Urcete residuum

(a) resg SiZnSZ (e) resy el/?

(b)  ress 22el/? (f)  ress zel/?
() resy; % (g) respz?sini
(d)%& respr zcotg z, k € 7 (h)ggg res; /4 Z;?SZZ

7. Necht zg je izolované singularita funkce f a g. UkaZte, Ze

res,, af + g = ares,, f + fresy, g, a, B e C.

8. Necht je zp pol nasobnosti k funkce f(z). Ukaizte, Ze 2o je pol nasobnosti [ + k funkce

I& 1 eN.

(z—20)

9. Necht funkce f méa podstatnou singularitu v bodé zy a funkce g tam neméa podstatnou

singularitu. Jakou singularitu ma v bodé zy funkce f + g7

Mmm... infinite
imaginary donuts..

Precisely, Homie-
eight times the

imaginary unit is...
infinitely imaginary!
Glavin!

MY
Actually, Dad, ElﬁHT
8iis just 8 times i's!

i... but infinite

https://medium. com/math-games/can-you-understand-these-4-high-level-simpson-m

ath-jokes-8d55a5f113d4

(5 +1 (
o1 BRA (19) = = fe
T1 RA (P9) MUY QUQOUOY T (a=)—z _
QUSTY U 1 JJw oznut [0AZO =)=z
‘71 A (99) (37;71 1 M f (pz)
‘0T ewrwor (eg) ~— = [ 3ed ‘1 <|z| 1 T > |2] eu oyloliazoy (97)
T
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