3. cviceni — Krivkovy integral
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priiklady

Neni-li feceno jinak, jsou uzaviené kfivky orientovany kladné. Kiivka mezi body a a b zac¢ina
v bodé a a kond¢i v bodé b.

1. Spoctéte integral f,y f(z)dz
(a) f(z) =Imz, v je tsecka z bodu 0 do bodu 1+ ¢
Reseni: Parametrizace kiivky: v(t) =t 4 it, t € [0,1]. Pak ~/(t) = 1 + 1.
Integral:
1 +2 Ly
/ K1+ i) dt = [(1 —I—i)] ~Lasa
0 2 0 2
(b) f(z) = Rez, v je oblouk paraboly z bodu 0 do bodu 1+ 7, s parametrickou rovnici
2(t) =t +it?, t € [0,1].
Reseni: Parametrizace kiivky: v(t) = t 4 it%, t € [0,1]. Pak 7/(t) = 1 + i2t.
Integral:

1 1 2 1 .
t 2 1 2
tl+d2t)dt = [ t+2®dt = |-+ t%i| =+
/O(—H) /O—i-z [2—1-3 Z:|0 513
(c) f(2) =|z|? ~ je oblouk kiivky y = 22, z poc¢atku do bodu 1 + i.
ReSeni: Parametrizace kiivky: v(t) =t + it%, t € [0,1]. Pak +/(t) = 1 + i2t.
Integral:

B3 % 1! 8 B
o 156

1 1
/ (24t (14-42t) dt = / (P12 (B0 dt. = | = + — + —2i + —2i
0 0 375 4 6

(@) £(2) = 7o =il = & | |
Reseni: Parametrizace kiivky: v(t) =i + €', t € [0,27]. Pak 7/(t) = ie'.

Integral:
2 1 1 . 2
/ : .tie”dt:/ idt = 2mi
0o zet2 0

(e) f(z) = Rez, 7 je lomena ¢ara spojujici body 0, 1 a 1+ 1.
Reseni: Parametrizace kiitvky: v1(t) = t, t € [0,1], a y2(t) = 1 +it, t € [0,1]. Pak
() = Lanh(t) = i

Integral:
1 1 2711 1
/tdt+/idt: [] +[itly = = +i
0 0 2], 2

2. Cauchyho Véta - Spoctéte integral fﬂ{ f(z)dz

(a) f(z) =22 vjelz—3+5i| = %
Reseni: Funkce f je spojitd a holomorfni na celém C (polynom). Kiivka v je
uzaviena cesta (kruznice). Tedy z Cauchyovy véty je

szo.
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(b) f(z) =siniz, 7 je libovolna k¥ivka spojujici body 0 a 7.
ReSeni: Funkce f je spojita a holomorfni na celém C. Jeji primitivni funkce
F = 7C°S(ZZ) . Tedy z Cauchyovy véty je

/szww—ﬂmz_““”“—‘@w”=1+?:-%
:

(3 1 1 (3

(¢) f(z) = €%, v je obvod obdélnika s vrcholy —1, 1, 1 4+, —1 + 1.
Regeni: Funkce f je spojité a holomorfni na celem C. Kf¥ivka + je uzaviena cesta.

Tedy z Cauchyovy véty je
/f:Q
.
(A) f(2) = 5, vielz+il =1
Reseni: Funkce f je spojita a holomorfni na celem C \ {i}, specialné tedy na

mnoziné M = {z,Imz < %} (dolnf polorovina pod bodem ).

Ktivka v je uzaviena cesta. Tedy z Cauchyovy véty je

Lf:a

3. Cauchyiv vzorec - Spoc¢téte integral f,y g(z)dz

(a) g(z) = 2242 v je |2] = 3.

Reseni: Mame f(z) = 22 + 22 + 2, f je holomorfni na C. Dale bod & = 2, £ lezi
uvnitt cesty v (kruznice o stiedu 0 a poloméru 3).
Tedy

/gdz = 2mif(2) = 2mi - 10 = 20mi.
.

(b) g(2) = <=, vje || = 1.
Reseni: Mame f(z) = cosz, f je holomorfni na C. Dale bod ¢ = 0, & lezi uvnitf
cesty v (kruznice o stfedu 0 a poloméru 1).
Tedy

/gdz = 2mif(0) = 2mi cos(0) = 2mi.
.

(c) 9(2) = sy, Ve lzl = L.

Regeni: Uvazujme f +4 dz.

Mame f(z) = Z2+4, fje holomorfni na C\ {2, —2i}. Dale bod £ = 0, £ lezi uvnitf
cesty v (kruznice o stfedu 0 a poloméru 1).
Tedy

/gdz—me( ) =2mi—— = —1i
g

(d) 9(2) = Zg, vie |z =il = 1.
5 , B
Reseni: Uvazujme f,y = dz.
Mame f(z) = Z%Li, f je holomorfni na C\ {—i}. Dale bod £ = i, £ lezi uvnitf cesty
~ (kruznice o stfedu i a poloméru 1).
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Tedy
1

141

gdz =2mif(i) = 2mwi =7

.
(e) g(2) = S, yie [z =1 =1,
Reseni: Mame f(z) = e*, f je holomorfni na C. Daéle bod & = 1, £ lezi uvnitf
cesty 7y (kruznice o stfedu 1 a poloméru 1).
Tedy

/gdz = 27mif(1) = 2mie! = 2mie.
g

(f) 9(z) = =5, vie [z + 1+ =2.
ReSeni: Mame f(z) = cosz, f je holomorfni na C. Dale bod & = i, £ lezi vné

cesty v (kruznice o stfedu —1 — i a poloméru 2).

Tedy
/ gdz = 0.
.
4. Integraly bez navodu

(a) f(z) = ||, 7 je oblouk kiivky y = 1/x, x € [1,2].
ResSeni: Integrand neni holomorfni, tedy pocitame integral z definice. Kfivka
Ve =t +ib A (1) =1 &
Integral:

2 . 3 2
1 i B 1 1 17 31
a2 ) (1-2)dt= |2 - —i(t— = | =— —i>
/1< +Zt2>< t2> [3 e 6 ‘24

(b) f(2) =z, v je 2| = 1

. 1
Reseni: UvaZzujme f7 <oz z.

Mame f(z) = ==, f je holomorfni na C\ {(2k + 1)3}. Vsechny problematické
body ale lezi mimo ~ - kruznice o stfedu 0 a poloméru 1.
Déle bod & = 0, £ lezi uvnitf cesty 7.

Tedy z Cauchyova vzorce

=2m
cos

/gdz =2mif(0) = 2mi
.

(c) f(z) = —i3; 7 Je trojihelnik spojujici body 0, 2i a 3 + 4.

Reseni: Mame f(z) = z, f je holomorfni na C. Dale bod & = —2i, & lezi vné cesty

5.
/gdz = 0.
.

Tedy
Reseni: Uvazujme f,y i de— f,y 2= dz.

Prvni integral: Mame f(z) = %z f je holomorfni na C. Déale bod £ = —i, £ lezi
uvnitt cesty v (kruznice o stiedu 0 a poloméru 3).

() £(z) = =i 7 je 2| = 3.
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Tedy

+ [l

1
dz =2mif(—i) = 2m = = mi.
/VZ - dz mif(—i) My = m

Analogicky pro druhy integral mame f(z) = %z f je holomorfni na C. Dale bod
& =1, & lezi uvnitt cesty 7 (kruznice o stfedu 0 a poloméru 3).

Dohromady

(e) f(z) =Rez,vjel|z|=r,r>0.
ReSeni: PHmym vypoctem.
Parametrizace kiivky: v(t) = re®, t € [0,27]. Pak +/(t) = rie'.
Integral:

2w ) 2 2m
/ (cost)rie’ dt:/ (cost)r(cost + isint) dt:r/ cos®t 4 icostsint dt
0 0 0
11, 1., ]
=7 |=t+4+ =sintcost +1=sin“¢ =rmT
2 "2 2 .
() f(@zm,%ie |Z—1—2i|:2-

z+1)(z 2
(+)(+1) dz.

Reseni: Uvaiujme f —

Mame f(z) = m,
body ale lezi mimo ~ - kruZnice o stfedu 1 + 2¢ a poloméru 2.
Dale bod & = 1, £ lezi uvnitf cesty 7.

Tedy z Cauchyova vzorce

/gdz =2mif(i) = 2mi
v

f je holomorfni na C\ {—¢,—1}. VSechny problematické

1 T
(G+9)(i+1)2 2

() 1) = 2tk v e s 4141 = 1.
Reseni: ReSeni: Funkce f je spojita a holomorfni na celéem C\ {—2}, specialné
tedy na mnozing M = |z + 1+ i| < 1.001.
Kiivka v je uzaviena cesta. Tedy z Cauchyovy véty je

=

s .. , « - . PRETIOR e . , 1
5. Necht v je jednoduché uzaviené kladné orientovana kiivka. Spoctéte integral fv 25 dz,
jestlize
(a) bod 3i je uvniti a bod —3i vné kiivky ~y
Reseni: Bod 3i je uvnitf kiivky, bod —3i je vné. Uvazujeme tedy funkci f = ﬁ

a

1
/ B 4 = i f(3i) = 2mi
y

_r
2 —3i 3i+3i 3
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(b) bod —3i je uvnit¥ a bod 3i vné kiivky ~
Regeni: Bod —3i je uvnitt kiivky, bod 3i je vné. Uvazujeme tedy funkci f = ﬁ
a .
/ 23 Az = 2mif(—3i) = 2mi
.

s

v
—-3i—3 3

z+ 3

(c) oba body jsou vné v
Regeni: Z Cauchyovy véty je
/ f=o0.
gl
(d) oba body jsou uvnitf
ResSeni: RozloZime na parcialni zlomky a pak oba integraly spoc¢itame z Cauchyova
vzorce.
1 L =1
— 6% 61 )
2249 z-3i z+3i

Pak

N
C t—dz = =27i — =27 = 0.
L i3 2436 6

6. Spoctéte integral fv(z — 29)"dz, n € Z, kde ~ je kruZnice |z — zp| =7, r > 0.
Reseni: Lze pifmo spoéitat. Parametrizace v(t) = zo + re't, t € [0,27], tedy 7/(t) =

rie't.

Pak pro n # —1 je

27
=0.

0

et(nJrl)

n+1

27 ) ) 2T
/ (re')*rie’ dt = 7“"“1’/ et qf =yt
0 0

Pron=—-1je
2m ) ) 2m
/ (re’)lrie’ dt = / idt = 2mi.
0 0

Poznamka: pro n € N lze rovnou pouzit Cauchyovu vétu.
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