2. cviceni — Derivace komplexni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Zdroje prikladi:
https://homel.vsb.cz/ has081/soubory/KomplexM.pdf
https://www.umat.fekt.vut.cz/ svobodaz/JMA2/bma2sb.pdf

1. Z definice vypocitejte derivaci v bodé zy funkce

(a) 2
Reseni: 7Z definice

_ 2_,2 _
f'(z0) = lim 7f(z) 1(z0) — lim Z—20 _ Jim (z = 20)(z + 2) = lim (z+20) = 22p.
Z—r20 z — 20 Z—20 Z — ZO Z—r20 Z — ZO Z—Z20
(b) 1 Z definice
, f(z) = f(z0) SR En -1 1
f'(z0) = lim = lim % — lim ° = lim — = ——
220 Z— 20 2720 2 — 20 2720 2 — 20 220 Z2() 20
(c) Z% Z definice
1 1 zg—z2
— 2 2 2,2 2
f'(20) = lim f&) = f(z0) = lim — 20 = Jim /2 = lim _z02+22 -3
Z—r20 zZ— 20 Z720 2 — 20 2720 2 — 20 220 222y 20

2. Za pomoci Cauchy-Riemannovych podminek rozhodnéte, pro ktera z € C existuje
derivace funkce

(a) |2
ReSeni: Funkci lze zapsat jako f(z) = |z|> = 22 + 9 4 04, tedy f1 = 22 + ¢2,
fa =0. Dale
of1 df1
S R
Ox v oy 4
o _, o _,
Ox oy
Tedy
on 05
Ox oy’

funkce nespliuje Cauchy-Riemannovy podminky a tedy derivace neexistuje pro
zadné z € C.

(b) 2
Reseni: Funkei lze zapsat jako f(z) = Z = & — iy, tedy fi = x, fo = —y. Déle
of1 o
Y9Iy e
ox oy
of2 _ ofr _ 4
or oy
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Tedy

of , 0f:

or " Oy’
funkce nespliuje Cauchy-Riemannovy podminky a tedy derivace neexistuje pro
zadné z € C.

23

Reseni: Funkci lze zapsat jako f(z) = 2% = (z + iy)® = 2% + i32%y — 3zy® — iy?,
tedy f1 = 2% — 3292, fo = 322y — y>. Dale

of 9.2 2 o1 _

9 3z° — 3y dy = —6zy
0fy dfa a2 2
9 6xy By =3 3y

Tedy funkce fi; a fo maji spojité obé parcidlni derivace a navic

oh _of  Oh _ _on

or Oy’ oy ox
Funkce tedy spliiuje Cauchy-Riemannovy podminky a jeji derivace existuje pro
z € C. Je tvaru

8fl af2 2 2 . . \2 2
/ —_ _ Y - — —_ — g
f(z) = o +1 o 3z° — 3y +ibxy = 3(z +iy)° = 3z
Im 2
Reseni: Funkci lze zapsat jako f(z) =Imz =y + 01, tedy f1 =y, fo=0. Déle
22! dfi
oz oy
oh _, 0 _,
Ox oy
Tedy
on , of
oy ox’

funkce nespliiuje Cauchy-Riemannovy podminky a tedy derivace neexistuje pro
zadné z € C.
1

z
ReSeni: Ziejmé z # 0.
Funkei lze zapsat jako f(z) = ﬁyz = %, tedy f1 = 215, f2= xQ;ny. Déle

ofi  y*—a? ofy 2wy

Ox (22 +y2)2 oy (a2 4y?)?
0fs 2xy ofs —y? + 22
Ox (22 +y2)2 oy (22 +y?)?

Tedy funkce fi; a fo maji spojité obé parcidlni derivace a navic

of _of  on_ _oh
or Oy’ oy ox
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Funkce tedy spliiuje Cauchy-Riemannovy podminky a jeji derivace existuje pro
z € C\ {0}. Je tvaru

_8f1+,8f2_ y? — a2 2xy 1

f'(2)

B R R T A ) c i
(f) cosz
ReSeni: Funkei lze zapsat jako f(z) = cosz = §(e¥ +e7 %) = (¥ e~ @HV) =
(e Y(cosz+isinz)+eY(cos(—x)+isin(—z)), tedy f1 = 3(e ¥ cosz+e¥(cos(—z)),
fo = 3(eYsinz + e¥sin(—x)).

Dale
T S s ¢ sin(o) G = J(eeoss 4 e cos(-a)
% _ %(e_y(cos ) — e¥(cos(—z)) %J;Q = %(—e—y(sm x) + ¥ (sin(—x))

Tedy funkce fi; a fo maji spojité obé parcidlni derivace a navic

on_of  on__op
Ox oy’ oy ox

Funkce tedy spliiuje Cauchy-Riemannovy podminky a jeji derivace existuje pro

z € C. Je tvaru

f'(z) = %];1 + Z%J;Q = %(e‘y(— sinz) + e¥(sin(—x)) + i%(e_y(cos x) — eY(cos(—x))
_ e¥(sin(—x)) —icos(—x)) + e Y(—sinz +icosx)
2
_ eY(isin(—x)) + cos(—z)) — e Y(isinz + cos x)
27

3. Dokazte, Ze nasledujici funkce jsou harmonické na R?

(a) 2 —y?
ResSeni: Funkce f je polynom, tedy ma spojité parcialni derivace vSech fadid na
R2.
Dale of of
— =2 - =-2
6$ x’ 8y y7
‘ 0? 0?
OF _, F_ _,
Ox? Oy?

Tedy funkce je harmonické.
(b) z(2? - 3y?)
ResSeni: Funkce f je polynom, tedy ma spojité parcialni derivace vSech fadid na
R2.
Dale
of

97 3z% — 3y, —— = —byx,
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*f
0z2

Tedy funkce je harmonicka.

= 6x

(c) cosz(e¥ —e™Y)

of

Oy?

= —b6z

ReSeni: Funkce f je soucin a souc¢et C*° funkci, tedy mé spojité parcialni derivace

vEech Fadi na R2.

Dale of

92— sinz(e¥ —e™Y),
a o

Pp2 = —Cos z(e¥ —e™Y)

Tedy funkce je harmonické.

—— =cosz(e¥ +e7Y
oL —cosafer )

4. Najdéte funkci f(2) = fi(z,y) + ifa2(x,y), kterd ma tyto vlastnosti:

e je holomorfni v defini¢ni oblasti D,

e jeji redlné (imaginarni) ¢ast je dana harmonicka funkce,

e spliiuje danou podminku f(z9) = wo.

(a) fi(z,y) =2® 4 62%y — 3zy* — 2y° f(0) =0

Reseni: Z Cauchy-Riemannovych podminek potiebujeme, aby f1 i fo mély spojité

parcialni derivace a aby

of o Oh __oh
Ox oy’ oy ox
Mame 9
i = 322 + 122y — 3y°
Ox
Tedy
% =322 + 122y — 3y2
dy
Odtud

fo(z,y) = 32%y + 62y® — y° + c(2),

kde ¢(z) je funkce zavisejici jen na x.

= —(62% — 6zy — 6y7)

= 6y + 6y* + ¢ (x)

Dale
_oh

Ay
a

af2

O
Odtud

—62% = ()

a tedy

d(z) = -223 + K,

kde K je konstanta.
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Dohromady
f(x +iy) = 2° 4 622y — 3zy® — 2y° + i(32%y + 62y* — ¢° — 227 + K).
Protoze f(0) =0, taki K =0 a
fz +iy) = 2° + 622y — 3zy® — 2y + i(32%y + 6xy® — o> — 22°).

(b) S (x,y) =e *siny + 2zy f(0) =0
Reseni: Z Cauchy-Riemannovych podminek potiebujeme, aby f1 i fo mély spojité
parcialni derivace a aby

of o On__0f

oxr Oy’ oy  Ox’

Méme P

on = —e¢ *siny + 2y

Ox
Tedy

f = —e “siny + 2y

Ay
Odtud

fola,y) = e " cosy + y* + ¢(x)

kde ¢(z) je funkce zavisejici jen na x.

Dale 5
_8fy1 = —(e T cosy + 2x)
‘ 0
(97];2 = —e Pcosy +c(x)
Odtud
-2z = c'(x)
a tedy

d(z)= -2+ K,

kde K je konstanta.
Dohromady

f(x +iy) = e “siny 4 2zy +i(e “cosy +y* — 2? + K).
Protoze f(0) =0, tak K = —1 a
f(z +iy) = e Tsiny + 2zy + i(e Ccosy + y> — 2 — 1).

(C> fl(xvy) = :EQ - Q:L‘yv f(O) =0
Reseni: Z Cauchy-Riemannovych podminek potfebujeme, aby f1 i fo mély spojité
parcidlni derivace a aby

of _of  on_ _oh
or Oy’ oy ox
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Mame

oft
Tedy
df2
—= =2r—2
oy oA
Odtud

fo(z,y) = 2zy — y? + c(x)

kde ¢(z) je funkce zavisejici jen na x.

Dale of
1
_L
5L = ~(-20)
a o7
2 /
=2
5y — 2y tc(@)
Tedy
2z = 2y + ' (z),

coz je situace, kterd nemaé reSeni.
Takovou funkci tedy nelze nalézt. Je to proto, Zze zadana f; neni harmonicka.

5. Necht na oblasti D ma holomorfni funkce pouze realné hodnoty. Dokazte, Ze pak uz je
to konstantni funkce.

Reseni: Funkci lze psat ve tvaru f(z) = fi(z,y) + 0i, tedy fo = 0. Pak z Cauchy-
Riemannovych podminek plati

on _, oh

= =-0
Ox ’ oy ’

tedy f1 = ¢(x), kde ¢(x) je konstanta zavisejici na x. Dale ¢/(x) = 0, tedy ¢(z) = K,
kde K je konstanta.
Dohromady fi(z,y) = K a f = K, tedy je konstantni.

6. Necht f = wu(z) + iv(y) je holomorfni na C. Ukazte, ze pak f(z) je polynom stupné
nejvyse 1.
Reseni: Z Cauchy-Riemannovych podminek plati

oh oh

— —
on_, b _,
ax _07 8y _U(y)

tedy u'(x) = v'(y). Pokud zderivujeme obé strany podle z, dostavame
u'(z) =0,

tedy v/(z) = K au(x) = Kx+ L, kde K, L jsou konstanty. Analogicky v(y) = My+ N,
kde M, N jsou konstanty.
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