1. cviceni — Komplexni rovina, komplexni

funkce

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady

Priklady i s feSenim mame z https://homel.vsb.cz/ has081/soubory/KomplexM. pdf

https://www.umat.fekt.vut.cz/ " svobodaz/JMA2/bma2sb.pdf
realisticky.cz

1. Upravte
(a) i? = —1,
i3 =1,
it =1,
125 — 124 5 — 5
Z‘*3_l_ 1 _ 1 i_ ¢ —é—i
B3 =i =i i =21
1 1
._4_ _ _
I
1 1 1
.—T78
= —_— = = :—1
! i T2 T 1. (—1)
(b) FH+ 7 -3
Reseni: Mame
2447 244 i 2i+i® 2i—1 .
7 7 7 7 —1
i i—l_iQ—i_—l—i_1+i
i+1 i+1 i—1 42-1 =2 2 2
2i+1 2i+1 i+1 212+ 2 +i+1 —1+3i 1+
— —_ — . = — = — = —— —1
i—1 i—1 i+1 i2—1 -2 2
Dohromady
2+ i 2 4+ 1 1 ¢+ 1 3
— =1-2 - v 2i=1
i i+l -1 ittty
(0) 155
Reseni:
34+47 344 14+2i 34+6i+4i+82 1
= . = = (=5+10i) = —-1—2i
1-2i 1-2i 1+2 1— 42 5(—5+109) !
1t
(d) 35
ResSeni:
T+7 1—i 2—i 1
= . = —(1—-3i
5= 21 2-i 50 %)
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https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php
https://homel.vsb.cz/~has081/soubory/KomplexM.pdf
https://www.umat.fekt.vut.cz/~svobodaz/JMA2/bma2sb.pdf
http://www.realisticky.cz/ucebnice/01%20Matematika%20S%C5%A0/06%20Komplexn%C3%AD%20%C4%8D%C3%A Dsla/02%20Goniometrick%C3%BD%20tvar%20komplexn%C3%ADch%20%C4%8D%C3%ADsel/06%20Komplexn%C3%AD%20%C4%8 D%C3%ADsla%20jako%20vektory%20v%20Gaussov%C4%9B%20rovin%C4%9B.pdf

2. Urcete absolutni hodnotu

(a)

4—2i 4—-92 3—i 10 — 104
‘3+i ’3+i 3 ‘ 10 1-il=VI+T=v2
(b)
M—3ﬂ+z VI6+9+i| |5+i 342 |13+13i
3—2i 3—2i C13—2i 3+42i| 13

=[1+il=vVi+1=V2
3. Prevedte na goniometricky tvar
(a)
3=3-(1+0¢) =3(cos0+isin0)
Alternativné lze ur¢it pfimo z obréazku.
(b)

10 —10i = 10 - V2 (f + z\[> =10v2 (COS(—%) +isin(—%))

(© .
1 3
sin 30° + i cos 30° = sin% —i—z’cos% =3 +i7 = 1(cos§ —I—ising)

4. Prevedte na algebraicky tvar

(a)
5(cos 11w +isin1lm) = 5cosm + isinm) =5(—1+1i-0) = =5
(b)
1 1
ﬁ(cos?f)ﬂ—i—zsm?fﬂ) = ﬁ(cos%—i—isin%) :\/5(4—1\2[) =141

Applet na grafické operace s komplexnimi ¢isli je tu:
Séitan{ a odcéitani
Nésobeni a déleni

5. Jsou dana Cisla zy = 3 + 2¢ a 20 = —2 + 3i. Zakreslete je v Gaussové roviné a feste
graficky

(a) 21 + 22
(b) 21/2
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https://www.geogebra.org/m/pfynydau
https://www.geogebra.org/m/cdzrn8yb

Resent:

Z:“"Zz

35
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6. Jsou dana ¢isla 21 = —1+41 a 20 = 1414. Zakreslete je v Gaussové roviné a feste graficky

(a) 21 - 22
(b) 21 — %9
(c) 221
ResSeni:
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7. Zakreslete do komplexni roviny

(a) [z =i =1

Reseni: PiSeme jako |z — (—i)| = 1, coZ lze interpretovat jako takova z, jejichz
vzdélenost od bodu —i je rovna 1. Tedy kruZnice o stfedu —i a poloméru 1.

Fialova kruZnice na obrazku nize.
|z +3—5i| =3

Reseni: Piseme jako |z —(—345¢)| = 3, coZ lze interpretovat jako takova z, jejichz
vzdalenost od bodu —3 + 5¢ je rovna 3. Tedy kruznice o stfedu —3 + 5¢ a poloméru

3.

Cervenéa kruZnice na obrazku.

-1

(c) 1<|z4+1 <2
ReSeni: Podobné jako pfedchozi priklady.
poloméru 1 a 2.

Dostaneme mezikruzi o stfedu —¢ a
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(d) |z]=1—2:
ReSeni: Absolutni hodnota musi byt realné ¢slo, tedy feSenim je (.

(¢) Rez=Imz
ResSeni: Takova komplexni ¢isla z = a + bi, pro néz a = b, tedy osa 1. a 3.
kvadrantu.
1:5
1
0.5
1.5 - 0.5 0.5 1 1.5
=0.5
=1
1.5
(f) Imz = —i
Reseni: Imaginarni ¢ast komplexniho ¢isla musi byt realné ¢islo, tedy feSenim je

8. Vyjadfete hodnoty

(a) (1+1)% Vyjadifme v goniometrickém tvaru, tedy

(1+i)=vIt1 <\[ +z\[> \/i(cos% +isin£)

Pak
1+1)° = (x/i(cosg +isin %))6 = (v2)%(cos 3% + isin3g) = 8(—i)
(b)
(5v/3 — 5i)"
Reseni:
|(5V/3 — 5i)] = V75 +25 = 10

Pak

(5v/3 — 5i) = 10(? — %) = 10((:03(—%) +Z'sin(_%)
Odtud

7 7 3 ]
(5v/3 — 51)" = 107 (cos —g + isin(—gw)) = 107(_\2[ + %)
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Regeni: Hlavni hodnota:
\2/1 = 4% = 6% 10g4.
Déle |4 =4 a 4 = 4(cos0 + isin0).

Plati
log4 = log4 + 0 = log 4.

Tedy
weélogzx _ 6%(10g4) —9

Dalsi hodnoty: 4562%'”, kde k € Z. Tedy

My(4) = {2.-2)

v/ —8

Y—8 = (~8)3 = e3los(-8),
Dale [(—8)] =8 a (—8) = 8(cos 7 + isinm).
Plati

log(—8) = log8 + im = im
Tedy

v/ (—8) = e3108(~8) — o3 (log8tim) elogg% (COS% + isin g) = 2(% +i—

Dalsi hodnoty: (—8)%62%’”", kde k € Z. Tedy uvazujeme navic vyrazy

1 o 2m 1 ; -
63(10g8+m)6 3 — 3 log8+mi _ 2(Cos7r+zslnﬂ') = -2

T}

1 o) Ami 1 5 ) .
e3(log8+im) 75t _ glog8tgmi _ 2(cos = + isin gﬂ') = 2(2 5

Mi(-8)={-2,1= V3i}

e = el(cosT +isinm) = —e
(f) - -
.
e*T2" = ¢%(cos 5 + isin 5) = e?i
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(g) log(1+1)
I\T/Iz’;me 1+i=v1+1=+2 Dalel+i= \/Q(% —I—i%) = V2(cos § +isin%).
edy

log(1 +14) = log(V/2) + i

D

()
In(—1)

Méame | — 1] =1a —1 =cosm + isinw. Tedy

log(—1) = log(1) + im = im.
(_1)2' _ 6ilog(fl) — VI _ T

ii — eilogi
Dale |i| =1, i = cos § +isin 5. Tedy logi = log1 +i5 = i5. Dohromady

[ME]
[ME]

i'=e"2=¢
(k)
cos(m — 1)
ReSeni: Mame o 4
™0 = 1™ — e(cosm +isinm) = —e
a . . .
e — o717 — o7l (cos —r + isin—7) = —e !
Tedy
. 1 1
cos(m —1i) = 3 <_e + (—e))

cos(1+iIn2)
Reseni: Mame

. . . _ 1
ez(l-i-zlogQ) — e~ log2+i _ 610g2 1(COS 14 dsin 1) _ E(COS 14 isinl)

e~ i(1Hilog2) _ o+log2=i _ (o082 (065(—1) 4 isin(—1)) = 2(cos 1 — isin 1)

Tedy

1 ) 3
<2(cosl +isinl) 4 2(cos1 — isinl)) = Ecosl - ZZ sin 1

N =

cos(l1+iln2) =
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sin(m + 1)
ReSeni: Mame
i(m+i) —1+im -1 j si !
e —e =e (cosm+isinm) = ——
e
a . ;
e—z(7r+z) — elmim — 1 (cos(—ﬂ') + iSiH(—ﬂ')) = —€
Tedy

. . 1 1 i (1
81n(w+z):%<—€+e> =5 <e—e>

9. Najdéte realnou a imaginarni ¢ast funkce f, urcete defini¢ni obor.
(a)
f)y=z+1—1i
Regeni:
fz)=a+bi+1—i=(a+1)+i(b—1),

tedy Re f(z) = (a+ 1), Im f(2) = (b—1).

Defini¢éni obor: Dy = C.
(b) F(z) = Sk

Reseni: - - ( b)
t= N —a— i(a —
f(z)= \@(a+bz)_ %
tedy Re f(2) = =22, Im f(2) = !

Defini¢ni obor: Dy = C.
(c) f(z) = ez, a€0,2n]
Reseni:
f(2) = € “(a+bi) = (cosa+isina)(a+bi) = acosa — bsina +i(asina -+ bcos )

tedy Re f(z) = acosa — bsina Im f(z) = (asina + bcos a)
Defini¢ni obor: Dy = C.

(d) f(2) =5
Reseni: 1 bi
a + bi
0= Varr
tedy Re f(z) = \/ﬁ, Im f(2) = \/ﬁ

Defini¢ni obor: Dy = C\ {0}.
(©) f(x)= e
Reseni: o '
f(z) = e7Hatbi) — ¢b=ai — ¢b(cog(—a) + isin(—a))
tedy Re f(z) = e’ cosa, Im f(z) = —e’sina.
Defini¢ni obor: Dy = C.
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10. PopiSte mnoziny

(a) 2. kvadrant véetné hranice
ReSeni: Napf.: z € C takové, Ze Im z > 0 a zaroveir Re z < 0.
Nebo: z € C takové, ze z = 0 nebo arg z € [5, 7]
(b) Vnitini oblast kruznice se stfedem v 1 — i, ktera se dotyka realné osy

Reseni: Zakreslime bod do komplexni roviny a na¢rtneme nejprve kruznici. Vidime,
7e hledame kruznici se stfedem 1 — ¢ a polomérem 1. Tomu odpovidaji body:
|z — (1 —4)| = 1. Vnitini oblast kruznice pak lze popsat jako

|z — 14| < 1.

(c) Mnozina kruznic, které se dotykaji imaginarni osy v pocatku
Jde o kruznice, které maji stfed na realné ose a polomér roven vzdalenosti stfedu
od pocatku. Jde tedy o takova z, Ze

|z = 1| =1r],

kde r € R.
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