12. cviceni — 3D integréal
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Teorie

Véta 1 (o substituci). Necht G C R"™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté requldrni
zobrazeni. Necht u je funkce na M C p(G). Potom

/ u(z) d = / ul( ()T (0)] .
M e~ (M)

pokud alespon jedna strana md smysl.
Algoritmus

1. Nakreslime mnozinu.
2. Aplikujeme valcové/sférické soufadnice a najdeme meze.

3. Nezapomeneme na Jakobian a spocteme.

Hint

t 1 t 1
sintdt = - — —sintcost cos’tdt = — + —sintcost
2 2 2 2

Priklady

Zdroje prikladi a feSeni:
http://mat.fsv.cvut.cz/Sibrava/Vyuka/vic_int.pdf
https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416
https://fix.prf.jcu.cz/"eisner/lock/UMB-566-materialy/matematika-sbirka-1I
II-Krivkovy_integral.pdf
https://homel.vsb.cz/"boul0/archiv/ip2.pdf
https://is.muni.cz/el/1433/jaro2009/MB102/7448541/skripta4.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/habala/teaching/veci-ma2/ma2r4.pdf
http://www.matematika-lucerna.cz/matalyza/resene-matika3.pdf

1. Spoététe objem télesa, kde M := {[z,y,2] € R*0 <y < 1;0 < z < arctany;0 < z <
6z
1+ 92
2. Za pomoci substituci spoctéte integraly
(@) / 22+ 2 AN, kde M = {[z,y,2] e R} 1< 2 <22 +4? <1}
M
(b) Spoététe objem mnoziny M, kde M := {[z,y,2] € R3}; -1 <z < 1,2 > 0,92 + 22
1}
(c) / 1dA, kde M := {[z,y, 2] € R%; 2% + 9% + 22 < 1}
M

IN

1
@ [ e M= {ng] €% <0 4P 42 <42 <0)
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(e) / Va2 +y?+22d)  kde M = {[z,y,2] € R®m,y,2 > 0;22 + 9% + 22 < 1}
M

(f) Spoctéte objem t&lesa, M = {[x,y, 2] € R%; 22 + 4y + 22 < 4}

© [ 2\ e M = {o.y2] € B 47 <2 < 122 0)
M

(h) / Vaz+y? dX , kde M = {[z,y,2] e R} 2?2 +¢y? < 2 <1}
M

(i) / zdA , kde M = {[z,y,2] ER30< 2z <4—2y/22 + 42}
M

Bonus
3. Muffin: Spoctéte objem télesa T uréeného vztahy z2 + y? < 22, 1 < 22 + y? + 22 < 4,
z > 0.

4. Kornout se zmrzlinou: Spoététe objem t&lesa T uréeného vztahy 22 4+ y? < 22 < 6 —
(22 +9?), 2 > 0.

5. Urcete hmotnost krychle o strané 2a. Hustota krychle je pfimo imeérné ¢tverci vzdalenosti
od pruseciku télesovych uhlopficek a ve vrcholech je rovna 1.

6. Urcete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pfimo Gmérna vzdalenosti od
stfedu koule a na povrchu je rovna 1.
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adte rovnici obrazku.

{[,y,2] €ER31 <2< 222+ 942 < 1}

b) {[z,y,2] € R3 22 +9y? <251 < a? +y? + 22 < 4,2 >0}
[

Fir
)
)
(¢) {lz,y.2] e R%a2® +4* < 2 <1}
(d) Ohrani¢eno plochami z =0, z = 3, 22 + 4% — 22 = 0 a navic y > 0
(e) {lz,y,2] € R%a? + 4% + 22 < 1;2 > 0}
(1) {[z,y,2] € R3;0 < 2 <4 —2\/22 + %}
(g) {[z,y,2] eR} 1 <a?+y2+22<4,2<0}
(h) {[z,y, 2] € R a® + 4y +z2<4}
() {lz,y,2] eR} 22 +y> + 22 < 2}
(J) {[‘T7y72] €R3,m§2§6—(z2+y2)}
)

(k) M = M; U My, kde M; =[0,1] x [0,1] x [0,2] a My = [0,1] x [1,2] x [0,1]
) {[x,y,2] €eR¥ -1 <2< 1;2> 092+ 22 < 1}
Zdroj: https ://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416
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