11. cviceni — 2D integrél
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz
Teorie

Véta 1 (Fubiniova). Necht n,m € N, E C R™™ je lebegueovsky méfiteln4 mnoZina a
f+ E — R je lebegueovsky mé¥itelnd funkce. Pfedpokladejme, Ze integral

/ f(z,y) dAm+m
E

mé smysl. Pak vSechny integraly niZe maji smysl a plati

[raem— [ ([ separw)wo=[ ([ fepoe)om,

Véta 2 (o substituci). Necht G C R™ je oteviend mnoZina a ¢ : G — R™ je prosté requldrni
zobrazeni. Necht u je funkce na M C ¢(G). Potom

/ u(z) d = / u(p ()T (1)) dt,
M e~ (M)

pokud alespon jedna strana md smysl.
Algoritmus

1. Nakreslime mnozinu.
2. Ur¢ime meze, ptipadné aplikujeme polarn{ soutadnice.
3. Nezapomeneme na Jakobidn a spocteme.

Hint

t 1 t 1
/sinztdt: 3 —isintcost /cosztdt: §+§sintcost /tsintdt:sint—tcost

Piiklady

Zdroje pifkladi a feSent:
http://mat.fsv.cvut.cz/Sibrava/Vyuka/vic_int.pdf
https://math.fme.vutbr.cz/download.aspx?id_file=602492416
https://fix.prf.jcu.cz/ eisner/lock/UMB-566-materialy/matematika-sbirka-1I
IT-Krivkovy_integral.pdf
https://homel.vsb.cz/ boul0/archiv/ip2.pdf
https://is.muni.cz/el/1433/jaro2009/MB102/7448541/skripta4.pdf
https://math.fel.cvut.cz/en/people/habala/teaching/veci-ma2/ma2r4.pdf
http://www.matematika-lucerna.cz/matalyza/resene-matika3.pdf
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Dvojny integral
1. Vypocitejte dvojny integral pies mnozinu M

(a) / wsiny d\, kde M = [1,2] x [0, T]
M

(b) / y d, kde M je uréena vztahy 22 —y+2=0az+y —4=0.
M

(c) / % d\, kde M je uréena vztahy 1 <z <y < 3.
MY

(d) / /Y d\, kde M je urtena vatahy z =0,y =1,y =2ay? =z
M

(e) / zy? dX M je urfena vztahy 22 4+ 32 —1<0az+y—1>0.
M

(f) / 1 d\, kde M je uréena vztahy v +y =4, z +y = 12 a 3% = 2z.
M

2. Zmeénte potadi integrace

@ [ [ renme o [ [ enay © [ [ e

3. Sestavte (nepocitejte) integraly z funkce f(z,y) = sin® x cos zy® pies mnoziny
(@) M ={[z,yliz <2;1<y<e”}
(b) M ={[z,y};0 <z <2—x<y<a?}
(¢) M ={[z,y];2®> —4x +5 <y <6z —3—2%}
(d) M na obrazku

A
y=dr
=
f
Y=z
() 1 *
Y=z

Bonus

4. Spoctéte integral / ¥ d\, kde M =[0,1] x [1,2]. Zkuste zaménit pofadi integrace.
M
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Polarni souradnice

5. Zakreslete nasledujici mnozZiny:
(rcosa,rsina),

(a) r€[0,4], a € [0, 5] (e) re[l,4], a €10, 7]
(b) r€[0,4], a € [0,7]

(©) €[04, a € [-m] (0 re 24l aclom
(d) re [074]7 o€ [0727T (g) re [_174]7 o€ [_ﬂ—?ﬂ-]

6. Spoctéte za pomoci substituce

(a) Spoctéte obsah kruhu o poloméru r > 0.
(b) / eV A\, kde M = {[z,y] € R?,z < 0;y < 0;2% + 32 < 1}
M
(c) / x d\ kde M = {[z,y] € R, x,y > 0,1 < 22 + % < 4}
M
O [ (@ +47) A e M = {fzp] B2 5 + 5 <1)
(e) / arctan% d\, kde M = {[z,y] € R2 22 + > < 1,y > 0}
M
In(z* +¢%)
(f) /M Ty gp A kde M= {[z,y] e R* 1 < 2? +y%y > 0}
(5)B / siny/22 +y2 d\, kde M = {[z,y] € R%, 7% < 22 + y? < 472}
M

7. Zapiste nasledujici mnoziny poldrnimi soutadnicemi

3 s
4
1t )
s
1 6
2 4 0 1 2
3 2 1 0 1 2 3
1
=1+
-2
> 3

puts + 9s007— = gppuisy [ (39)
49 = [ ‘o uls ug ‘0500 ug (P9)
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Figure 1: http://brownsharpie.courtneygibbons.org/wp-content/comics/2006/10/2006-10-15-polar-coordinates
-jrg
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