10. cviceni — Lagrangeovy multiplikadtory
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Najdéte globalni extrémy funkef na mnoziné M

(a) flz,y) =2 +y, M ={[z,y] € R*:2” +y* =1}
ResSeni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p

daf

e Oznatme g(z,y) = 22 + y?> — 1 a G = R?. Pak lze vazebnou podminku psat
jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~!(0). Tedy jde o vzor uzavifené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena. M je navic omezené - jde o kruZnici se stfedem v pocéatku
a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémd.

05

05k

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikiatorech. Pifedpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VysSetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y) = (0,0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.

— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikatorem A.

of dg
8x+/\ ox 0
of . g
ay—i—)\ By = 0
g(z,y) = 0
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Tedy

204+ A2z =
1+X-2y =
B2y o1 =
7 prvn{ rovnice mame
2x(14+X) =0.
Tedy x = 0 nebo A = —1.
Pokud x = 0, tak z vazebni podminky je
y' =1

tedy mame podezielé body [0, 1] a [0, —1].
Pokud A = —1, tak z druhé rovnice je y = % 7 vazebni podminky pak
Po4la -4 3.

méame podezielé body [%5°, 5] a [-%5°, 5

22
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

f(0,1)= 1
f0,-1)= -1
PR D
2'2) 4
FYECE D
2°2) 4

Tedy funkce nabyva minima v bodé [0, —1] s hodnotou —1 a maxima v bodech
[:I:‘/g 1] s hodnotou 2.

22
(b) f(z,y) =dw+3y—4, M ={[z,y] eR*: (z —1)* + (y — 2)* = 1}
ResSeni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
df

e Oznatme g(z,y) = (r—1)?+(y—2)?—1a G = R% Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y) = 0. Navic f,g € C1(G) (polynomy).
Dale M = g~1(0). Tedy jde o vzor uzavi¥ené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviena. M je navic omezend - jde o kruznici se stfedem v bodé
[1,2] a polomérem 1. Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémi.

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikatorech. Pfedpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— Vysetfeme body, kde méa g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde

Vg=(2x—-2,2y —4) = (0,0).

Tedy (z,y) = (1,2). Tento bod ale nelezi v M.
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— Vysetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikidtorem .

of dg

GotA g =0

of dg
g(z,y) = 0

Tedy

2
_1=_-=
v A
3
—_9=_"-
y 2\

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoze nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme

tedy méame podezielé body [%, %] a [%, 2]
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e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
17
[ 1
r(53)
9 13
-, — = 11
1(33)

Tedy funkce nabyv4 minima v bodé& [%, %] 8 hodnotou 1 a maxima v bodé
[2,43]. s hodnotou 11.

57
(¢) f(z,y,2) =2 —y+32, M = {[z,y,2] € R3: 22 +¢% + 422 = 4}
ReSeni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
daf

e Oznatme g(z,y,2) = 22+ y? +42% —4 a G = R3. Pak lze vazebnou podminku
psat jako g(z,y,z) = 0. Navic f,g € C(G) (polynomy).
Dale M = ¢g~1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviend. M je navic omezend - jde o povrch elipsoidu se stfedem
v pocatku, ktery se vejde do koule B(o0,3). Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrémd.

\

Py 10

Figure 1: Obarveni povrchu naznacuje funkénf hodnotu

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikatorech. Pifedpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VySetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (2z,2y,4z) = (0,0,0).

Tedy (x,y,2) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.
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— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of 99 _
8+)\8x_0

of dg
6y+/\ oy 0
of dg
52 + A oy 0

g(z,y,2) = 0
Tedy
1+XN- 22 =
—1+X-2y
3+ X8z
4yt 4 -4 =

o o o o

Z prvnich dvou rovnic mame

_ L
T ToN
R
Y= 9
z B _3
)

(Vylouéili jsme moznost A = 0, protoze nespliiuje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme

Ao Y17
8
tedy méme podeztelé¢ body [\/%, —\/%, \/%] a [—\/%, \/%, —\/%]
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:
4
V17
(W \F \ﬁ )
(- )= i
NG vy

3
Tedy funkce nabyva minima v bodé ( ik f’ —\/—1—7> s hodnotou —v/17 a

maxima v bodé ( 4 4 ) s hodnotou /17

VT V1T VAT
(d) f(z,y,2) =2 +2y+32, M ={[z,y,2] ER3:x—y+2=122+y? =1}
Reseni:
Zdroj: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.p
daf
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e Oznatme g1(z,y,2) =x—y+2—1, ga(x,9,2) = 22 +9y* —1 a G = R3. Pak Ize
vazebnou podminku psat jako gi(x,y,z) = 0 a zaroven gs(z,y,2) = 0. Navic
f,9 € CH(G) (polynomy).

Dale uvazujme My = gl_l(O). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny p¥i spojitém
zobrazeni, tedy je M; uzaviena. Analogicky Dale uvazujme My = g *(0).
Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pfi spojitém zobrazeni, tedy je My uzavriené.
Protoze M = M; N My, jde o prunik dvou uzavienych, tedy je také uzaviena.
M je navic omezena - jde o prunik valce a roviny. Mame tedy |z| < 1, |y| <1,
odsud —1 < z < 3. Tedy M je kompakt.

Tedy funkce f nabyvi na M extrémi.

Figure 2: Obarveni povrchu naznacuje funkénf hodnotu

e Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. PFedpoklady jsou splnény
(viz vyge).
— VysSetfeme body, kde jsou vektory Vg; a Vgo linedrné nezavislé. Hledame
tedy body, kde

Vg1 = (17 -1, 1) =kVge = (2$a2y50)

Tedy (z,y,2) = (0,0,0). Tento bod ale nelezi v M.
— VySetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikitory A a pu.

of g1 dga
or TN or T e T
of g1 dga
ay-l-)\ By + oy 0
of g1 dga
$+)\'8—+M'E = 0
g(x,y,Z) =0
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Figure 3: Takto vypada vazba

Tedy
1+ 14+p-22 0
24N —14+p-2y = 0
3+XA-1+p-0 = 0
r—y+z—1 = 0
2+yP-1 = 0.
Ze tteti rovnice méme, ze A = —3. Z prvnich dvou rovnic mame
1
T=—
1
__5
y= 2

(Vylouéili jsme moznost p = 0, protoze nesplituje soustavu rovnic.)
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme

2
L

2

tedy méame podezielé body [ﬁ, —%, 1-— #] a [—%, %, 1+ werik

e Porovname hodnoty ve funk¢nich bodech:

P 5 7
f(ﬂg’_ﬂg’l_ﬁ9>: SovE
f(— 2 5 4,7 )— 34
V29 V29T V29)

V29
9
V29
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Tedy funkce nabyva minima v bodé {%, —%, 1-— ﬁ] s hodnotou 3 — /29

a maxima v bodé [—%, %, 1+ ﬁ} s hodnotou 3 + \/%
(e) [(ffay) =22 +9% M = {[z,y] € R?: 522 — 6zy + 5y?> — 4 = 0}

ResSeni:
Zdroj: https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.pdf
e Oznatme g(x,y) = 5z — 6zy + 5y> —4 = 0 a G = R%. Pak lze vazebnou

podminku psat jako g(x,y) = 0. Navic f,g € C}(G) (polynomy).
Dale M = g~1(0). Tedy jde o vzor uzaviené mnoziny pii spojitém zobrazeni,
tedy je M uzaviené.
M je navic omezend - jde o pootocenou elipsu (to by se ukizalo, kdybychom
,0tocili“ soustavu soufadnic). Omezenost plyne z téchto odhadu:

5(x% 4+ %) = 4 + 62y < 4+ 3(a® + 17)

tedy
20z + %) <4

Tedy M je kompakt.
Tedy funkce f nabyva na M extrému.

05 e -1
ap e ]

¢ Aplikujeme vétu o Lagrangeovych multiplikdtorech. Predpoklady jsou splnény
(viz vyse).

— VysSetfeme body, kde mé g nulovy gradient. Hledame tedy body, kde
Vg = (10z — 6y, —6x + 10y) = (0, 0).

Tedy (x,y) = (0,0). Tento bod ale nelezi v M.
— VysSetfeme nyni soustavu rovnic s multiplikdtorem A.

of dg
%+/\'a? = 0
of dg
9, A g, = O
g(z,y) = 0
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Tedy

2z + A (10x — 6y) =
2y + X\ - (=6 + 10y)
522 —6zy +5y° —4 = 0.

7 prvnich dvou rovnic mame

z(bA+1) = 3\y
y(bA+1) =3z
Vylou¢ime moznost A = 0, protoze pak by byl fesenim bod (0,0), ktery
nesplituje vazebn{ podminku. Analogicky vylou¢ime moznost (5A+1) = 0.
Uvazujeme-li x = 0, tak opét vyjde feseni (0,0). Analogicky pro y = 0.
Miuizeme tedy obé rovnice vynéasobit postupné y a x. Dostaneme
yz (51 + 1) = 3)\y?
zy(5A + 1) = 3 z?

Tedy y = £x.
Dosazenim do vazebni podminky ziskdme pro y = =

522 — 622 + 522 —4 =0

aproy= -z
522 + 622+ 522 —4=0

!

)

[N
N~

tedy mame podeztelé body [1,1], [-1,-1], [3,—3] a [-
e Porovname hodnoty ve funkénich bodech:

fL,1)= 2
f(=1,-1)= 2
1 1 1
11 1
f(_i’i) = 5

Tedy funkce nabyva minima v bodech [3, —3] a [—3, 3] s hodnotou § a maxima
v bodech [1,1], [-1,—1] s hodnotou 2.

Zkouskové priklady
Zdroj: https://www.karlin.mff.cuni.cz/"zeleny/vyuka.php
2. Najdéte globélni extrémy funkci na mnoziné M
(@) flz,y,2) =ay+yz, M ={[z,y,2] eR 2’ + 32+ =Lz +y+z=1}
(b) flz,y,2) =2+ e, M ={[z,y,2] ER®:a? + 9> + 22 = 1,a% + 4 = 2%}
() flz,y,2) =a® + 2w+ 9’ +2, M = {[z,y,2] €ER*:2? + 9 + 22 = Lo = y° + 27}

Matematické analyza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristyna Kuncova 9



Dosadime-li z = 7 a pouZijeme-li (7) = 0, dostaneme ¢'(7) = 0 a ¢”(7) = 0.

Q Priklad A4 : Mnozina M je omezena a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
&y Apojitd na M, takZe na M nabjyva svého maxima i minima. Spoétéme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnit¥ mnozin M existuje bod, kde jsou obé parcialni derivace

funkce f nulové.

3

of _ of _ .a ‘ .
%(:ﬂ,y) ‘_4$ y'-‘ 8y(3ﬂjy)_x 4 [j‘?y] E]R .

Obé parcidlni derivace jsou nulové pro [0,y]; y € (—2,2). Hranici mnoziny M si rozdélme
na dvé ¢asti:

H ={[z,y) € R%} z* +y* = 16,2 > -1}, Hy = {[-1,y] € R* y € (— V15, V15)}.
Pro nalezeni podeztelych bodii na mnozing H; pouzijeme metodu Lagrangeovych multipli-

katoru. Vazebna podminka je uréena funkei g(z,y) = 2% + y* — 16, ktera je (stejné jako f)
t¥idy C'(R?). Pro parcidlni derivace funkce g plati

0 3]
a_,i(:cay) :41'31 a_i(mt?) :493} [‘Tat] ERQ'

Pro kazdé [z,y] € H; plati —g%(:r,y), g-g(m, y)) # (0,0). Redme nasledujici soustavu

(1) z* + y* =16,
(2) 4z3y = Ma®,
(3) z* = My?.

Z (2) vyplyva, 7e x = 0 nebo y = X\. V prvnim piipadé dostaneme z (1), e y =22, ¥
druhém p¥ipadé dostaneme z (3), Ze x = v/2y nebo z = —+/2y. Dosazenim do (1) obdrzime
body

[2\/52 [2\/5 2 [2\/52 2v2 2
Posledni dva body ovSem nespliuji podminku z > —1.
Zkoumejme chovani na mnoZiné H,. Funkce f mé na H, tvar:

f(-Ly)=y  ye(-V15V15).
Dalsimi podezielymi body tedy jsoun
-1, V18],  [-1,-V13]

Porovnéanim funkénich hodnot v podezielych bodech zjistime, 7e f nabjv4 maxima na
R T g [2y2 .2 e & |22 __2
mnoziné M v bodé [%\%, %} a minima v bodé [—3\%, q‘/—g]



J_»,)

Funkce [' je definovédna na R? a pro jeji parcialni derivace plat:
oOF

—(5[?., y) = Smsy e 3332 = Y,

oz

OF

—(z,y) = 22" + 3y* + z.

dy

Obé parcialni derivace jsou na R? spojité, stejné jako jejich parcialni derivace, tj. F €
C%(R?). Déle plati F(1,0) =0 a g—;(l, 0) = 3 # 0. Tim jsme ovéfili, Ze nade rovnice uréuje
v jistém okoli bodu [1,0] implicitné zadanou funkci proménné z, ktera sama je t¥idy C2.
Funkci ozna¢me ¢ a jeji derivace vypocitejme postupnym derivovanim vztahu

20 0(@) + % + p(a)® + 2p(@) — 1 =0,
82°p(z) + 22 ¢ (z) + 32 + 3p(2)%¢' (z) + p(z) + z¢' (2) = O,
242%p(z) + 82°/(x) + 8%/ (z) + 207" (2) + 62 + 6p(2)('(2))? + 3p()" ()
+¢'(z) + ¢/ (z) + z¢" (z) = 0.

Dosadime-li z = 1 a pouzijeme-li ¢(1) = 0, dostaneme ¢’(1) = —1 a ¢"(1) = 4.

Priklad B4 : MnoZina M je omezeni a uzaviena, a proto je kompaktni. Funkce f je
spojitda na M, takze na M nabyva svého maxima i minima. Spoc¢téme parcialni derivace
funkce f a zkoumejme, zda uvnitf mnoZiny M existuje bod, kde jsou obé parcidlni derivace
funkce f nulové.

of o

= OF . o o 2 gl
o1 '.'y) =2, _—(:va) =4, [:E?y] € R”.

oy

Obé parcidlni derivace jsou vzdy nenulové a proto f nabyvéa extrémii na hranici M. Hranici
mnoziny M si rozdélme na t¥i ¢asti:

Hy={z,y) eR? Yz + yy=1,2>0, y > 0},
H> = {[0,y] e R* y € (0,1)},
H3 = {[z,0] € R* z € (0,1)}.

Pro nalezeni podezielych bodii na mnoZing H; pouZijeme metodu Lagrangeovych multipli-
katori. Vazebnd podminka je urcena funkei g(z,y) = /z + Wy — 1, ktera je (stejné jako
f) tiidy C' na prvnim otevieném kvadrantu. Pro parcilni derivace funkce g plati

dg I . 0 1 .
5, (@ y) = 274, %(-’Esy): v z>0,y>0

Pro kazdé [z,y] € H, plati (ggf(ac,y), gﬁ(m, y)) # (0,0). Re¥me nasledujici soustavu

(1) \4/5_1' \4/@: 11
(2) 2= Aim_e’“,

1
(3) Hi= )\Zy_g'm.



Z (2) a (3) vyplyvé, ze x = 23/2y. Dosazenim do (1) obdrzime podezfely bod

243 1
(21/3 -+ 1)4 ¥ (21/3 + 1)4

Zkoumejme chovani na mnoziné Hs. Funkce f mé na H, tvar:

fO,y) =4y, ye(0,1).

Dal8imi podezielymi body tedy jsou [0, 0], [0,1].
Podobné zkoumejme chovani na mnoziné Hz. Funkce f ma na Hj tvar:

Fl&,0)= 29, z € (0,1).

Podezrelymi body tedy jsou [0,0], [1,0].
Porovnanim funkénich hodnot v podezfeljch bodech zjistime, %e f nabyva maxima na
mnoZziné M v bodé [0,1] a minima v bodé [0, 0].

Priklad B5 : Funkce, kterou mame integrovat, je definovdna na R\ {—1}. RozloZme nasi
funkei na parcialni zlomky:

222 + 31 +2 1 Loy |

(x+1)(z2+2+1) &m+1+m2+m+1'

Nyni integrujme jednotlivé parcialni zlomky:

1 c
/ dz = log |z + 1|,
-1

/’ T+1 i 1/ 2r +1 d +1/ dx
—_—dr = — _— —_ —
24+r+1 2) 2+z+1 a 2) 224241

= %log(:r2+:f:+1

1 dx
)+§f($+1/2)2+3/4
dx
2 +1)/v3)2+1

e 1 1 2z +1
= Zlog(z®? +xz+ 1) + — arct (—)
5 g( ) 7 e =z

1. ., 1 4
e = - 15 W
2log(:c + 1+ )-|-2 3/((

Dohromady tedy mame

/ 222 + 31 + 2
(

c 1 1 2$_+_1
B = 1 —1 2
1*+1)(-’I?2+3:+1)d" log |z + |+20g(3: +:‘C+1)+—arctg( )

V3

o

na intervalech (—oo, —1) a (—1, +00).



Priklad F4 : MnoZina M je omezend a uzaviens (Jedna se o elipsu), a proto je kompaktni.
Funkce f je spojita na M, tak’e na M nabyva svého maxima i minima. Hledejme nejprve
podezielé body uvnitf mnoziny M. Pro parcialni derivace funkce [ plati:

0

gg(x, y) =2z - ¢~ (2240 | (2% + Ty?)e =" %) (—4z),
0 52,2 52,2
%(r,y) =1y e 20 4 @ 4 7y)em 0 (gy),
Uvnitf mnoziny M hleddme ty body, kde Jsou obé parcidlni derivace nulové. To jsou pravé
ty body z M, které spliji

2z(1 - 2(z® + 7y%)) =0,
2y(7 — (2% + 792)) = 0.
Resenim této soustavy jsou body [0,0], [1/v2,0], [~1/v/2,0], [0, 1], [0,—1], pouze prvni
t¥i vSak lezi uvnitf mnoZiny M.
Podezielé body na hranici M hledejme metodou Lagrangeovych multiplikdtord. Mno-
zina H(M) je ur¢ena pomoci vazebné funkce

9(z,y) = 2° + 4y? — 1.
Funkee f i g jsou t¥idy C!(R?). Pro parcialni derivace g plati

dg _ Jg "
5, (%1Y) = 2, 83{(&"-}9) = 8y.

Vektor (2z,8y) je nulovy, pravé kdy? [z,y] = [0,0]. Tento bod oviem nelezi na hranici
mnoziny M. Nyni budeme fesit ndsledujici soustavu

(1) 2z - e~ (22" +y%) 4 (22 + Ty?)e~ =437 (—4z) = 2z,
(2) 14y - e~ (22" 497) (@2 + 7y?)e =) (—2y) = 8\y,
(3) 7%+ 4% = 1.

Z (1) vyplyvé, ze x = 0 nebo e~ 22" +¥™)(1 — 2(z® + 7y%)) = A az (2) vyplyva, Fe y = 0
nebo e~ (2" 4% (7 — (32 4. 7y?)) = 4X. Pokud z = 0, pak podle (3) je y = £1/2. Pokud
y =0, pak podle (3) je z = +1. V pfipadé, e z £ 0 a y # 0, musi byt

46N (1 _2(2% 4 TyP)) = e~ B H)(7 _ (22 4 7y2)).

Odtud plyne 7(z* + 7y?) = —3, co? je spor.
Nalezli jsme tyto podezielé body

[030]1 [1/\/5}0]? [—1;’\/5,0], [0*1/2]3 [O}_-1X2]! [1?0].‘ [_1’0]'

Funkce f nabyva maxima v bodech [0,1/2], [0, —1/2] a minima v bodé [0, 0].



Bez Lagreangeovych multiplikatora

3. Najdéte extrémy funkci na mnoziné
(a) f(z,y) =2 —22%y + 3y’ na M = [-1;1]?

Regeni: Priklad mame z https://matematika.cuni.cz/dl/ikalkulus/KAP17.
pdf
e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,-1), (1,-1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojitd funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(sou¢in dvou uzavienych intervali) a omezend, tedy je kompaktni.

Tedy f na M nabyva extrémi.

4 L ]
0.5
15 1 0.5 0 0.5 il 15
0.5
L ¥ L
00
g [
05 /
<15 T~
10

e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: 9
% = 322 — day,
a—f = —222 + 912
dy

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podeztelé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvn{ podeztely bod.
e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 4 tiseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=—-1,z€(—1,1). Mame
g(x) = f(z,—1) = 2 + 22% — 3.
Jde o funkeci jedné promeénné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g () = 322 + 4z = x(3z + 4)
4

Nulové derivace jsou pro * = 0 a * = —3. Druhy bod nelezi v M.
Dostavame tedy podeziely bod (0, —1).
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ii. y=1,z € (-1,1). Mame
g(x) = flx,1) = 2® — 22° 4 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
J () = 32% — 4z = (32 — 4)

Nulové derivace jsouprox =0ax = %. Druhy bod nelezi v M. Dostavame
tedy podeziely bod (0, 1).
ili. . =-1,y € (—1,1). Mame
9(y) = f(=1,y) =3y’ =2y — L.

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

J(y) =9y* -2
Nulové derivace jsou pro y = j:%\@ Dostavame tedy podezielé body
(—1,5V2). a (-1,-1v2).
iv. =1,y € (—1,1). Mame
gy) = f(Ly) =3y’ =2y + L.

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

g (y) =9y* -2

Nulové derivace jsou pro y = j:%\@ Dostavame tedy podezielé body
(1,3v2). a (1,-1V2).
e Piidame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,—1), (1,1) a

(—1,1).
e Porovname hodnoty ve vSech podezielych bodech:
f(0,0) =0,
f(_lv 1) =Y
f(lv 1) =2,
f(1,-1)=0,
f(=1,-1) = =2,
f(0,1) =3,
f(07 _1) = _35
Ll =1t
f( 73 ) T 9
1 4
f(=1,=3v2) = ;v2 -1
1 4
fL V) =1-5v2
fa, —é\/i) =1+ g\@
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e Zavér: globalni maximum je v bodé (0,1), f(0,1) = 3 a minimum v (0, —1),
f(0,-1) = =3.
(b) f(z,y) = 2% = 3y° +xyna M = {[z,y] € R?: 2| < 1,[y| <1}
Reseni: Piiklad mame z Petr Holicky, Ondfej F.K. Kalenda : Metody feseni
vybranych tloh z matematické analyzy pro 2. - 4. semestr
e Mnozina M je ¢tverec s vrcholy (—1,—1), (1,-1), (1,1) a (—1,1).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzaviena
(sou¢in dvou uzavienych intervali) a omezend, tedy je kompaktni.
Tedy f na M nabyva extrémi.

L] t @ -0
0:5
15 1 0.5 0 0.5 i 15
0.5
¢ i L ]
=L.5

e Nejprve budeme vySetfovat extrémy na mnoziné (—1,1) x (—1,1). Parcialni

derivace: of
2 _9
O T +y,
of
L _ ¢
ay Y+ x

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podeztelé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvn{ podeztely bod.

o Nyni vySetiime hranici. Tu lze popsat 4 tseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=-1,2z€(-1,1). Mame

g(z) = f(z,~1) =2 —x — 3
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

g(x)=2r-1

Nulové derivace jsou pro x =0 a x = % Dostavame tedy podeziely bod

(3,-1).
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ii. y=1,2z € (—1,1). Mame
g(z) = f(z,1) =2® + 2 — 3.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x)=2x+1

Nulové derivace jsou pro z = —%. Dostavame tedy podeziely bod (—%, 1).
ili. v =—-1,y € (—1,1). Mame

g(y) = f(=Ly) =1-y -3y
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) = —1-6y
1

Nulové derivace jsou pro y = —%. Dostavame tedy podezielé body (—1, —¢).
iv. =1,y € (—1,1). Mame

g(y)=f(ly)=1+y—3y°

Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:

g (y)=1-6y

Nulové derivace jsou pro y = %. Dostavame tedy podezielé body (1, %)
e Piidame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (—1,-1), (1,-1), (1,1) a
(—1,1).
e Porovname hodnoty ve vsech podezielych bodech:
f(()? O) =0,

f(_17 1) _37
f(17 1) = _17
f(]-a 71) - 737
f(_]-7 _]-) = _17

1 13

1) =_=

fG-1) =7,

1 13

)= 22

fl-3 ) =-=,
1 13
1y = 22
f-1-9) =55
1 13
1,-) = —
ut ’6) 12’

e Zavér: globalni maximum je v bodech (1,3) a (—1,—¢ a ma hodnotu 13/12.

Minimum v (—3,1) a (3, —1) a ma hodnotu —13/4.

(¢) flz,y) =2 =3y —2+18y+4na M = {[z,y] eR?: 0 <z <y < 4}

ReSeni: Piiklad mame z http://www.math.muni.cz/ zemanekp/files/SRPzMA
II_FRMU.pdf
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e Mnozina M je trojahelnik s vrcholy (0,0), (4,4) a (0,4).
Funkce f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzavieni:
jde o pruntk t#i polorovin, které jsou uzaviené mnoziny. Konkrétné:

My ={[z,y] €R*: x>0} = g7 '([0,00),  qi(z,y) ==

MQ:{[mvy] €R2 2y§4}292_1((—00,4]), 92(1',3/) =Y

Mz ={[z,y) eR*:x <y} = g5 ([0,00)),  gs(w,y) =y—a

Tedy M = M; N My N Ms. Pranik 3 uzavienych mnoZin je uzaviend mnoZina.
Mnozina je zarovenh omezend: 0 < x <4, 0 <y < 4.

Tedy je M kompaktni.

Tedy f na M nabyva extrémi.

35

25

15

0.5

-05

=05

.
3 e a
0.5 1 15 2 25 B 35 4 .

e Nejprve budeme vysetfovat extrémy na vnittku mnoziny. Parciadlni derivace:

of
or T h
of

= — 1
3y 6y + 18

Rovnice polozime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (%, 3). Méme
tedy prvni podezfely bod.

e Nyni vySetiime hranici. Tu lze popsat 3 tseckami. Jejich parametrizaci dosadime

do f.
i. =0,y € (0,4). Mame

g(y) = f(0,y) = —3y> + 18y + 4

Matematické analyza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristyna Kuncova
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Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(y) = —6y + 18

Nulové derivace jsou pro y = 3. Dostavame tedy podeziely bod (0, 3).
ii. y=4, z € (0,4). Mame

g(z) = f(x,4) = 2® — z + 28.
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x)=2x-1

Nulové derivace jsou pro z = % Dostavame tedy podeziely bod (%, 4).
iii. y==x, x € (0,4). Mame

g(x) = f(z,2) = —22° + 17z + 4
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (z) = -4z +17

Nulové derivace jsou pro z = 17/4. Dostavame tedy podeziely bod (17/4,17/4),
ktery ale nelezi v M.

e Piidame vrcholy trojuhelnika. Tedy podeztelé body: (0,0), (4,4) a (0,4).
e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:

£(0,0) =

F(4,4) = 40
£(0,4) = 28,
(;,3) — 193/4,
fG4 = 111/4
£(0.3) =31,

e Zavér: globalni maximum je v bodé (4,4) a mé& hodnotu 40. Minimum v (0, 0)
a mé hodnotu 4.
(d) flz,y) = (x —y)* +2° na M,
kde M je ¢tverec s vrcholy A =[2,0], B =10,2], C =[-2,0], D = [0,—2]
Regeni: Piiklad mame z http://www.math.muni.cz/"zemanekp/files/SRPzMA
II_FRMU.pdf
e Mnozina M je ¢tverec postaveny na $picku s vrcholy (2,0), (0,2), (—2,0), a
(0, —2).
Funkee f(z,y) je spojita funkce (polynom). Mnozina M (v R?) je uzavieni:
jde o prinik dvou uzavienych mnozin. Konkrétné:

M, = {[lﬂ,y] €R2:x_2 §y§$+2} :gl_l([_2a2])¢ gl(xay) =y—-x
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a

M2 - {[-T,y] € R2 —r—2 S Yy S —$+2} :92_1([_272])7 91(%2/) = y+$

Tedy M = M; N M,. Prinik 2 uzavienych mnozin je uzaviend mnozina.
Mnozina je zaroven omezend: —2 <z <2, -2 <y < 2.

Tedy je M kompaktni.

Tedy f na M nabyva extrémi.

Rovnice poloZzime rovny 0 a najdeme podezielé body. Vyjde bod (0,0). Mame
tedy prvni podezfely bod.

e Nyni vySetfime hranici. Tu lze popsat 4 tseckami. Jejich parametrizaci dosadime
do f.
i.y=—-x+4+2,z¢€(0,2). Mame

g9(x) = flr,—x +2) = (2x - 2)* + 2
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x) =10z — 8

Nulové derivace jsou pro z = 4/5. Dostavame tedy podeztely bod (4/5,6/5).
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ii. y=x+2, z € (—2,0). Mame
g(x) = f(z,x+2) =4+ 2?
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (x) =2z

Nulové derivace jsou pro z = 0. Tento bod nelezi na vnitfku dané tsecky,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol ¢tverce).

iii. y=—x—2,z € (—2,0). Mame
g(z) = flz,—z — 2) = (2 + 2)? + 22
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g (z) =10z + 8

Nulové derivace jsou pro x = —4/5. Dostavame tedy podeziely bod

(—4/5,—6/5).
iv. y=x -2,z € (0,2). Mame

g(a) = f(z,z —2) = 4 4 2?
Jde o funkci jedné proménné, jeji extrémy najdeme pomoci derivace:
g'(x) =2

Nulové derivace jsou pro x = 0. Tento bod nelezi na vnittku dané dsecky,
tedy jej budeme uvazovat az pozdéji (jako vrchol ¢tverce).

e Pridame vrcholy ¢tverce. Tedy podezielé body: (2,0), (0,2), (—2,0), a (0, —2).
e Porovname hodnoty ve v8ech podezielych bodech:

£(0,0) =0,
f2,0) =38,
£(0,2) = 4,
f(=2,0) =38,
£(0,-2) =4,
£(4/5,6/5) = 4/5,
F(=4/5,-6/5) = 4/5,

e Zavér: globalni maximum je v bodech (2,0) a (—2,0) a mé& hodnotu 8. Mini-
mum v (0,0) a ma hodnotu 0.
4. Urcete maximélni mozny objem kvadru, jehoz hrany jsou rovnobézné se soufadnymi

osami, jeden jeho vrchol lezi v pocatku a diagonalné protilehly vrchol lezi v mnoziné
M ={[z,y, 2], >0,y >0,z > 0,40+ 2y + z = 2.}
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Bonusové priklady

5. Farmaf a faifmaika maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby mél
co nejvétsi plochu. Trvaji na tom, Ze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto je u feky,
staci jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadéni za pomoci Lagrangeovych multiplikdtora?

(&) f(z,y) =2y, g(z,y) =22 +y — 100
) f(z,y) =22 + 2y — 100, g(x,y) = zy
(c) f(z,y) ==y, g(z,y) =z +y—100
) flz.y)

=z+vy, g(x,y) =xy — 100

Figure 4: https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-worst-episodes-imdb/

Regeni: (a)

6. Ve kterém z bodt A, B, C, D se nachézi
minimum funkce f(x,y) = y vzhledem ke
kfivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library/mat214.shtml
ResSeni: A
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