
��� ������� � ����������� ��������������
��������������������������������������������������� �������������������������

��������

�� ������� �������� ������� ������ �� ������� M

��� f(x, y) = x2 + y� M = {[x, y] ∈ R2 : x2 + y2 = 1}
�������
������ ���������������������������������������������������������������
��

� ������� g(x, y) = x2 + y2 − 1 � G = R2� ��� ��� �������� �������� ����
���� g(x, y) = 0� ����� f, g ∈ C1(G) �����������
���� M = g−1(0)� ���� ��� � ���� �������� ������� ��� �������� ����������
���� �� M ��������� M �� ����� ������� � ��� � �������� �� ������� � �������
� ��������� �� ���� M �� ��������
���� ������ f ������ �� M ��������

� ���������� ���� � ������������� ����������������� ����������� ���� �������
���� ������

� ��������� ����� ��� �� g ������ ��������� ������� ���� ����� ���

∇g = (2x, 2y) = (0, 0).

���� (x, y) = (0, 0)� ����� ��� ��� ������ � M �

� ��������� ���� �������� ������ � ��������������� λ�

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y) = 0

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



����

2x+ λ · 2x = 0

1 + λ · 2y = 0

x2 + y2 − 1 = 0.

� ����� ������� ����
2x(1 + λ) = 0.

���� x = 0 ���� λ = −1�
����� x = 0� ��� � ������� �������� ��

y2 = 1

���� ���� ��������� ���� [0, 1] � [0,−1]�
����� λ = −1� ��� � ����� ������� �� y = 1

2 � � ������� �������� ���

���� ��������� ���� [
√
3
2 , 12 ] � [−

√
3
2 , 12 ]�

� ��������� ������� �� ��������� �������

f(0, 1) = 1

f(0,−1) = −1

f

 √
3

2
,
1

2

!
=

5

4

f

 
−
√
3

2
,
1

2

!
=

5

4

���� ������ ������ ������ � ���� [0,−1] � �������� −1 � ������ � ������

[±
√
3
2 , 12 ] � �������� 5

4 �

��� f(x, y) = 4x+ 3y − 4� M = {[x, y] ∈ R2 : (x− 1)2 + (y − 2)2 = 1}
�������
������ ���������������������������������������������������������������
��

� ������� g(x, y) = (x−1)2+(y−2)2−1 � G = R2� ��� ��� �������� ��������
���� ���� g(x, y) = 0� ����� f, g ∈ C1(G) �����������
���� M = g−1(0)� ���� ��� � ���� �������� ������� ��� �������� ����������
���� �� M ��������� M �� ����� ������� � ��� � �������� �� ������� � ����
[1, 2] � ��������� �� ���� M �� ��������
���� ������ f ������ �� M ��������

� ���������� ���� � ������������� ����������������� ����������� ���� �������
���� ������

� ��������� ����� ��� �� g ������ ��������� ������� ���� ����� ���

∇g = (2x− 2, 2y − 4) = (0, 0).

���� (x, y) = (1, 2)� ����� ��� ��� ������ � M �

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



� ��������� ���� �������� ������ � ��������������� λ�

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y) = 0

����

4 + λ · 2(x− 1) = 0

3 + λ · 2(y − 2) = 0

(x− 1)2 + (y − 2)2 = 0.

� ������� ���� ������ ����

x− 1 = − 2

λ

y − 2 = − 3

2λ

���������� ���� ������� λ = 0� ������� ��������� �������� ��������
��������� �� ������� �������� �������

λ = ±5

2

���� ���� ��������� ���� [15 ,
7
5 ] � [95 ,

13
5 ]�

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



� ��������� ������� �� ��������� �������

f

�
1

5
,
7

5

�
= 1

f

�
9

5
,
13

5

�
= 11

���� ������ ������ ������ � ���� [15 ,
7
5 ] � �������� 1 � ������ � ����

[95 ,
13
5 ]� � �������� 11�

��� f(x, y, z) = x− y + 3z� M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + 4z2 = 4}
�������
������ ���������������������������������������������������������������
��

� ������� g(x, y, z) = x2+ y2+4z2− 4 � G = R3� ��� ��� �������� ��������
���� ���� g(x, y, z) = 0� ����� f, g ∈ C1(G) �����������
���� M = g−1(0)� ���� ��� � ���� �������� ������� ��� �������� ����������
���� �� M ��������� M �� ����� ������� � ��� � ������ ��������� �� �������
� �������� ����� �� ����� �� ����� B(o, 3)� ���� M �� ��������
���� ������ f ������ �� M ��������

������ �� �������� ������� ��������� ������� �������

� ���������� ���� � ������������� ����������������� ����������� ���� �������
���� ������

� ��������� ����� ��� �� g ������ ��������� ������� ���� ����� ���

∇g = (2x, 2y, 4z) = (0, 0, 0).

���� (x, y, z) = (0, 0, 0)� ����� ��� ��� ������ � M �

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



� ��������� ���� �������� ������ � ��������������� λ�

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y, z) = 0

����

1 + λ · 2x = 0

−1 + λ · 2y = 0

3 + λ · 8z = 0

x2 + y2 + 4z2 − 4 = 0.

� ������� ���� ������ ����

x = − 1

2λ

y =
1

2λ

z = − 3

8λ

���������� ���� ������� λ = 0� ������� ��������� �������� ��������
��������� �� ������� �������� �������

λ = ±
√
17

8

���� ���� ��������� ���� [ 4√
17
,− 4√

17
, 3√

17
]� � [− 4√

17
, 4√

17
,− 3√

17
]�

� ��������� ������� �� ��������� �������

f

�
4√
17

,− 4√
17

,
3√
17

�
=

√
17

f

�
− 4√

17
,

4√
17

,− 3√
17

�
= −

√
17

���� ������ ������ ������ � ����
�
− 4√

17
, 4√

17
,− 3√

17

�
� �������� −

√
17 �

������ � ����
�

4√
17
,− 4√

17
, 3√

17

�
� ��������

√
17�

��� f(x, y, z) = x+ 2y + 3z� M = {[x, y, z] ∈ R3 : x− y + z = 1, x2 + y2 = 1}
�������
������ ���������������������������������������������������������������
��

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



� ������� g1(x, y, z) = x−y+z−1� g2(x, y, z) = x2+y2−1 � G = R3� ��� ���
�������� �������� ���� ���� g1(x, y, z) = 0 � ������� g2(x, y, z) = 0� �����
f, g ∈ C1(G) �����������
���� �������� M1 = g−1

1 (0)� ���� ��� � ���� �������� ������� ��� ��������
���������� ���� �� M1 ��������� ���������� ���� �������� M2 = g−1

2 (0)�
���� ��� � ���� �������� ������� ��� �������� ���������� ���� �� M2 ���������
������� M = M1 ∩M2� ��� � ������ ���� ����������� ���� �� ���� ���������
M �� ����� ������� � ��� � ������ ����� � ������� ���� ���� |x| ≤ 1� |y| ≤ 1�
����� −1 ≤ z ≤ 3� ���� M �� ��������
���� ������ f ������ �� M ��������

������ �� �������� ������� ��������� ������� �������

� ���������� ���� � ������������� ����������������� ����������� ���� �������
���� ������

� ��������� ����� ��� ���� ������� ∇g1 � ∇g2 �������� ���������� �������
���� ����� ���

∇g1 = (1,−1, 1) = k∇g2 = (2x, 2y, 0)

���� (x, y, z) = (0, 0, 0)� ����� ��� ��� ������ � M �

� ��������� ���� �������� ������ � �������������� λ � µ�

∂f

∂x
+ λ · ∂g1

∂x
+ µ · ∂g2

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g1

∂y
+ µ · ∂g2

∂y
= 0

∂f

∂z
+ λ · ∂g1

∂y
+ µ · ∂g2

∂z
= 0

g(x, y, z) = 0

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



������ �� ����� ������ �����

����

1 + λ · 1 + µ · 2x = 0

2 + λ ·−1 + µ · 2y = 0

3 + λ · 1 + µ · 0 = 0

x− y + z − 1 = 0

x2 + y2 − 1 = 0.

�� ����� ������� ����� �� λ = −3� � ������� ���� ������ ����

x =
1

µ

y = − 5

2µ

���������� ���� ������� µ = 0� ������� ��������� �������� ��������
��������� �� ������� �������� �������

µ = ±
√
29

2

���� ���� ��������� ���� [ 2√
29
,− 5√

29
, 1− 7√

29
] � [− 2√

29
, 5√

29
, 1 + 7√

29
]�

� ��������� ������� �� ��������� �������

f

�
2√
29

,− 5√
29

, 1− 7√
29

�
= 3−

√
29

f

�
− 2√

29
,

5√
29

, 1 +
7√
29

�
= 3 +

9√
29

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



���� ������ ������ ������ � ����
h

2√
29
,− 5√

29
, 1− 7√

29

i
� �������� 3−

√
29

� ������ � ����
h
− 2√

29
, 5√

29
, 1 + 7√

29

i
� �������� 3 + 9√

29

��� f(x, y) = x2 + y2� M = {[x, y] ∈ R2 : 5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0}
�������
������ �������������������������������������������������

� ������� g(x, y) = 5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0 � G = R2� ��� ��� ��������
�������� ���� ���� g(x, y) = 0� ����� f, g ∈ C1(G) �����������
���� M = g−1(0)� ���� ��� � ���� �������� ������� ��� �������� ����������
���� �� M ���������
M �� ����� ������� � ��� � ���������� ������ ��� �� �� �������� ���������
��������� �������� ����������� ��������� ����� � ������ �������

5(x2 + y2) = 4 + 6xy ≤ 4 + 3(x2 + y2)

����
2(x2 + y2) ≤ 4

���� M �� ��������
���� ������ f ������ �� M ��������

� ���������� ���� � ������������� ����������������� ����������� ���� �������
���� ������

� ��������� ����� ��� �� g ������ ��������� ������� ���� ����� ���

∇g = (10x− 6y,−6x+ 10y) = (0, 0).

���� (x, y) = (0, 0)� ����� ��� ��� ������ � M �

� ��������� ���� �������� ������ � ��������������� λ�

∂f

∂x
+ λ · ∂g

∂x
= 0

∂f

∂y
+ λ · ∂g

∂y
= 0

g(x, y) = 0

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �



����

2x+ λ · (10x− 6y) = 0

2y + λ · (−6x+ 10y) = 0

5x2 − 6xy + 5y2 − 4 = 0.

� ������� ���� ������ ����

x(5λ+ 1) = 3λy

y(5λ+ 1) = 3λx

��������� ������� λ = 0� ������� ��� �� ��� ������� ��� (0, 0)� �����
��������� ������� ��������� ���������� ��������� ������� (5λ+1) = 0�
������������ x = 0� ��� ���� ����� ������ (0, 0)� ���������� ��� y = 0�
������ ���� ��� ������� ��������� �������� y � x� ���������

yx(5λ+ 1) = 3λy2

xy(5λ+ 1) = 3λx2

���� y = ±x�
��������� �� ������� �������� ������� ��� y = x

5x2 − 6x2 + 5x2 − 4 = 0

� ��� y = −x
5x2 + 6x2 + 5x2 − 4 = 0

���� ���� ��������� ���� [1, 1]� [−1,−1]� [12 ,−1
2 ] � [−1

2 ,
1
2 ]�

� ��������� ������� �� ��������� �������

f(1, 1) = 2

f(−1,−1) = 2

f(
1

2
,−1

2
) =

1

2

f(−1

2
,
1

2
) =

1

2

���� ������ ������ ������ � ������ [12 ,−1
2 ] � [−1

2 ,
1
2 ] � �������� 1

2 � ������
� ������ [1, 1]� [−1,−1] � �������� 2�

��������� ��������

������ ������������������������������������������������

�� ������� �������� ������� ������ �� ������� M

��� f(x, y, z) = xy + yz� M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x+ y + z = 1}
��� f(x, y, z) = z + exy� M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 = z2}
��� f(x, y, z) = x2 + 2xz + y2 + z� M = {[x, y, z] ∈ R3 : x2 + y2 + z2 = 1, x = y2 + z2}

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� �











��� �������������� ��������������

�� ������� ������� ������ �� �������

��� f(x, y) = x3 − 2x2y + 3y3 �� M = [−1; 1]2

������� ������� ���� � ����������������������������������������������

���

� ������� M �� ������� � ������� (−1,−1)� (1,−1)� (1, 1) � (−1, 1)�
������ f(x, y) �� ������� ������ ���������� ������� M �� R2� �� ��������
������� ���� ���������� ���������� � �������� ���� �� ����������
���� f �� M ������ ��������

� ������� ������ ���������� ������� �� ������� (−1, 1) × (−1, 1)� ���������
���������

∂f

∂x
= 3x2 − 4xy,

∂f

∂y
= −2x2 + 9y2.

������� �������� ����� � � ������� ��������� ����� ����� ��� (0, 0)� ����
���� ����� ��������� ����

� ���� ��������� �������� �� ��� ������ � ��������� ������ ������������� ��������
�� f �

�� y = −1� x ∈ (−1, 1)� ����

g(x) = f(x,−1) = x3 + 2x2 − 3.

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 3x2 + 4x = x(3x+ 4)

������ �������� ���� ��� x = 0 � x = −4
3 � ����� ��� ������ � M �

��������� ���� ��������� ��� (0,−1)�

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



��� y = 1� x ∈ (−1, 1)� ����

g(x) = f(x, 1) = x3 − 2x2 + 3.

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 3x2 − 4x = x(3x− 4)

������ �������� ���� ��� x = 0 � x = 4
3 � ����� ��� ������ � M � ���������

���� ��������� ��� (0, 1)�

���� x = −1� y ∈ (−1, 1)� ����

g(y) = f(−1, y) = 3y3 − 2y − 1.

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(y) = 9y2 − 2

������ �������� ���� ��� y = ±1
3

√
2� ��������� ���� ��������� ����

(−1, 13
√
2)� � (−1,−1

3

√
2)�

��� x = 1� y ∈ (−1, 1)� ����

g(y) = f(1, y) = 3y3 − 2y + 1.

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(y) = 9y2 − 2

������ �������� ���� ��� y = ±1
3

√
2� ��������� ���� ��������� ����

(1, 13
√
2)� � (1,−1

3

√
2)�

� ������� ������� �������� ���� ��������� ����� (−1,−1)� (1,−1)� (1, 1) �
(−1, 1)�

� ��������� ������� �� ����� ����������� �������

f(0, 0) = 0,

f(−1, 1) = 0,

f(1, 1) = 2,

f(1,−1) = 0,

f(−1,−1) = −2,

f(0, 1) = 3,

f(0,−1) = −3,

f(−1,
1

3

√
2) = −1− 4

9

√
2

f(−1,−1

3

√
2) =

4

9

√
2− 1

f(1,
1

3

√
2) = 1− 4

9

√
2

f(1,−1

3

√
2) = 1 +

4

9

√
2

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



� ������ �������� ������� �� � ���� (0, 1)� f(0, 1) = 3 � ������� � (0,−1)�
f(0,−1) = −3�

��� f(x, y) = x2 − 3y2 + xy �� M = {[x, y] ∈ R2 : |x| ≤ 1, |y| ≤ 1}
������� ������� ���� � ���� �������� ������ ���� ������� � ������ ������
��������� ���� � ����������� ������� ��� �� � �� �������

� ������� M �� ������� � ������� (−1,−1)� (1,−1)� (1, 1) � (−1, 1)�
������ f(x, y) �� ������� ������ ���������� ������� M �� R2� �� ��������
������� ���� ���������� ���������� � �������� ���� �� ����������
���� f �� M ������ ��������

� ������� ������ ���������� ������� �� ������� (−1, 1) × (−1, 1)� ���������
���������

∂f

∂x
= 2x+ y,

∂f

∂y
= −6y + x

������� �������� ����� � � ������� ��������� ����� ����� ��� (0, 0)� ����
���� ����� ��������� ����

� ���� ��������� �������� �� ��� ������ � ��������� ������ ������������� ��������
�� f �

�� y = −1� x ∈ (−1, 1)� ����

g(x) = f(x,−1) = x2 − x− 3

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 2x− 1

������ �������� ���� ��� x = 0 � x = 1
2 � ��������� ���� ��������� ���

(12 ,−1)�

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



��� y = 1� x ∈ (−1, 1)� ����

g(x) = f(x, 1) = x2 + x− 3.

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 2x+ 1

������ �������� ���� ��� x = −1
2 � ��������� ���� ��������� ��� (−1

2 , 1)�

���� x = −1� y ∈ (−1, 1)� ����

g(y) = f(−1, y) = 1− y − 3y2

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(y) = −1− 6y

������ �������� ���� ��� y = −1
6 � ��������� ���� ��������� ���� (−1,−1

6)�

��� x = 1� y ∈ (−1, 1)� ����

g(y) = f(1, y) = 1 + y − 3y2

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(y) = 1− 6y

������ �������� ���� ��� y = 1
6 � ��������� ���� ��������� ���� (1, 16)�

� ������� ������� �������� ���� ��������� ����� (−1,−1)� (1,−1)� (1, 1) �
(−1, 1)�

� ��������� ������� �� ����� ����������� �������

f(0, 0) = 0,

f(−1, 1) = −3,

f(1, 1) = −1,

f(1,−1) = −3,

f(−1,−1) = −1,

f(
1

2
,−1) = −13

4
,

f(−1

2
, 1) = −13

4
,

f(−1,−1

6
) =

13

12
,

f(1,
1

6
) =

13

12
,

� ������ �������� ������� �� � ������ (1, 16) � (−1,−1
6 � �� ������� 13/12�

������� � (−1
2 , 1) � (12 ,−1) � �� ������� −13/4�

��� f(x, y) = x2 − 3y2 − x+ 18y + 4 �� M = {[x, y] ∈ R2 : 0 ≤ x ≤ y ≤ 4}
������� ������� ���� � ����������������������������������������������

�����������

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



� ������� M �� ����������� � ������� (0, 0)� (4, 4) � (0, 4)�
������ f(x, y) �� ������� ������ ���������� ������� M �� R2� �� ���������
��� � ������ ��� ���������� ����� ���� �������� �������� ����������

M1 = {[x, y] ∈ R2 : x ≥ 0} = g−1
1 ([0,∞)), g1(x, y) = x

M2 = {[x, y] ∈ R2 : y ≤ 4} = g−1
2 ((−∞, 4]), g2(x, y) = y

�
M3 = {[x, y] ∈ R2 : x ≤ y} = g−1

3 ([0,∞)), g3(x, y) = y − x

���� M = M1 ∩M2 ∩M3� ������ � ���������� ������ �� �������� ��������
������� �� ������� �������� 0 ≤ x ≤ 4� 0 ≤ y ≤ 4�
���� �� M ����������
���� f �� M ������ ��������

� ������� ������ ���������� ������� �� ������� �������� ��������� ���������

∂f

∂x
= 2x− 1,

∂f

∂y
= −6y + 18

������� �������� ����� � � ������� ��������� ����� ����� ��� (12 , 3)� ����
���� ����� ��������� ����

� ���� ��������� �������� �� ��� ������ � ��������� ������ ������������� ��������
�� f �

�� x = 0� y ∈ (0, 4)� ����

g(y) = f(0, y) = −3y2 + 18y + 4

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(y) = −6y + 18

������ �������� ���� ��� y = 3� ��������� ���� ��������� ��� (0, 3)�

��� y = 4� x ∈ (0, 4)� ����

g(x) = f(x, 4) = x2 − x+ 28.

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 2x− 1

������ �������� ���� ��� x = 1
2 � ��������� ���� ��������� ��� (12 , 4)�

���� y = x� x ∈ (0, 4)� ����

g(x) = f(x, x) = −2x2 + 17x+ 4

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = −4x+ 17

������ �������� ���� ��� x = 17/4� ��������� ���� ��������� ��� (17/4, 17/4)�
����� ��� ������ � M �

� ������� ������� ������������� ���� ��������� ����� (0, 0)� (4, 4) � (0, 4)�

� ��������� ������� �� ����� ����������� �������

f(0, 0) = 4,

f(4, 4) = 40,

f(0, 4) = 28,

f(
1

2
, 3) = 123/4,

f(
1

2
, 4) = 111/4,

f(0, 3) = 31,

� ������ �������� ������� �� � ���� (4, 4) � �� ������� 40� ������� � (0, 0)
� �� ������� 4�

��� f(x, y) = (x− y)2 + x2 �� M �
��� M �� ������� � ������� A = [2, 0]� B = [0, 2]� C = [−2, 0]� D = [0,−2]
������� ������� ���� � ����������������������������������������������

�����������

� ������� M �� ������� ��������� �� ������ � ������� (2, 0)� (0, 2)� (−2, 0)� �
(0,−2)�
������ f(x, y) �� ������� ������ ���������� ������� M �� R2� �� ���������
��� � ������ ���� ���������� ������� ����������

M1 = {[x, y] ∈ R2 : x− 2 ≤ y ≤ x+ 2} = g−1
1 ([−2, 2]), g1(x, y) = y − x

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



�

M2 = {[x, y] ∈ R2 : −x− 2 ≤ y ≤ −x+2} = g−1
2 ([−2, 2]), g1(x, y) = y+ x

���� M = M1 ∩M2� ������ � ���������� ������ �� �������� ��������
������� �� ������� �������� −2 ≤ x ≤ 2� −2 ≤ y ≤ 2�
���� �� M ����������
���� f �� M ������ ��������

� ������� ������ ���������� ������� �� ������� �������� ��������� ���������

∂f

∂x
= 4x− 2y,

∂f

∂y
= −2x− 2y

������� �������� ����� � � ������� ��������� ����� ����� ��� (0, 0)� ����
���� ����� ��������� ����

� ���� ��������� �������� �� ��� ������ � ��������� ������ ������������� ��������
�� f �

�� y = −x+ 2� x ∈ (0, 2)� ����

g(x) = f(x,−x+ 2) = (2x− 2)2 + x2

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 10x− 8

������ �������� ���� ��� x = 4/5� ��������� ���� ��������� ��� (4/5, 6/5)�

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��



��� y = x+ 2� x ∈ (−2, 0)� ����

g(x) = f(x, x+ 2) = 4 + x2

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 2x

������ �������� ���� ��� x = 0� ����� ��� ������ �� ������� ���� �������
���� ��� ������ �������� �� ������� ����� ������ ���������

���� y = −x− 2� x ∈ (−2, 0)� ����

g(x) = f(x,−x− 2) = (2x+ 2)2 + x2

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 10x+ 8

������ �������� ���� ��� x = −4/5� ��������� ���� ��������� ���
(−4/5,−6/5)�

��� y = x− 2� x ∈ (0, 2)� ����

g(x) = f(x, x− 2) = 4 + x2

��� � ������ ����� ��������� ���� ������� ������� ������ ���������

g′(x) = 2x

������ �������� ���� ��� x = 0� ����� ��� ������ �� ������� ���� �������
���� ��� ������ �������� �� ������� ����� ������ ���������

� ������� ������� �������� ���� ��������� ����� (2, 0)� (0, 2)� (−2, 0)� � (0,−2)�

� ��������� ������� �� ����� ����������� �������

f(0, 0) = 0,

f(2, 0) = 8,

f(0, 2) = 4,

f(−2, 0) = 8,

f(0,−2) = 4,

f(4/5, 6/5) = 4/5,

f(−4/5,−6/5) = 4/5,

� ������ �������� ������� �� � ������ (2, 0) � (−2, 0) � �� ������� 8� �����
��� � (0, 0) � �� ������� 0�

�� ������ ��������� ����� ����� ������� ����� ����� ���� ���������� �� ����������
������ ����� ���� ������ ���� � ������� � ���������� ���������� ������ ���� � �������
M = {[x, y, z], x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, 4x+ 2y + z = 2.}

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��







�������� ��������

�� ������ � �������� ���� ��� � ������� � ���� �� �������� ������� ��� ���� ���� ��� ���
�� �������� ������� ������ �� ���� �� ������� ���� ��� ���� ���������� ����� �� � �����
����� ��� ������� �� � ������ ���� ���� ������ �� ������ ������������� ���������������

��� f(x, y) = xy� g(x, y) = 2x+ y − 100

��� f(x, y) = 2x+ 2y − 100� g(x, y) = xy

��� f(x, y) = xy� g(x, y) = x+ y − 100

��� f(x, y) = x+ y� g(x, y) = xy − 100

������ �� �������������������������������������������������������������

������� ���

�� �� ������ � ���� A� B� C� D �� �������
������� ������ f(x, y) = y �������� ��
������ �� ��������

������ �������������������������������������������������������������
������� �

����������� ������� � ��� ������������ �������� �������� ������� ��


