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Teorie

Véta 1 (Lagrangeovy multiplikatory). Necht G C R? je oteviena mnozina, f,g € C1(G),
M = {[z,y] € G,g(z,y) = 0} a [z0,yo] € M je bodem lokalniho extrému funkce f vzhledem
k mnoziné M. Pak je splnéna alespoil jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(zo,y0) = (0,0)

2. existuje A € R spliwujici V f(xo,y0) + AVg(xg,yo) = (0,0)
Véta 2 (Lagrangeovy multiplikiatory 2). Necht G C R” je oteviend mnozina, f,g1,...,Gm €
CHG),m<n, M={2€G,g1(2) =0,92(2) =0,...,gm(2) =0} az € M je bodem lokilniho
extrému funkce f vzhledem k mnoZiné M. Pak je splnéna alespon jedna z nésledujicich
podminek:

1. vektory Vgi1(2),Vg2(2),...,Vgn(Z) jsou linearné zavislé,
Jeden vektor je linedrné zavisly, jestlize je nulovy, dva vektory jsou linedrné zavislé, jestlize jeden je

nasobek druhého.

2. existujf A1, A, ..., Ay € R splitujici
VI(Z)+MVgi(Z) + XaVga(Z2) + - + AV (2) = 0.

Algoritmus: Extrémy na kompaktni mnoZiné:

1. Je-li mnozina uzaviend a omezend, tak odivodnime, Ze spojita funkce na kompaktu
nabyva extrémy.
2. Extrémy mohou byt:
(a) na vnitfku mnoziny jen v mistech s nulovymi derivacemi (jejich typ nevysetiujeme,
pokud na to nejsme p¥imo tézani);
(b) v bodech vnittku, kde neexistuje derivace;
(c¢) na hranici: hrani¢ni k¥ivky (nebo plochy) - obvykle 1ze dosadit a vyraz zjednodusit.
(d) na hranici hranice: krajni body, hroty trojuhelniku atp.

3. Vs8echny podezielé body sepifeme a porovname jejich funkéni{ hodnoty. Vybereme
maximum a minimum.

Priklady
1. Najdéte globélni extrémy funkci na mnoziné M

(a) f(z,y)=2?+y, M ={[z,y] e R?:2? + 3> =1}

(b) flz,y) =40 +3y—4, M ={[z,y] €eR?: (2 — 1)+ (y — 2)2 =1}

(¢) f(z,y,2) =2 —y+32, M ={[r,y,2] € R3: 2% +y? + 422 = 4}

(d) f(z,y,2)=2+2y+32, M ={[z,y,2] eER®:z—y+2=122+¢y* =1}
(e)® f(x,y) =22+ y2, M = {[z,y] € R?: 522 — 6xy + 5y — 4 = 0}
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Zkouskové priklady

2. Najdéte globélni extrémy funkci na mnoziné M
(a) f(z,y) =aty, M = {[z,y] e R? : 2 + y* < 16,2 > —1}
(b) flzy) =2z +4y, M ={[z,y] €R*: Yo+ Yy < 1,2 >0,y > 0}
() fla,y) = (@ + Ty?)e” @) M = {[z,y] € R?: 2% + 4y* < 1}

Bez Lagreangeovych multiplikitora

3. Najdéte extrémy funkci na mnoziné

(a) f(z,y) =2° — 222y 4+ 3y®> na M = [-1;1]?

(b) flz,y) =a® = 3y° +ayna M = {[z,y) e R?: 2| <1, |y < 1}

() flzyy)=a2?—3y> —x+18y+4na M= {[z,y] eR?:0<z <y <4}

(d) f(x,y):(x—y)2+x2naM,

kde M je ¢tverec s vrcholy A =12,0], B =0,2], C =[-2,0], D = [0, —2]

4. UrCete maximélni moZny objem kvadru, jehoz hrany jsou rovnobézné se souradnymi
osami, jeden jeho vrchol lez{ v pocatku a diagonalné protilehly vrchol lezi v mnoziné
M ={[z,y,z], >0,y >0,z > 0,4x + 2y + z = 2.}

Bonusové piiklady

5. Farmaf a fafmaika maji 100 m pletiva a radi by oplotili pozemek pro ovce tak, aby mél
co nejvétsi plochu. Trvaji na tom, Zze pozemek bude mit tvar obdélniku. Jezto je u feky,
stadi jej oplotit ze 3 stran. Jaké bude zadani za pomoci Lagrangeovych multiplikadtora?

=

(a) f(z,y) =2y, g(z,y) =2z +y — 100

(b) f(z,y) =22 +2y—100, g(z,y) = zy

(¢) flz,y) ==y, g(z,y) =z +y — 100

(d) f(z,y) =z +y, g(z,y) = vy — 100 S

£l

https://www.cbr.com/shaun-the-sheep-best-
worst-episodes-imdb/

6. Ve kterém z bodt A, B, C, D se nachézi
minimum funkce f(x,y) = y vzhledem ke
k¥ivce na obrazku?

Zdroj: https://www.cpp.edu/conceptests/question-library /mat214.shtml

(i + @)e+¥ > izg+ 7 = (i + 2)g (3T)

Matematické analyza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristyna Kuncova 2



