
8. cvi£ení � Lokální extrémy
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz

P°íklady

1. Najd¥te lokální extrémy funkcí

(a) f(x, y) = x2 + (y − 1)2

�e²ení:

Podotkn¥me, ºe je evidentní, ºe funkce f je nezáporná a nuly nabývá pouze v bod¥
(0, 1), kde tedy nabývá globálního minima. Poj¤me nicmén¥ vy²et°it existenci
extrém· standardním postupem. Funkce f je de�nována na R2. Parciální derivace

∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2(y − 1)

jsou spojité, tudíº f má v kaºdém bod¥ totální diferenciál. Jediné body podez°elé
z lokálních extrém· jsou tedy stacionární body, tj. body, kde jsou ob¥ parciální
derivace nulové. V jiných bodech funkce f nem·ºe mít extrém. �e²ením rovnic

2x = 0, 2(y − 1) = 0

vidíme, ºe jediným stacionárním bodem je bod (0, 1), kde, jak uº jsme zmínili
funkce z°ejm¥ nabývá globálního minima. Nemusíme tedy vy²et°ovat de�nitnost
matice druhého diferenciálu (navíc bychom tak dostali pouze informaci, ºe jde o
lokální minimum).

(b) f(x, y) = x2 − (y − 1)2

�e²ení:

Funkce f je de�nována na R2. Parciální derivace

∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= −2(y − 1)
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jsou spojité, tudíº f má v kaºdém bod¥ totální diferenciál. Jediné body podez°elé
z lokálních extrém· jsou tedy stacionární body, tj. body, kde jsou ob¥ parciální
derivace nulové. V jiných bodech funkce f nem·ºe mít extrém. �e²ením rovnic

2x = 0, −2(y − 1) = 0

vidíme, ºe jediným stacionárním bodem je bod (0, 1). Oproti p°edchozí úloze není
automaticky vid¥t, zda se v tomto bod¥ nabývá extrému. Vy²et°íme tedy de�nitnost
matice druhého diferenciálu, tj. matici(

∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

)

Ur£eme tedy nejprve druhé parciální derivace. Máme

∂2f

∂x2
= 2,

∂2f

∂y2
= −2,

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 0.

Matice druhého diferenciálu (v bod¥ (0, 1)) má tedy tvar(
2 0
0 −2

)
a její hlavní determinanty jsou D1 = 2 > 0, D2 = −4 < 0. Protoºe druhý
hlavní determinant (tedy determinant celé matice) je záporný, je matice druhého
diferenciálu inde�tní, extrému se tedy v bod¥ (0, 1) nenabývá. Funkce f tedy v
ºádném bod¥ nemá lokální extrém.

(c) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy
�e²ení:
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Funkce f je de�nována na R2. Spo£t¥me její parciální derivace. Máme

∂f

∂x
= 3x2 − 3y,

∂f

∂y
= 3y2 − 3x.

Stacionární body jsou ty, ve kterých jsou ob¥ parciální derivace nulové. Najdeme
je °e²ením soustavy

3x2 − 3y = 0

3y2 − 3x = 0.

Krácením trojek, vyjád°ením y = x2 z první rovnice a dosazením do druhé dostaneme
rovnici

x4 − x = 0,

která má vzhledem k rozkladu x4−x = x(x3−1) = x(x−1)(x2+x+1) dv¥ °e²ení,
x1 = 0 a x2 = 1. T¥mto dv¥ma °e²ením p°íslu²í °e²ení y1 = 0 a y2 = 1.
Druhé parciální derivace jsou

∂2f

∂x2
= 6x,

∂2f

∂y2
= 6y,

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= −3.

Matice druhého diferenciálu v prvním stacionárním bod¥ (1, 1) je tedy(
6 −3
−3 6

)
hlavní subdeterminanty jsou D1 = 6 > 0, D2 = 36 − 9 = 27 > 0, matice je tedy
pozitivn¥ de�nitní a v bod¥ (1, 1) má tedy funkce f lokální minimum f(1, 1) = −1.
Matice druhého diferenciálu ve druhém stacionárním bod¥ (0, 0) je ov²em(

0 −3
−3 0

)
je tedy inde�nitní, funkce f v bod¥ (0, 0) tedy nenabývá extrému.
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(d) f(x, y) = 2y2 − 4xy + x4 + 3
�e²ení: První derivace:

∂f

∂x
= −4y + 4x3

∂f

∂y
= 4y − 4x

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (0, 0), (1, 1), (−1,−1).
Druhé derivace

∂2f

∂x2
= 12x2

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= −4

∂2f

∂y2
= 4

Dosadíme body do Hessovy matice V (0, 0):(
0 −4

−4 4

)

není extrém.
V (1, 1): (

12 −4

−4 4

)
lok. minimum.
V (−1,−1): (

12 −4

−4 4

)
lok. minimum.

(e) f(x, y) = y3 + y2x− x2 − 4x
�e²ení: První derivace:

∂f

∂x
= y2 − 2x− 4

∂f

∂y
= 3y2 + 2yx

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (−2, 0), (6,−4),
(−3

2 , 1).
Druhé derivace

∂2f

∂x2
= −2

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 2y

∂2f

∂y2
= 6y + 2x

Dosadíme body do Hessovy matice.
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V bod¥ (−2, 0) máme (
−2 0

0 −4

)
lok. maximum.
V bod¥ (6,−4) máme (

−2 −8

−8 −12

)
není extrém.
V bod¥ (−3

2 , 1) máme (
−2 2

2 3

)
není extrém.
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(f) f(x, y) = 2x3 + 9xy2 + 15x2 + 27y2

�e²ení: První derivace:
∂f

∂x
= 6x2 + 9y2 + 30x

∂f

∂y
= 18xy + 54y

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (0, 0), (−5, 0), (−3, 2),
(−3,−2).
Druhé derivace

∂2f

∂x2
= 12x+ 30

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 18y

∂2f

∂y2
= 15x+ 54

Dosadíme body do Hessovy matice.
V bod¥ (0, 0) máme (

30 0

0 54

)
lok. minimum.
V bod¥ (−5, 0) máme (

−30 0

0 −36

)
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lok. maximum.
V bod¥ (−3, 2) máme (

−6 36

36 0

)
není extrém.
V bod¥ (−3,−2) máme (

−6 −36

−36 0

)
není extrém.

(g) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z
�e²ení: P°íklad máme z http://www.math.muni.cz/~zemanekp/files/SRPzMA

II_FRMU.pdf

První derivace:
∂f

∂x
= 3x2 + 12y

∂f

∂y
= 2y + 12x

∂f

∂z
= 2z + 2

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (0, 0,−1), (24,−144,−1).
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Druhé derivace
∂2f

∂x2
= 6x

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 12

∂2f

∂y2
= 2

∂2f

∂z2
= 2

∂2f

∂x∂z
=

∂2f

∂z∂x
= 0

∂2f

∂y∂z
=

∂2f

∂z∂y
= 0

Dosadíme body do Hessovy matice. V bod¥ (0, 0,−1) máme
0 12 0

12 2 0

0 0 2


Není extrém.
V bod¥ (24, 144,−1) máme 

144 12 0

12 2 0

0 0 2


lok. minimum.

(h) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz)
�e²ení: P°íklad máme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/op

ory/VybrPartCv.pdf

První derivace:
∂f

∂x
= 3x2 − 3y − 3z

∂f

∂y
= 3y2 − 3x

∂f

∂z
= 3z2 − 3x

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (0, 0, 0), ( 3
√
4, 3

√
2, 3

√
2).
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Druhé derivace
∂2f

∂x2
= 6x

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= −3

∂2f

∂y2
= 6y

∂2f

∂z2
= 6z

∂2f

∂x∂z
=

∂2f

∂z∂x
= −3

∂2f

∂y∂z
=

∂2f

∂z∂y
= 0

Dosadíme body do Hessovy matice. V bod¥ (0, 0, 0) máme
0 −3 −3

−3 0 0

−3 0 0


Není extrém.
V bod¥ ( 3

√
4, 3

√
2, 3

√
2) máme 

6 3
√
4 −3 −3

−3 6 3
√
2 0

−3 0 6 3
√
2


lok. minimum.

(i) f(x, y, z) = x3 + y2 +
z2

2
− 3xz − 2y + 2z

�e²ení: P°íklad máme z https://is.muni.cz/el/1433/podzim2011/MB103/um

/Kapitola8_priklady.pdf

První derivace:
∂f

∂x
= 3x2 − 3z

∂f

∂y
= 2y − 2

∂f

∂z
= z − 3x+ 2

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (1, 1, 1), (2, 1, 4).
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Druhé derivace
∂2f

∂x2
= 6x

∂2f

∂y2
= 2

∂2f

∂z2
= 1

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 0

∂2f

∂z∂x
=

∂2f

∂x∂z
= −3

∂2f

∂y∂z
=

∂2f

∂z∂y
= 0

Dosadíme body do Hessovy matice. V bod¥ (1, 1, 1) je
6 0 −3

0 2 0

−3 0 1


není extrém.
V bod¥ (2, 1, 4) je 

12 0 −3

0 2 0

−3 0 1


lok. minimum.

(j) f(x, y) = e−x2−y2(2y2 + x2)
�e²ení: P°íklad máme odsud: http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/fcevice
prom.html

Funkce je C∞(R2). Spo£teme první parciální derivace

∂f

∂x
= −2xe−x2−y2(x2 + 2y2 − 1)

∂f

∂y
= −2ye−x2−y2(x2 + 2y2 − 2)

a poloºíme je rovny 0. �e²íme tedy tuto soustavu:

−2xe−x2−y2(x2 + 2y2 − 1) = 0

−2ye−x2−y2(x2 + 2y2 − 2) = 0

Protoºe e−(x2+y2) > 0, dostáváme

−2x(x2 + 2y2 − 1) = 0

−2y(x2 + 2y2 − 2) = 0

Z 1. rovnice plyne, ºe bu¤ x = 0 nebo x2 + 2y2 − 1 = 0.
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� x = 0 Dosadíme do druhé rovnice:

−2y2(y2 − 1) = 0

tedy máme podez°elé body (0, 0), (0, 1), (0,−1).
� x2 + 2y2 − 1 = 0 Dosadíme do druhé rovnice:

−2y(−1) = 0

tedy y = 0. Dosadíme zp¥t do podmínky:

x2 − 1 = 0.

Tedy máme podez°elé body (1, 0), (−1, 0).
Celkem máme 5 podez°elých bod·: (0, 0), (0, 1), (0,−1), (1, 0), (−1, 0).
Pro ur£ení extrém· spo£teme 2. derivace

∂2f

∂x2
= e−x2−y2(4x4 + 2x2(4y2 − 5)− 4y2 + 2)

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 2xe−x2−y2(x2(2y2 − 1) + 4y4 − 8y2 + 1)

∂2f

∂y2
= e−x2−y2(x2(4y2 − 2) + 8y4 − 20y2 + 4)

Sestavíme Hessovu matici a dosadíme do ní podez°elé body. Dle Sylvesterova
kritéria ur£íme de�nitnost matice a p°ípadné lok. extrémy.
� (0, 0) (

2 0

0 4

)
Lok. minimum.

� (0, 1) −2/e 0

0 −8/e


Lok. maximum.

� (0,−1) −2/e 0

0 −8/e


Lok. maximum.

� (1, 0) −4/e 0

0 2/e


Není extrém.
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� (−1, 0) −4/e 0

0 2/e


Není extrém.

(k) f(x, y) = xy + 50
x + 20

y , x, y > 0

�e²ení:

Funkce f je dle zadání de�nována na prvním kvadrantu. Spo£t¥me její parciální
derivace. Máme

∂f

∂x
= y − 50

x2
,

∂f

∂y
= x− 20

y2
.

Stacionární body jsou ty, ve kterých jsou ob¥ parciální derivace nulové. Najdeme
je °e²ením soustavy

y − 50

x2
= 0

x− 20

y2
= 0.

Z první rovnice máme, ºe y = 50
x2 , dosazením do druhé a p°enásobením jmeno-

vatelem získáme rovnici
x− 20

502
x4 = 0.

Její °e²ení jsou x1 = 0 a x2 = 3

√
502

20 = 3
√
125 = 5. První °e²ení ov²em nem·ºe být

£ástí °e²ení celé soustavy. Odpovídající hodnotou pro druhý ko°en je y2 = 50
25 = 2.

Funkce f má tedy (v prvním kvadrantu) jediný stacionární bod (5, 2).
Druhé parciální derivace jsou

∂2f

∂x2
=

100

x3
,

∂2f

∂y2
=

40

y3
,

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 1.
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Matice druhého diferenciálu v bod¥ (5, 2) je tedy(
4
5 1
1 5

)
hlavní subdeterminanty jsou D1 = 4

5 > 0 a D2 = 4 − 1 = 3 > 0, matice je
tedy pozitivn¥ de�nitní a funkce f má tudíº v bod¥ (5, 2) (ostré) lokální minimum
f(5, 2) = 30.

(l) f(x, y) = (x− y + 1)2

�e²ení:

Je vid¥t, ºe funkce f je nezáporná. Ve v²ech bodech p°ímky x − y + 1 = 0 tedy
nabývá globálního minima. P°esv¥d£íme se, ºe jiné extrémy funkce f nemá. Par-
ciální derivace jsou

∂f

∂x
= 2(x− y + 1),

∂f

∂x
= −2(x− y + 1).

Je zjevné, ºe ob¥ parciální derivace jsou nulové práv¥ v bodech zmín¥né p°ímky. V
jiných bodech se tedy extrému nenabývá.

(m) f(x, y, z) = x3 + y3 + z3 − 3(xy + xz)
�e²ení:

P°íklad je z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPa

rtCv.pdf

Najdeme první parciální derivace

∂f

∂x
= 3x2 − 3y − 3z

∂f

∂y
= 3y2 − 3x

∂f

∂z
= 3z2 − 3x

Poloºíme je rovny 0 a najdeme podez°elé body. Výsledek: (0, 0, 0) a ( 3
√
4, 3

√
2, 3

√
2).
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Spo£teme 2. parciální derivace a sestavíme Hessovu matici
6x −3 −3

−3 6y 0

−3 0 6z


V bod¥ (0, 0, 0) máme 

0 −3 −3

−3 0 0

−3 0 0


Upravíme symetrickými úpravami a zjistíme, ºe matice je inde�nitní - tedy zde není
extrém.
V bod¥ ( 3

√
4, 3

√
2, 3

√
2) máme 

6 3
√
4 −3 −3

−3 6 3
√
2 0

−3 0 6 3
√
2


Ze Sylvesterova kritéria plyne, ºe matice je pozitivn¥ de�nitní a tedy zde je lok.
minimum.
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Bonus

2. Najd¥te lokální extrémy funkce f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 6xy + 2z
Hint: V [0, 0,−1] zkoumáme p°ímku [x, 0,−1].

�e²ení: První derivace:
∂f

∂x
= 3x2 + 6y

∂f

∂y
= 2y + 6x

∂f

∂z
= 2z + 2

Rovnice poloºíme rovny 0 a najdeme podez°elé body. Vyjde (0, 0,−1), (6,−18,−1).
Druhé derivace

∂2f

∂x2
= 6x

∂2f

∂y2
= 2

∂2f

∂z2
= 2

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
= 6

∂2f

∂z∂x
=

∂2f

∂x∂z
= 0

∂2f

∂y∂z
=

∂2f

∂z∂y
= 0

Dosadíme body do Hessovy matice. V bod¥ (6,−18,−1) je
36 6 0

6 2 0

0 0 2


lokální minimum.
V bod¥ (0, 0,−1) je 

0 6 0

6 2 0

0 0 2


Nyní bu¤ ukáºeme, ºe matice je inde�nitní (technikami z lineární algebry), nebo zkusíme
vy²et°it funkci na n¥jaké vhodné p°ímce. Uvaºujme tedy p°ímku (x, 0,−1). Tato p°ímka
prochází bodem (0, 0,−1). Po dosazení dostaneme

f(x, 0,−1) = x3 + 1− 2 = x3 − 1.

Jde o funkci jedné prom¥nné, která v bod¥ x = 0 nemá ani maximum, ani minimum.
Tedy ani p·vodní funkce (3 prom¥nných) nem·ºe mít v bod¥ (0, 0,−1) maximum ani
minimum.
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3. Ukaºte, ºe funkce f(x, y) = (x − y2)(2x − y2) má v [0, 0] lok. minimum vzhledem ke
v²em p°ímkám, ale nemá tam minimum.
Hint: Zkoumejte hodnoty na k°ivce [ 3

4
y2, y].

�e²ení: Hodnoty na p°ímkách: zkoumáme funkci tvaru

g(x) = f(x, kx) = (x− k2x2)(2x− k2x2) = 2x2 + k4x4 − 3xk2x3.

Jde vlastn¥ o funkci jedné prom¥nné, tedy

g′(x) = 4x+ 4k4x3 − 9k2x2, g′(0) = 0

g′′(x) = 4 + 12k4x2 − 18k2x, g′′(0) = 4

Tedy jde o lok. minimum.
Speciální p°ípad: p°ímka x = 0, pak f(0, y) = y4, zjevn¥ jde o lok. minimum.
Ale na k°ivce (34y

2, y) dostaneme

f(
3

4
y2, y) = −1

8
y4,

tedy z°ejm¥ jde o lok. maximum.

4. Najd¥te Hessovu matici v následujících funkcí [0, 0] a diskutujte existenci maxima/minima/sedla
vzhledem k semide�nitnosti matice.

(a) x4 + y4

�e²ení: Hessova matice je tvaru12x2 0

0 12y2


tedy v (0, 0) je (

0 0

0 0

)
V bod¥ je lok. minimum (tvar �misti£ka�).

(b) −x4 − y4 �e²ení: Hessova matice je tvaru−12x2 0

0 −12y2


tedy v (0, 0) je (

0 0

0 0

)
V bod¥ je lok. maximum (tvar �kope£ek�).

(c) x4 − y4 �e²ení: Hessova matice je tvaru12x2 0

0 −12y2


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tedy v (0, 0) je (
0 0

0 0

)
V bod¥ není extrém (tvar �sedlo�).

Záv¥r: Ve v²ech p°ípadech vy²la semide�nitní matice, p°itom se tam nalézalo lok. min-
imum, maximum i sedlo. Ze semide�nitní matice tedy nelze o existenci extrém· nic
°íct.
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