
7. cvi£ení � Implicitní funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.m�.cuni.cz

P°íklady

1. Ukaºte, ºe rovnice (x2 + y2)2 − 3x2y − y3 = 0 ur£uje na okolí bodu [0, 1] implicitn¥
zadanou funkci y(x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ 0.
Zdroj p°íkladu: http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
�e²ení: Poloºme F = (x2 + y2)2 − 3x2y − y3, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (0, 1). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (0, 1) = 1− 0− 1 = 0

(c) ∂F
∂y = 2(x2 + y2)2y − 3x2 − 3y2, ∂F

∂y (0, 1) = 1 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové, ºe
pro kaºdé x ∈ (x̄−ε, x̄+ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ−δ, ȳ+δ) s vlastností F (x, y) = 0.
Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Uvaºujme p·vodní rovnici (y je nyní funkce, pro názornost m·ºeme psát y(x)):

(x2 + y(x)2)2 − 3x2y(x)− y(x)3 = 0

Zderivujme ob¥ strany podle x (pozor na vnit°ní funkci) a vyjád°eme y:

2(x2 + y(x)2)(2x+ 2y(x)y′(x))− 6xy(x)− 3x2y′(x)− 3y(x)2y′(x) = 0

4x3 + 4x2y(x)y′(x) + 4xy(x)2 + 4y(x)3y(x)′ − 6xy(x)− 3x2y(x)′ − 3y(x)2y(x)′ = 0

y′(x)
(
4x2y(x) + 4y(x)3 − 3x2 − 3y(x)2

)
= −4x3 − 4xy(x)2 + 6xy(x)

y′(x) =
−4x3 − 4xy(x)2 + 6xy(x)

4x2y(x) + 4y(x)3 − 3x2 − 3y(x)2

Dosadíme (x, y(x)) = (0, 1) a získáme

y′(0) =
0

−1
.

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme rovnici (budeme pro zjednodu²ení psát y
místo y(x)).

y′
(
4x2y + 4y3 − 3x2 − 3y2

)
= −4x3 − 4xy2 + 6xy

Tedy

y′′
(
4x2y + 4y3 − 3x2 − 3y2

)
+ y′

(
8xy + 4x2y′ + 12y2y′ − 6x− 6yy′

)
=

−12x2 − 4y2 − 8xyy′ + 6y + 6xy′

Dosadíme x = 0, y(x) = 1 a y′(x) = 0.

y′′(0)(0 + 4− 0− 3) + 0(0 + 0 + 0− 0− 0) = −0− 4− 0 + 6 + 0

Tedy
y′′(0) = 2.
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2. Ukaºte, ºe rovnice x2 + xy2 − y2 = 1 ur£uje na okolí bodu [−2, 1] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Spo£t¥te první derivaci této funkce v bod¥ −2.
Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = x2 − y2 + xy2 − 1, G = R2, k = 1 a (x̄, ȳ) = (−2, 1). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (−2, 1) = 4− 2− 1− 1 = 0

(c) ∂F
∂y = −2y + 2xy, ∂F

∂y (−2, 1) = −2− 4 = −6 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové, ºe
pro kaºdé x ∈ (x̄−ε, x̄+ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ−δ, ȳ+δ) s vlastností F (x, y) = 0.
Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Zderivujeme podle x a pouºijeme vzorec.

∂F

∂x
= 2x+ y2,

∂F

∂x
(−2, 1) = −4 + 1 = −3.

Pak
y′(−2) = −−3

−6
= −3

6
.
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3. Ukaºte, ºe rovnice x2 + y2 + xy − 3 = 0 ur£uje na okolí bodu [1, 1] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ 1.
Zdroj p°íkladu: http://homel.vsb.cz/~kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
�e²ení: Poloºme F = x2 + y2 + xy − 3, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (1, 1). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (1, 1) = 1 + 1 + 1− 3 = 0

(c) ∂F
∂y = 2y + x, ∂F

∂y (1, 1) = 3 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové, ºe
pro kaºdé x ∈ (x̄−ε, x̄+ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ−δ, ȳ+δ) s vlastností F (x, y) = 0.
Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)). Zderivujeme p·vodní
rovnici

2x+ 2yy′ + y + xy′ = 0

y′(2y + x) = −2x− y

y′ =
−2x− y

2y + x

Dosadíme bod [1, 1] a získáme
y′(1) = −1.

Pro druhou derivaci zderivujeme je²t¥ jednou

y′′(2y + x) + y′(2y′ + 1) = −2− y′

y′′ =
−y′(2y′ + 1)− 2− y′

(2y + x)

y′′ =
−2(y′)2 − 2y′ − 2

(2y + x)
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y′′(2y + x) + y′(2y′ + 1) = −2− y′

y′′ =
−y′(2y′ + 1)− 2− y′

(2y + x)

y′′ =
−2(y′)2 − 2y′ − 2

(2y + x)

Dosadíme x = 1, y = 1, y′ = −1:

y′′(1) =
−2 + 2− 2

2 + 1
= −2

3
.

4. Ukaºte, ºe rovnice y − 1
2 sin y = x ur£uje na okolí bodu [π, π] implicitn¥ zadanou funkci

y(x). Najd¥te rovnici te£ny v bod¥ [π, π].
Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = y − 1
2 sin y − x, G = R2, k = 1 a (x̄, ȳ) = (π, π). Pak

(a) F ∈ Ck(G),
(b) F (π, π) = π − 0− π = 0,
(c) ∂F

∂y = 1− 1
2 cos y,

∂F
∂y (π, π) = 1 + 1

2 = 3
2 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové, ºe
pro kaºdé x ∈ (x̄−ε, x̄+ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ−δ, ȳ+δ) s vlastností F (x, y) = 0.
Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Zderivujeme podle x a pouºijeme vzorec.

∂F

∂x
= −1,

∂F

∂x
(π, π) = −1.
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Pak
y′(π) = −−1

3
2

=
2

3
.

Pro rovnici te£ny platí
y = ȳ + f ′(x)(x− x̄)

Tedy

y = π +
2

3
(x− π).

5. Ukaºte, ºe rovnice y − 1
2 sin y = x ur£uje na okolí bodu [π−1

2 , π2 ] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Ur£ete, zda graf této funkce leºí na okolí daného bodu pod te£nou nebo
nad te£nou.
Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = y − 1
2 sin y − x, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (π−1

2 , π2 ). Pak

(a) F ∈ Ck(G)

(b) F (π−1
2 , π2 ) =

π
2 − 1

2 + 1
2 − π

2 = 0

(c) ∂F
∂y = 1− 1

2 cos y,
∂F
∂y (

π−1
2 , π2 ) = 1 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové, ºe
pro kaºdé x ∈ (x̄−ε, x̄+ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ−δ, ȳ+δ) s vlastností F (x, y) = 0.
Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Zderivujeme p·vodní rovnici

y′ − 1

2
cos yy′ = 1

y′
(
1− 1

2
cos y

)
= 1

y′ =
1(

1− 1
2 cos y

)
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Dosadíme

y′
(
π − 1

2

)
=

1

1− 0
= 1

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme

y′′
(
1− 1

2
cos y

)
+ y′

(
1

2
sin yy′

)
= 0

y′′ = −
y′
(
1
2 sin yy

′)(
1− 1

2 cos y
)

Dosadíme x = π−1
2 , y = π

2 , y
′ = 1:

y′′ = −
1
2

(1− 0)
= −1

2

Dohromady máme: funkce y je C2, tedy y′′ je spojitá. Navíc y′′
(
π−1
2

)
= −1

2 < 0. Odtud
máme, ºe existuje okolí bodu x̄ takové, ºe druhá derivace je na tomto okolí záporná.
Funkce je tam tedy konkávní a leºí pod te£nou.

6. K rovnici −x2 + y2 − 2xy + y = 0 najd¥te body, v nichº jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty
o implicitní funkci a které jsou stacionárními body takto implicitn¥ de�novaných funkcí
jedné prom¥nné. Rozhodn¥te, zda jsou v t¥chto bodech lok. extrémy.
Zdroj p°íkladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

�e²ení: Poloºme F = −x2 + y2 − 2xy + y, G = R2, k = 2. Máme F ∈ Ck(G).
Hledáme takové body (x, y), kde

(a) F (x, y) = −x2 + y2 − 2xy + y = 0

(b) ∂F
∂y = 2y − 2x+ 1 ̸= 0

(c) y′(0) = −
∂F
∂x
∂F
∂y

= 0, tedy ∂F
∂x = −2x− 2y = 0 (stacionární body)

Ze 3. rovnice máme y = −x. Dosadíme do první:

−x2 + x2 + 2x2 − x = 0

x(2x− 1) = 0.

Celkem máme body (0, 0) a (12 ,−
1
2). Pro oba je navíc spln¥na podmínka ∂F

∂y ̸= 0.
Tedy jsou v obou bodech spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci.
Spo£teme dv¥ derivace.

−2x+ 2yy′ − 2y − 2xy′ + y′ = 0

y′(2y − 2x+ 1) = 2x+ 2y

dále
y′′(2y − 2x+ 1) + y′(2y′ − 2) = 2 + 2y′

y′′ =
−y′(2y′ − 2) + 2 + 2y′

(2y − 2x+ 1)

Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 6

http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.pdf
http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.pdf


Dosadíme nalezené body (navíc máme, ºe y′ = 0). Tedy

y′′(0) =
2

1
> 0.

y′′(
1

2
) =

2

−1
< 0.

Záv¥r: v bod¥ (0, 0) je lok. minimum a v bod¥ (12 ,−
1
2) je lok. maximum.

7. Ukaºte, ºe rovnice ln(x2z3) = ez cos y − 1 ur£uje na okolí bodu [−1, π2 , 1] implicitn¥
zadanou funkci z(x, y). Vypo£t¥te její parciální derivace 1. °ádu a ur£ete jejich hodnotu
v daném bod¥.
P°íklad is °e²ením máme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor

y/VybrPartCv.pdf

�e²ení: Poloºme F (x, y, z) = ln(x2z3)− ez cos y + 1, G = (−∞, 0)× R× (0,∞), k = 1
a (x̄, ȳ) = (−1, π2 ), z̄ = 1. Pak

(a) F ∈ Ck(G),
(b) F (−1, π2 , 1) = log(1)− e1·cos

π
2 + 1 = 0,

(c) ∂F
∂z = 3

z − ez cos y cos y, ∂F
∂z (−1, π2 , 1) = 3− e1 cos

π
2 cos π

2 = 3 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé (x, y) ∈ B((x̄, ȳ), ε) existuje práv¥ jedno z ∈ (z̄ − δ, z̄ + δ) s vlastností
F (x, y, z) = 0. Ozna£íme-li toto z symbolem φ(x, y), pak φ(x, y) ∈ C1(B((x̄, ȳ), ε)).
Zderivujeme podle x a y a pouºijeme vzorec.

∂F

∂x
=

2

x
,

∂F

∂x
(−1,

π

2
, 1) = −2.

Pak
∂z

∂x
= −−2

3
=

2

3
a

∂F

∂y
= −ez cos yz(− sin y),

∂F

∂y
(−1,

π

2
, 1) = 1.
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Pak
∂z

∂y
= −1

3

8. Ukaºte, ºe rovnice z + ez = xy + 2 ur£uje na okolí bodu [−1, 1, 0] implicitn¥ zadanou
funkci z(x, y). Vypo£t¥te její parciální derivace 1. a 2. °ádu v daném bod¥.
P°íklad is °e²ením máme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor

y/VybrPartCv.pdf

�e²ení:

� Poloºme F (x, y, z) = z+ ez − xy− 2, G = R3, k = 2 a (x̄, ȳ) = (−1, 1), z̄ = 0. Pak
(a) F ∈ Ck(G),
(b) F (−1, 1, 0) = 0 + e0 + 1− 2 = 0,
(c) ∂F

∂z = 1 + ez, ∂F
∂z (−1, 1, 0) = 1 + 1 ̸= 0

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé (x, y) ∈ B((x̄, ȳ), ε) existuje práv¥ jedno z ∈ (z̄ − δ, z̄ + δ) s vlastností
F (x, y, z) = 0. Ozna£íme-li toto z symbolem φ(x, y), pak φ(x, y) ∈ C2(B((x̄, ȳ), ε)).

� Pro zji²t¥ní derivací budeme aplikovat °etízkové pravidlo. Uvaºujme rovnici

z + ez = xy + 2,

kde z = z(x, y) je funkce dvou prom¥nných. Prve derivujeme podle x.

∂z

∂x
+ ez · ∂z

∂x
= y

∂z

∂x
(1 + ez) = y

∂z

∂x
=

y

1 + ez

V bod¥ (−1, 1, 0) máme

∂z

∂x
(−1, 1, 0) =

1

1 + e0
=

1

2

Analogicky zderivujeme podle y.

∂z

∂y
+ ez · ∂z

∂y
= x

∂z

∂y
(1 + ez) = x

∂z

∂y
=

x

1 + ez

V bod¥ (−1, 1, 0) máme

∂z

∂y
(−1, 1, 0) =

−1

1 + e0
= −1

2

� Analogicky postupujeme pro 2. derivace.

∂2z

∂x2
= −y(1 + ez)−2ez · ∂z

∂x

Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 8

http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.pdf
http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPartCv.pdf


V bod¥ (−1, 1, 0) máme

∂2z

∂x2
(−1, 1, 0) = −1(1 + e0)−2e0 · ∂z

∂x
(−1, 1, 0) = −1

4
· 1
2
= −1

8

Dále
∂2z

∂y2
= −x(1 + ez)−2ez · ∂z

∂y

V bod¥ (−1, 1, 0) máme

∂2z

∂y2
(−1, 1, 0) = 1(1 + e0)−2e0 · ∂z

∂y
(−1, 1, 0) =

1

4
·
(
−1

2

)
= −1

8

Smí²ená derivace:

∂2z

∂x∂y
=

(1 + ez)− y(ez)∂z∂y
(1 + ez)2

V bod¥ (−1, 1, 0) máme

∂2z

∂x∂y
(−1, 1, 0) =

(1 + e0)− 1(e0)∂z∂y (−1, 1, 0)

(1 + e0)2
=

2 + 1
2

4
=

5

8

Navíc platí
∂2z

∂y∂x
(−1, 1, 0) =

5

8
,

coº plyne z v¥ty o zám¥nnosti parciálních derivací a faktu, ºe φ ∈ C2(B((x̄, ȳ), ε)).

9. Ukaºte, ºe rovnice x2 + y2 + z2 + xyz = 20 ur£uje na okolí bodu [1, 2, 3] implicitn¥
zadanou funkci z(x, y). Najd¥te rovnici te£né roviny v daném bod¥.
P°íklad is °e²ením máme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor

y/VybrPartCv.pdf

�e²ení: Poloºme F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 + xyz − 20, G = R3, k = 1 a (x̄, ȳ) = (1, 2),
z̄ = 3. Pak

(a) F ∈ Ck(G),
(b) F (1, 2, 3) = 1 + 4 + 9 + 6− 20 = 0,
(c) ∂F

∂z = 2z + xy ∂F
∂z (1, 2, 3) = 6 + 2 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé (x, y) ∈ B((x̄, ȳ), ε) existuje práv¥ jedno z ∈ (z̄ − δ, z̄ + δ) s vlastností
F (x, y, z) = 0. Ozna£íme-li toto z symbolem φ(x, y), pak φ(x, y) ∈ C1(B((x̄, ȳ), ε)).
Zderivujeme podle x a y a pouºijeme vzorec.

∂F

∂x
= 2x+ yz,

∂F

∂x
(1, 2, 3) = 2 + 6 = 8.

Pak
∂z

∂x
= −8

8
= −1

a
∂F

∂y
= 2y + xz,

∂F

∂x
(1, 2, 3) = 4 + 3 = 7.
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Pak
∂z

∂x
= −7

8
.

Protoºe φ(x, y) ∈ C1(B((x̄, ȳ), ε)), tak funkce má derivaci a m·ºeme sestavit rovnici
te£né roviny. Dostáváme

z − z̄ =
∂f

∂x
(x̄, ȳ, z̄)(x− x̄) +

∂f

∂y
(x̄, ȳ, z̄)(y − ȳ)

z − 3 = −1(x− 1)− 7

8
(y − 2)

x+
7

8
y + z =

23

4

Zkou²kové p°íklady

10. Ukaºte, ºe daná rovnice ur£euje na okolí bodu [x̄, ȳ] implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nné
x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ x̄.

(a) xy + yx = 2y, [x̄, ȳ] = [1, 1]
�e²ení: Poloºme F = xy + yx − 2y, G = (0,∞)× (0,∞), k = 2 a (x̄, ȳ) = (1, 1).
Pak
i. F ∈ Ck(G)

ii. F (1, 1) = 1 + 1− 2 = 0

iii. ∂F
∂y = xy log x+ xyx−1 − 2, ∂F

∂y (1, 1) = 0 + 1− 2 = −1 ̸= 0.
Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x̄ − ε, x̄ + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ − δ, ȳ + δ) s vlastností
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Uvaºujme p·vodní rovnici

xy + yx = 2y

neboli
ey log x + ex log y = 2y

Zderivujme ob¥ strany podle x a vyjád°eme y′:

xy
(y
x
+ y′ log x

)
+ yx

(
log y +

x

y
y′
)

= 2y′

y′
(
xy log x+ yx

x

y
− 2

)
= −xy

y

x
− yx log y

Dosadíme (x, y(x)) = (1, 1) a získáme

y′(1)(0 + 1− 2) = −1− 0

y′(1) = 1.

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme rovnici:

y′
(
xy log x+ yx

x

y
− 2

)
= −xy

y

x
− yx log y
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Tedy

y′′
(
xy log x+ yx

x

y
− 2

)
+ y′

(
xy

(y
x
+ y′ log x

)
log x+

xy

x
+ yx

(
log y +

x

y
y′
)

x

y
+ yx

y − xy′

y2

)
= −xy

(y
x
+ y′ log x

) y

x
− xy

y′x− y

x2
− yx

(
log y +

x

y
y′
)
log y − yx

y

Dosadíme x = 1, y(1) = 1 a y′(x) = 1.

y′′(1)(0+1−2)+1(1(1+0))0+1+1(0+1)·1+1·1− 1

1
= −1(1+0)·1−1

1− 1

1
−1(0+1)·0−1

Tedy
−y′′(1) + 1 + 1 = −1− 1

y′′(1) =4
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(b) esinx2
+ esinxy = 2y + 2, [x̄, ȳ] = [0, 0]

�e²ení: Poloºme F = esinx2
+ esinxy − 2y − 2, G = R2, k = 2 a (x̄, ȳ) = (0, 0).

Pak
i. F ∈ Ck(G)

ii. F (0, 0) = 1 + 1− 2 = 0

iii. ∂F
∂y = esinxy(cosxy)x− 2 ∂F

∂y (0, 0) = 1 · 1 · 0− 2 = −2 ̸= 0.
Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x̄ − ε, x̄ + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ − δ, ȳ + δ) s vlastností
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Uvaºujme p·vodní rovnici

esinx2
+ esinxy = 2y + 2

Zderivujme ob¥ strany podle x a vyjád°eme y′:

esinx2
cos(x2)2x+ esinxy cos(xy)(y + xy′) = 2y′

Dosadíme (x, y(x)) = (0, 0) a získáme

e0 cos(0) · 0 + e0 cos 0(0 + 0) = 2y′(0)y′(0) = 0.

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme rovnici:

esinx2
cos(x2)2x+ esinxy cos(xy)(y + xy′) = 2y′

Tedy

esinx2
(cos(x2)2x)2 + esinx2

(− sin(x2)4x2 + cos(x2) · 2)
+ esinxy(cos(xy)(y + xy′))2 + esinxy(− sin(xy)(y + xy′)2 + cos(xy)(y′ + y′ + xy′′)) = 2y′′

Dosadíme x = 0, y(0) = 0 a y′(x) = 0.

2+ = 2y′′

Tedy
y′′(0) =1

(c) π/2 + arcsin(x+ y2) = arccos(y + x2), [x̄, ȳ] = [0, 0]
�e²ení: Poloºme F = π/2 + arcsin(x+ y2)− arccos(y + x2), G = (−1

2)× (−1
2 ,

1
2)

(lze vykoukat z obrázku) , k = 2 a (x̄, ȳ) = (0, 0).
Pak
i. F ∈ Ck(G)

ii. F (0, 0) = π
2 + 0− π

2 = 0

iii. ∂F
∂y = 1√

1−(x+y2)2
+ 2x√

1−(y+x2)2
, ∂F

∂y (0, 0) = 1 + 0 = 1 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x̄ − ε, x̄ + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ − δ, ȳ + δ) s vlastností
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
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Uvaºujme p·vodní rovnici

π/2 + arcsin(x+ y2) = arccos(y + x2)

Zderivujme ob¥ strany podle x a vyjád°eme y′:

1 + 2yy′√
1− (x+ y2)2

= − y′ + 2x√
1− (y + x2)2

Dosadíme (x, y(x)) = (0, 0) a získáme

1 = −y′(0)

−1 = y′(0)

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme rovnici:

1 + 2yy′√
1− (x+ y2)2

= − y′ + 2x√
1− (y + x2)2

Tedy

(2y′y′ + 2yy′′)(1− (x+ y2)2)−
1
2 + (1 + 2yy′) ·

(
−1

2

)
(1− (x+ y2))−

3
2 (−2(x+ y2)(1 + 2yy′))

= −(y′′ + 2)(1− (y + x2)2)−
1
2 − (y′ + 2x) ·

(
−1

2

)
(1− (y + x2))−

3
2 (−2(y + x2)(y′ + 2x))

Dosadíme x = 0, y(0) = 0 a y′(0) = −1.

2 = −(y′′ + 2)

Tedy
y′′(0) =− 4

Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 13



(d) arctan(y2 + xy) = exy − cosx+ y, [x̄, ȳ] = [0, 0]
�e²ení: Poloºme F = arctan(y2 + xy) − exy + cosx − y, G = R2, k = 2 a
(x̄, ȳ) = (0, 0). Pak
i. F ∈ Ck(G)

ii. F (0, 0) = 0− 1 + 1− 0 = 0

iii. ∂F
∂y = 2y+x

1+(y2+xy)2
− exyx− 1, ∂F

∂y (0, 0) = 0− 0− 1 = −1 ̸= 0.

Tedy jsou spln¥ny podmínky v¥ty o implicitní funkci a existuje ε > 0 a δ > 0 takové,
ºe pro kaºdé x ∈ (x̄ − ε, x̄ + ε) existuje práv¥ jedno y ∈ (ȳ − δ, ȳ + δ) s vlastností
F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem φ(x), pak φ(x) ∈ C2((x̄− ε, x̄+ ε)).
Uvaºujme p·vodní rovnici

arctan(y2 + xy) = exy − cosx+ y

Zderivujme ob¥ strany podle x a vyjád°eme y′:

2yy′ + y + xy′

1 + (y2 + xy)2
= exy(y + xy′) + sinx+ y′

Dosadíme (x, y(x)) = (0, 0) a získáme

0 = y′(0)

Pro druhou derivaci je²t¥ jednou zderivujeme rovnici:

2yy′ + y + xy′

1 + (y2 + xy)2
= exy(y + xy′) + sinx+ y′

Tedy

(2y′y′ + 2yy′′ + y′ + y′ + xy′′)(1 + (y2 + xy)2)− (2yy′ + y + xy′)(2(y2 + xy)(2yy′ + y + xy′))

(1 + (y2 + xy)2)2

= exy(y + xy′)2 + exy(y′ + y′ + xy′′) + cosx+ y′′

Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 14



Dosadíme x = 0, y(0) = 0 a y′(0) = 0.

0 = 1 + y′′

Tedy
y′′(0) = −1
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Teorie

11. Rozhodn¥te, zda je podmínka ∂F
∂y (x̄, ȳ) ̸= 0 ve v¥t¥ o implicitní funkci nutná. Dokáºete

sestrojit funkci (alespo¬ obrázkem), u níº platí v²echny p°edpoklady aº na tento, a p°esto
platí záv¥r?
�e²ení: Nap°. funkci y = 3

√
x lze nanpsat i jako implicitní funkci k rovnici y3 = x. Pak

v bod¥ (0, 0) není spln¥na podmínka nenulové derivace, p°esto jde zjevn¥ o funkci.
Jiný p°íklad na obrázku

12. Sestrojte funkci f : R2 → R, která je parciáln¥ spojitá, ale není spojitá.
�ekneme, ºe f je parciáln¥ spojitá, pokud pro kaºdé x0 ∈ R je funkce g(y) = f(x0, y)
spojitá na R (jakoºto funkce 1 prom¥nné), a pro kaºdé y0 ∈ R je funkce h(x) = f(x, y0)
spojitá na R.
�e²ení: Poloºme

f(x, y) =

{
xy

x2+y2
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Pak na R2 \ [0, 0] je f spojitá - podle aritmetiky a spojitosti.
V po£átku platí: f(0, y) = 0 a f(x, 0) = 0, tedy je parciáln¥ spojitá.
Ale pro f(x, x) = xx

x2+x2 = 1
2 , tedy f jako taková spojitá není.

13. Sestrojte funkci f : R2 → R, která má v bod¥ [0, 0] derivaci ve v²ech sm¥rech Dvf(0, 0),
ale není v bod¥ [0, 0] spojitá.
�e²ení: Poloºme

f(x, y) =

{
xy2

x2+y4
, (x, y) ̸= (0, 0),

0, (x, y) = (0, 0).

Derivace v po£átku ve sm¥ru v = (v1, v2) spo£teme z de�nice

Dv(f) = lim
t→0

f(0 + tv)− f(0)

t
= lim

t→0

tv1(tv2)2

(tv1)2+(tv2)4

t
= lim

t→0

v1v
2
2

v21 + t2v42
=

{
v22
v1
, x ̸= 0,

0, x = 0.

Ale f(x2, x) = 1
2 , tedy f není v [0, 0] spojitá.
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Jiný p°íklad: Nech´ f(x, y) = 1, jestliºe y = x2, kde x ̸= 0, v ostatních p°ípadech nech´
je f(x, y) = 0.
Pak funkce je v po£átku nespojitá, ale v²echny sm¥rové derivace existují a jsou 0.

14. Sestrojte funkci f : R2 → R, která má v bod¥ [0, 0] derivaci ve v²ech sm¥rech Dvf(0, 0),
ale neexistuje totální diferenciál Df([0, 0]).
�e²ení: Jako p°edchozí p°íklad. Není-li totiº f spojitá, nem·ºe mít totální diferenciál.

15. Jsou dány vztahy
eu/x cos(v/y) =

x√
2

eu/x sin(v/y) =
y√
2

Dokaºte, ºe vztahy de�nují na okolí bodu [1, 1, 0, π4 ] funkce u(x, y) a v(x, y) t°ídy C∞.
Spo£t¥te parciální derivace ∂u

∂x a ∂v
∂x .

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/anal
yza.pdf

� Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, u, v) = eu/x cos(v/y)− x√
2

F2(x, y, u, v) = eu/x sin(v/y)− y√
2

Pak F ∈ C∞(
(0,∞)× (0,∞)× R× R

)
.

Dále F (1, 1, 0, π4 ) = [0, 0].
Sestavme matici:∂F1

∂u
∂F1
∂v

∂F2
∂u

∂F2
∂v

 =

 1
xe

u/x cos(v/y) − 1
ye

u/x sin(v/y)

1
xe

u/x sin(v/y) 1
ye

u/x cos(v/y)


V bod¥ (1, 1, 0, π4 ) dostáváme determinant∣∣∣∣∣∣∣∣

1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (1, 1) a okolí V bodu
(0, π4 ) takové, ºe pro kaºdé (x, y) ∈ U existuje práv¥ jedno (u, v) = φ(x, y) ∈ V
spl¬ující F (x, y, u, v) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako u(x, y) a v(x, y), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .

� Zderivujme podle prom¥nné x rovnice :

eu/x cos(v/y) =
x√
2

eu/x sin(v/y) =
y√
2
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Dostáváme

eu/x
uxx− u

x2
cos(v/y) + eu/x(− sin(v/y))

1

y
vx −

1√
2
= 0

eu/x
uxx− u

x2
sin(v/y) + eu/x cos(v/y)

1

y
vx = 0

Dosadíme x = 1, y = 1, u(1, 1) = 0, v(1, 1) = π
4 . Máme

ux(1, 1)
1√
2
− 1√

2
vx(1, 1) =

1√
2

ux(1, 1)
1√
2
+

1√
2
vx(1, 1) = 0.

Odtud
ux(1, 1) =

1

2
,

vx(1, 1) = −1

2
.

16. Ukaºte, ºe existují funkce u(x, y) a v(x, y) de�nované na n¥jakém okolí U bodu [1, 2],
které jsou na U t°díy C1, spl¬ují u(1, 2) = 0, v(1, 2) = 0 a platí pro n¥ rovnice

xeu+v + 2uv = 1

yeu−v − u

1 + v
= 2x.

Spo£t¥te u′(1, 2) a v′(1, 2).
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/anal
yza.pdf

� Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, u, v) = xeu+v + 2uv − 1

F2(x, y, u, v) = yeu−v − u

1 + v
− 2x.

Pak F ∈ C∞(
R× R× R× (−1,∞)

)
.

Dále F (1, 2, 0, 0) = [0, 0].
Sestavme matici:∂F1

∂u
∂F1
∂v

∂F2
∂u

∂F2
∂v

 =

 xeu+v + 2v xeu+v + 2u

yeu−v − 1
1+v −yeu−v + u

(1+v)2


V bod¥ (1, 2, 0, 0) dostáváme determinant∣∣∣∣∣1 1

1 −2

∣∣∣∣∣ = −3 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (1, 2) a okolí V bodu
(0, 0) takové, ºe pro kaºdé (x, y) ∈ U existuje práv¥ jedno (u, v) = φ(x, y) ∈ V
spl¬ující F (x, y, u, v) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako u(x, y) a v(x, y), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .
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� Zderivujme podle prom¥nné x rovnice :

xeu+v + 2uv = 1

yeu−v − u

1 + v
= 2x.

Dostáváme
eu+v + xeu+v(ux + vx) + 2uxv + 2uvx = 0

yuu−v(ux − vx)−
1

(1 + v)2
(ux(1 + v)− uvx) = 2

Dosadíme x = 1, y = 2, u(1, 2) = 0, v(1, 2) = 0. Máme

ux + vx = −1

ux − 2vx = 2

Odtud
ux(1, 2) = 0,

vx(1, 2) = −1.

� Zderivujme podle prom¥nné y rovnice :

xeu+v + 2uv = 1

yeu−v − u

1 + v
= 2x.

Dostáváme

xeu+v(uy + vy) + 2uyv + 2uvy = 0

eu−v + yuu−v(uy − vy)−
1

(1 + v)2
(uy(1 + v)− uvy) = 0

Dosadíme x = 1, y = 2, u(1, 2) = 0, v(1, 2) = 0. Máme

uy + vy = 0

uy − 2vy = −1

Odtud
uy(1, 2) = −1

3
,

vy(1, 2) =
1

3
.

� Tedy u′(1, 2) = (0,−1
3), v

′(1, 2) = (−1, 13).

17. Dokaºte, ºe existují funkce z(x, y) a t(x, y), které jsou t°ídy C∞ na n¥jakém okolí U
obsahujícím [1,−1] a spl¬ují rovnice

x2 + y2 − 1

2
z2 − t3 = 0

x+ y + z − t− 2 = 0,

spolu se vztahy z(1,−1) = 2 a t(1,−1) = 0.
Spo£t¥te z′′(1,−1).
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/anal
yza.pdf
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� Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, z, t) = x2 + y2 − 1

2
z2 − t3

F2(x, y, z, t) = x+ y + z − t− 2,

Pak F ∈ C∞(
R4

)
.

Dále F (1,−1, 2, 0) = [0, 0].
Sestavme matici: ∂F1

∂z
∂F1
∂t

∂F2
∂z

∂F2
∂t

 =

−z −3t2

1 −1


V bod¥ (1,−1, 2, 0) dostáváme determinant∣∣∣∣∣−2 0

1 −1

∣∣∣∣∣ = 2 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (1,−1) a okolí V bodu
(2, 0) takové, ºe pro kaºdé (x, y) ∈ U existuje práv¥ jedno (z, t) = φ(x, y) ∈ V
spl¬ující F (x, y, z, t) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako z(x, y) a t(x, y), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .

� Zderivujme podle prom¥nné x rovnice :

x2 + y2 − 1

2
z2 − t3 = 0

x+ y + z − t− 2 = 0,

Dostáváme
2x− zzx − 3t2tx = 0

1 + zx − tx = 0

Dosadíme x = 1, y = −1, z(1,−1) = 2, t(1,−1) = 0. Máme

−2zx = −2

zx − tx = −1

Odtud
zx(1,−1) = 1,

tx(1,−1) = 2.

� Zderivujme podle prom¥nné y rovnice :

x2 + y2 − 1

2
z2 − t3 = 0

x+ y + z − t− 2 = 0,

Dostáváme
2y − zzy − 3t2ty = 0

1 + zy − ty = 0
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Dosadíme x = 1, y = −1, z(1,−1) = 2, t(1,−1) = 0. Máme

−2zy = 2

zy − ty = −1

Odtud
zy(1,−1) = −1,

ty(1,−1) = 0.

� Rovnice zderivujeme je²t¥ jednou. Dostáváme

2− (zx)
2 − zzxx − 6t(tx)

2 − 3t2txx = 0,

zxx − txx = 0,

2− (zy)
2 − zzyy − 6t(ty)

2 − 3t2tyy = 0,

zyy − tyy = 0,

−zyzx − zzxy − 6ttytx − 3t2txy = 0

zxy − txy = 0,

Dosadíme a získáme
zxx(1,−1) =

1

2

zyy(1,−1) =
1

2

zxy(1,−1) =
1

2

txx(1,−1) =
1

2

tyy(1,−1) =
1

2

txy(1,−1) =
1

2

� Záv¥r:
z′′(1,−1)(h1, h2) =

1

2
h21 + h1h2 +

1

2
h22

18. Ukaºte, ºe rovnice
x = u+ v2

y = u2 − v3

de�nují na jistém okolí bodu [3, 3] funkce u(x, y), v(x, y) t°ídy C∞, které spl¬ují u(3, 3) =
2, v(3, 3) = 1. Spo£t¥te zxy(3, 3), pokud z = 2uv.
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~pick/anal
yza.pdf

� Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, u, v) = x = u+ v2

F2(x, y, u, v) = y = u2 − v3
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Pak F ∈ C∞(
R4

)
.

Dále F (3, 3, 2, 1) = [0, 0].
Sestavme matici: ∂F1

∂u
∂F1
∂v

∂F2
∂u

∂F2
∂v

 =

 −1 −2v

−2u 3v2


V bod¥ (3, 3, 2, 1) dostáváme determinant∣∣∣∣∣−1 −2

−4 3

∣∣∣∣∣ = −11 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (3, 3) a okolí V bodu
(2, 1) takové, ºe pro kaºdé (x, y) ∈ U existuje práv¥ jedno (u, v) = φ(x, y) ∈ V
spl¬ující F (x, y, u, v) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako u(x, y) a v(x, y), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .

� Platí
zxy = 2(uxyv + uxvy + uyvx + uvxy)

Odtud plyne, které derivace funkcí u a v pot°ebujeme dopo£ítat.
� Zderivujme podle prom¥nné x rovnice :

x = u+ v2

y = u2 − v3

Dostáváme
ux + 2vvx = 1

2uux − 3v2vx = 0

� Zderivujme podle prom¥nné y:

uy + 2vvy = 0

2uuy − 3v2vy = 1

Dosadíme x = 3, y = 3, u(3, 3) = 2, v(3, 3) = 1. Máme
Odtud

ux(3, 3) =
3

11
,

vx(3, 3) =
4

11
,

uy(3, 3) =
2

11
,

vy(3, 3) =
−1

11
,

� Je²t¥ jednou zderivujme:

uxy + 2vxvy + 2vvyx = 0

2uxuy + 2uuyx − 6vvxvy − 3v2vyx = 0
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Po dosazení vyjde

uyx(3, 3) =
224

113
,

vyx(3, 3) = − 68

113
.

� Ze zám¥nnosti parciálních derivací m·ºeme dosadit a získáme

zxy(3, 3) =
26

11

19. Spo£t¥te xv, yv a zv, pokud
u = x2 + y2,

v = x2 − 2xy2,

z = ln(y2 − x2)

v bod¥ u = 5, v = −7, x(5,−7) = 1 a y(5,−7) = 2.
(Rada: Prve °e²te první dv¥ rovnice pomocí V¥ty o implicitních funkcích, zv pak vyjád°ete
°etízkovým pravidlem.)
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/
Vyuka/

� Budeme prve pracovat jen s prvními dv¥ma rovnicemi.
Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, u, v) = u− x2 − y2,

F2(x, y, u, v) = v − x2 + 2xy2,

Pak F ∈ C∞(
R4

)
.

Dále F (1, 2, 5,−7) = [0, 0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):∂F1

∂x
∂F1
∂y

∂F2
∂x

∂F2
∂y

 =

 −2x −2y

−2x+ 2y2 4xy


V bod¥ (1, 2, 5,−7) dostáváme determinant∣∣∣∣∣−2 −4

6 8

∣∣∣∣∣ = 8 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (5,−7) a okolí V bodu
(1, 2) takové, ºe pro kaºdé (u, v) ∈ U existuje práv¥ jedno (x, y) = φ(u, v) ∈ V
spl¬ující F (x, y, u, v) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako x(u, v) a y(u, v), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .

� Zderivujme podle prom¥nné v rovnice :

u = x2 + y2,

v = x2 − 2xy2,
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Dostáváme
2xxv + 2yyv = 0

2xxv − 2xvy
2 − 4xyyv = 1

Dosadíme u = 5, v = −7, x(5,−7) = 1, y(5,−7) = 2. Máme

2xv + 4yv = 0

−6xv − 8yv = 1

Odtud
xv(5,−7) = −1

2

yv(5,−7) =
1

4

� Derivaci funkce z získáme z °etízkového pravidla (protoºe funkce y a x jsou C∞,
tak jsou spln¥ny podmínky °etízkového pravidla). Máme

z = ln(y2 − x2)

Tedy

zv =
−2x

y2 − x2
xv +

2y

y2 − x2
yv

Po dosazení
zv(5,−7) =

2

3

Zkou²kové p°íklady

20. Ukaºte, ºe vztahy
u = ln(xy) + cos v

v = ex−u − y2 − v

de�nují na jistém okolí bodu [x, y, u, v] = [1, 1, 1, 0] hladké funkce x, y prom¥nných u, v
takové, ºe x(1, 0) = 1 a y(1, 0) = 1. Rozhodn¥te, zda existuje totální diferenciál funkce
y(u, v) v bod¥ [1, 0] a pokud ano, nalezn¥te jej.
�e²ení:

� Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, u, v) = ln(xy) + cos v − u

F2(x, y, u, v) = ex−u − y2 − 2v

Pak F ∈ C∞(
(0,∞)× (0,∞)× R× R

)
.

Dále F (1, 1, 1, 0) = [0, 0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):∂F1

∂x
∂F1
∂y

∂F2
∂x

∂F2
∂y

 =

 1
x

1
y

ex−u −2y
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V bod¥ (1, 1, 1, 0) dostáváme determinant∣∣∣∣∣1 1

1 −1

∣∣∣∣∣ = −2 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (1, 0) a okolí V bodu
(1, 1) takové, ºe pro kaºdé (u, v) ∈ U existuje práv¥ jedno (x, y) = φ(u, v) ∈ V
spl¬ující F (x, y, u, v) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako x(u, v) a y(u, v), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .

� Zderivujme podle prom¥nné v rovnice :

u = ln(xy) + cos v

v = ex−u − y2 − v

Dostáváme
1

xy
(xvy + yvx)− sin v = 0

ex−u(xv − 0)− 2yyv − 1 = 1

Dosadíme u = 1, v = 0, x(1, 0) = 1, y(1, 0) = 1. Máme

xv + yv = 0

xv − 2yv − 1 = 1

Odtud
xv(1, 1) =

2

3

yv(1, 1) = −2

3

� Zderivujme podle prom¥nné u rovnice :

u = ln(xy) + cos v

v = ex−u − y2 − v

Dostáváme
1

xy
(xuy + yux) = 1

ex−u(xu − 1)− 2yyu = 0

Dosadíme u = 1, v = 0, x(1, 0) = 1, y(1, 0) = 1. Máme

xu + yu = 1

xu − 1− 2yu = 0

Odtud
xu(1, 1) = 1

yu(1, 1) = 0

� Z v¥ty o implicitních funkcích máme, ºe y(u, v) je t°ídy C∞ - tedy má spojité 1.
parciální derivace a tedy má totální diferenciál tvaru:

y′(1, 1)(h1, h2) = 0 · h1 −
2

3
h2.
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21. Ukaºte, ºe vztahy
u = ln(x2 + y2)− 2xy

v = ex sin y +
1

x2

de�nují na jistém okolí bodu [x, y, u, v] = [1, 0, 0, 1] hladké funkce x, y prom¥nných
u, v takové, ºe x(0, 1) = 1 a y(0, 1) = 0. Nech´ navíc je z funkce prom¥nných x a y
de�novaná na okolí bodu [x, y] = [1, 0] p°edpisem z(x, y) = arctan

( y
x

)
a nech´ Φ je

funkce prom¥nných u a v de�novaná na okolí bodu [u, v] = [0, 1] p°edpisem Φ(u, v) =
z(x(u, v), y(u, v)). Spo£t¥te ∂Φ

∂u (0, 1).
�e²ení:

� Uvaºujme F : R2+2 → R2, F : (F1, F2), kde

F1(x, y, u, v) = ln(x2 + y2)− 2xy − u

F2(x, y, u, v) = ex sin y +
1

x2
− v

Pak F ∈ C∞(B 1
2
(1, 0, 0, 1)).

Dále F (1, 0, 0, 1) = [0, 0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):∂F1

∂x
∂F1
∂y

∂F2
∂x

∂F2
∂y

 =

 2x
x2+y2

− 2y 2y
x2+y2

− 2x

ex sin y − 2
x3 ex cos y


V bod¥ (1, 0, 0, 1) dostáváme determinant∣∣∣∣∣ 2 −2

−2 e

∣∣∣∣∣ = 2e+ 4 ̸= 0.

Z v¥ty o implicitních funkcích tedy existuje okolí U bodu (0, 1) a okolí V bodu
(1, 0) takové, ºe pro kaºdé (u, v) ∈ U existuje práv¥ jedno (x, y) = φ(u, v) ∈ V
spl¬ující F (x, y, u, v) = 0. Ozna£íme-li sloºky φ jako x(u, v) a y(u, v), dostáváme
funkce t°ídy C∞ na U .

� Zderivujme podle prom¥nné u rovnice :

u = ln(xy) + cos v

v = ex−u − y2 − v

Dostáváme
1

x2 + y2
(2xxu + 2yyu)− 2xuy − 2xyu = 1

exxu sin y + ex cos yyu +
−2

x3
xu = 0

Dosadíme u = 0, v = 1, x(0, 1) = 1, y(0, 1) = 0. Máme

2xu − 2yu = 1

eyu − 2xu = 0
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Odtud
xu(0, 1) =

e

2e− 4

yu(0, 1) =
1

e− 2

� Derivaci funkce Φ dopo£teme z °etízkového pravidla (protoºe funkce x a y jsou C∞,
tak jsou spln¥ny podmínky °etízkového pravidla).

Φu =
1

1 +
( y
x

)2 y · −1

x2
xu +

1

1 +
( y
x

)2 · 1
x
yu

Po dosazení máme
Φu(0, 1) =

1

e− 2

22. Nech´ T : (C([0, 1]), ρsup) → R je zobrazení de�nované jako T (f) =

∫ 1

0
f(x) dx. Ukaºte,

ºe T je spojité.
�e²ení: Zvolme funkci f0 ∈ C([0, 1]). Zobrazení T je pak spojité v bod¥ f0, jestliºe

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀f ∈ C([0, 1]), ρsup(f, f0) < δ : |T (f)− T (f0)| < ε,

kde

|T (f)− T (f0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f(x) dx−

∫ 1

0
f0(x) dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ 1

0
(f(x)− f0(x)) dx

∣∣∣∣
Zvolme ε > 0 a δ = 1

2ε. Zvolme f takovou, ºe supx∈[0,1] |f(x)− f0(x)| < δ.
Pak máme

|T (f)− T (f0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
(f(x)− f0(x)) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f(x)− f0(x)|dx ≤

∫ 1

0
δ dx = δ < ε.

Tedy T je spojité v f0.
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