7. cviceni — Implicitni funkce
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Ukazte, ze rovnice (22 + y?)? — 322y — y> = 0 urcuje na okolf bodu [0,1] implicitné

zadanou funkci y(z). Spoc¢téte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 0.
Zdroj ptikladu: http://homel.vsb.cz/ kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
Reseni: Polozme F = (22 + y?)? — 32%y — 43, G =R%, k=2 a (z,7) = (0,1). Pak

(a) F eCt@)

(b) F(0,1)=1-0—-1=0

(c) %—I; = 2(2? + y?)2y — 322 — 3y?, %1;(0 1)=1#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, 7Ze
pro kazdé x € (T —e,T+¢) existuje pravé jedno y € (y—0,y+9) s vlastnosti F'(z,y) = 0.
Oznacime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C2((Z — &, + €)).
Uvazujme plivodni rovnici (y je nyni funkce, pro nazornost mizeme psat y(x)):

(2? +y(2)*)* = 3e?y(z) — y(2)* = 0

Zderivujme obé strany podle x (pozor na vnitini funkci) a vyjadieme y:

2(z* + y(x)?) (22 + 2y(2)y' (x)) — 6zy(x) — 32y (x) — 3y(z)*y'(x) = 0
4z + 42’y (x)y (x) + 4wy (z)” + dy(x) y(z) -—Gwy(w)—-3w y(z) = 3y(x)?y(z) =0
y'(z) (43:2y(:n) + 4y(z)? — 322 — 3y(x )2) = —423 — dzy(z)? + 62y ()

() = —423 — dxy(x)? + 62y (2)
y 4x2y(x) + 4y(z)3 — 322 — 3y(z)?

Dosadime (z,y(z)) = (0,1) a ziskdme

.....

misto y(z)).
Yy’ (4:c2y + 492 — 322 — 3y2) = —dz3 — day® + 62y

Tedy
y” (4x2y + 4y — 32?2 — 3y2) +9/ (S:Ey + 422y + 1242y — 62 — 6yy’) =
—122% — 4y* — 8xyy’ + 6y + 6y
Dosadime z =0, y(z) =1 a y/(x) = 0.
y"(0)(0+4-0-3)+004+0+0-0-0)=-0-4—-0+6+0

Tedy
y"(0) = 2.
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2. Ukazte, Ze rovnice 2 + xy? — y? = 1 urcuje na okoli bodu [—2, 1] implicitn& zadanou

funkei y(x). Spoc¢téte prvni derivaci této funkce v bodé —2.
Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Reseni: Polozme F =22 -y 4+ 2> -1, G =R% k=1a (z,7) = (-2,1). Pak

(a) F eCk@)

(b) F(-=2,1)=4-2-1-1=0

(¢) 9 = =2y +2zy, $o(-2,1) = —2—4 = -6 £ 0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takove, Ze
pro kazdé x € (T —e,T+¢) existuje pravé jedno y € (y—9,y+0) s vlastnosti F(z,y) = 0.
Oznacime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C2((Z — &, + €)).
Zderivujeme podle z a pouzijeme vzorec.

oF 5 oF
e x+y°, ax( ,1) + 3
Pak 3 5
) _
—2 = —— = -
y(=2) s 5
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3. Ukazte, Ze rovnice 2 + y? 4+ xy — 3 = 0 uréuje na okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou

funkei y(x). Spoc¢téte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 1.
Zdroj ptikladu: http://homel.vsb.cz/ "kre40/esfmat2/kapitoly/kapitola_5_3.pdf
Regeni: Polozme F =22 +y?> + 2y —3, G=R% k=2a (z,7) = (1,1). Pak

(a) F eCF@)

(b) F(1,1)=1+1+1-3=0

(c) %—5 =2y +ux, %—5(1,1) =3#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitn{ funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, 7Ze
pro kazdé x € (z—e,T+¢) existuje pravé jedno y € (y—0,y+9) s vlastnosti F'(z,y) = 0.
Oznagime-li toto y symbolem ¢(z), pak ¢(z) € C2((Z — ¢, T +¢€)). Zderivujeme pivodni

rovnici
2¢ +2yy +y+xy =0

V(2y+a)=—-2c—y
) —2r—y
v= 20+
Dosadime bod [1, 1] a ziskame
y'(1)=-1

Pro druhou derivaci zderivujeme jesté jednou

Y 2y+a)+y 2y +1)=-2—¢

"o —y’(2y’ + 1) —2—y
(2y + )
"n_ —2(3/)2 - 23// -2
(2y + )
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Y'2y+a)+y' 2y +1) =24
) = -y (2 +1) -2y

(2y + )
"o _2(3/)2 -2y -2
S Ry
Dosadime x =1,y =1, 9 = —1:
—242-2 2
!
)= _-"r272_ =
y (1) 2+1 3

1

4. Ukaizte, Ze rovnice y — 5 siny = x urcuje na okoli bodu [, 7] implicitné zadanou funkci

y(x). Najdéte rovnici teény v bodé [, 7].
Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Regeni: Polozme F =y — %siny —z,G=R% k=1a (z,9) = (7,7). Pak

(a) F eCHa),

(b) F(m,m) =m1—0—m =0,

(c) %—lgzl—%cosy, %—g(ﬂ,ﬂ)zl—i—%zg#o.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, 7Ze
pro kazdé x € (T —e,T+¢) existuje pravé jedno y € (y—0,y+9) s vlastnosti F'(z,y) = 0.
Oznacime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C2((Z — &, + €)).
Zderivujeme podle z a pouzijeme vzorec.

oF _ .  OF

it R
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Pak

Pro rovnici te¢ny plati

Tedy

5————_%__“__
2‘/

-5

-5 1L

1
2
funkci y(x). Urcete, zda graf této funkce lezi na okoli daného bodu pod te¢nou nebo
nad tec¢nou.

T—1

5. Ukazte, ze rovnice y — 5siny = z urcuje na okoli bodu [*5=, 7] implicitné zadanou

Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf
Reseni: Polozme F =y — %siny —2,G=R% k=2a (7,9) = (”T_l, 7). Pak
(a) F eCF@)
) F(r3, D)= § - +3 -5 =0
(c) %—I; =1— 3cosy, %—1;(”7_1 7)=1%#0.
Tedy jsou splnény podminky vé&ty o implicitn{ funkci a existuje € > 0 a § > 0 takové, 7Ze
pro kazdé x € (T —e, T +¢) existuje pravé jedno y € (y—9,y+0) s vlastnosti F(z,y) = 0.
Oznacime-li toto y symbolem ¢(z), pak p(x) € C2((Z — ¢, + €)).
Zderivujeme ptvodni rovnici

1
/ /
_ - -1
Y 5 cos Yy

"1 1cos =1
Yy 9 y)=

;. 1
V= (1—%cosy)
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Dosadime

(=1 1
= :1

y( 2 ) 1-0

i 1 / ]‘ . /
Y 1—§cosy +vy §smyy =0

Dosadime x = ”771, Y

Il
N
@\

Il

—_

Dohromady mame: funkce y je C2, tedy y” je spojita. Navic y” (T51) = —3 < 0. Odtud
mame, %e existuje okoli bodu x takové, Ze druh& derivace je na tomto okoli zaporna.

Funkce je tam tedy konkavni a lez{ pod te¢nou.

6. K rovnici —22 + y? — 22y + y = 0 najdéte body, v nichZ jsou splnény piedpoklady véty
o implicitni funkci a které jsou stacionarnimi body takto implicitné definovanych funkci
jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou v téchto bodech lok. extrémy.

Zdroj prikladu: http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opory/VybrPart
Cv.pdf

Reseni: Polozme F = —z2 4+ 3% — 2zy +y, G = R?, k= 2. Mame F € C*(G).
Hledame takové body (z,y), kde

(a) F(z,y) = —2+y* —2zy+y =0
(b) G =2y —22+1#0

oF
(¢) ¥(0) = —8& =0, tedy %—5 = —2z — 2y = 0 (stacionérni body)

9y
Ze 3. rovnice mame y = —x. Dosadime do prvni:

22?2+ 22— =0
z(2z — 1) =0.

Celkem méame body (0,0) a (%, —%) Pro oba je navic splnéna podminka %—5 #0.
Tedy jsou v obou bodech splnény podminky véty o implicitni funkci.
Spoc¢teme dvé derivace.

—2x +2yy — 2y — 22y +9y' =0
v (2y—2z+1)=2x+2y
dale
v'2y—22+1)+9' (2 —2)=2+2¢
v Y2y —2)+2+2
(2y — 2z +1)
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Dosadime nalezené body (navic mame, ze 3y’ = 0). Tedy

2
y”(O):I>0
1 2
"
—-)=—<0.
v5)=—

L L L L L
=2 -1 0 1 2

7. Ukazte, ze rovnice In(2%2%) = €Y — 1 uréuje na okoli bodu [—1,%,1] implicitné
zadanou funkei z(z,y). Vypoctéte jeji parcidlni derivace 1. fadu a urcete jejich hodnotu
v daném bodé.
Priklad is FeSenim méame z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor
y/VybrPartCv.pdf
Reseni: Polozme F(z,y,z) = In(2223) — e#°®Y +1, G = (—00,0) x R x (0,00), k = 1
a(z,9) =(-1,%), z=1. Pak

(a) F €CHG),

(b) F(—1,%,1) =log(1) — "% +1=0,
(c) %—5 = % — %Y cosy, %—5(—1, 5,1) =3~ eleoss cosg =3 #0.

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a § > 0 takové,
7e pro kazdé (z,y) € B((Z,9),¢) existuje pravé jedno z € (Z — d,z + §) s vlastnosti
F(z,y,z) = 0. Oznadime-li toto z symbolem ¢(z,y), pak ¢(z,y) € CY(B((Z,9),¢)).
Zderivujeme podle x a y a pouzijeme vzorec.

oF 2 oF T

e R D
or z’ 830( "2’ )
Pak
0z -2 2
dor 3 3
. OF OF
o = —e*“P®Yz(—siny), 8—y(—1, g, 1)=1.
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Pak
0z 1

oy 3
8. Ukazte, ze rovnice z + € = zy + 2 urfuje na okoli bodu [—1,1,0] implicitné zadanou
funkci z(z,y). Vypoctéte jeji parcidlni derivace 1. a 2. fadu v daném bodé.
Piiklad is feSenim méme z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor
y/VybrPartCv.pdf
Reseni:
e Polorme F(x,y,2) =z2+e*—a2y—2, G=R3 k=2a (z,7) = (-1,1), 2= 0. Pak
(a) F eCH@),
(b) F(-1,1,0)=0+¢€"+1-2=0,
() & =1+, 9E(-1,1,00=1+1#£0
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a d > 0 takové,
ze pro kazdé (x,y) € B((Z,y),¢e) existuje pravé jedno z € (z — 9,z + §) s vlastnosti
F(z,y,z) = 0. Oznagime-li toto z symbolem o(x,y), pak ¢(x,y) € C*(B((Z,%),¢))-

e Pro zjisténi derivaci budeme aplikovat fetizkové pravidlo. Uvazujme rovnici
z4+ e =zy+2,

kde z = z(z,y) je funkce dvou proménnych. Prve derivujeme podle x.

0z g 0z
_ e — =
ox oz 7
0z
Z1 2\ —
5y LT E) =y
9z y
or 1+e?
V bodé (—1,1,0) mame
0z 1 1
—(-1,1,0) = —— ==
81‘( 1,0) 1+ 2
Analogicky zderivujeme podle y.
dy dy
0
8—;(1 +e)=x
[
dy 1+e?
V bodé (—1,1,0) mame
0z -1 1
—(-1,1,0) = =—=
8y( 1,0) 14 €0 2
¢ Analogicky postupujeme pro 2. derivace.
0%z _ 0z
922 —y(1+¢%) %" - o
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V bodé (—1,1,0) mame

0%z 0z 11 1
—~(=1.1 = _1(1 0\—2_0 . 1.1 _ . r__Z
8%‘2( ) ,0) ( +€) € 81,‘( , ,0) 13 3
Dale 52 )
< 2\—2 =z <
a2 = —z(l+e°) e %
V bodé (—1,1,0) mame
0%z 02 o Oz 1 1 1
aiyz(_la]-ao)_l(l_}'e ) € 87(—1,1,0) Z <—2) __g

SmiSené derivace:
e (Ltet) —y(e)
0xdy (14 e)2

V bodé (—1,1,0) mame

2 1+e%) —1(e%)22(-1,1,0) 941
2 gy WFNUOECLLO 2ed s
dz0y (1+eY)? 4 8
Navic plati
0%z 5
-1,1,0) = -
(9y8:c( ' 1,0) 8’

coZ plyne z véty o zaménnosti parcidlnich derivaci a faktu, ze ¢ € C2(B((Z,7),¢)).
9. Ukaite, 7e rovnice o2 + y? + 22 + xyz = 20 urcuje na okoli bodu [1,2,3] implicitné
zadanou funkci z(x,y). Najdéte rovnici te¢né roviny v daném bodé.
Ptiklad is feSenim méame z http://projects.math.slu.cz/AM/activ/soubory/opor
y/VybrPartCv.pdf
Reseni: Polozme F(z,y,2) =2? + 9>+ 22 +2yz—20, G=R3 k=1a (z,7) = (1,2),
z = 3. Pak
(a) FeCHG),
(b) F(1,2,3) =1+4+9+6—-20=0,
(c) %—Z =2z+xy %—5(1,2,3) =6+2#0.
Tedy jsou splnény podminky v&ty o implicitni funkci a existuje € > 0 a d > 0 takové,
ze pro kazdé (z,y) € B((Z,y),e) existuje pravé jedno z € (2 — 6,z + d) s vlastnosti
F(z,y,z) = 0. Oznadime-li toto z symbolem ¢(z,y), pak ¢(z,y) € CY(B((Z,9),¢)).
Zderivujeme podle x a y a pouzijeme vzorec.
F OF
=2x+yz, —(1,2,3) =24+6=38.

ox ox
Pak
9z _ 8 _
dr 8
* OF OF
— =2y + xz, —(1,2,3) =4+3="1.
y i
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Pak
0z 7

oxr 8
Protoze ¢(z,y) € CY(B((z,7),¢)), tak funkce ma derivaci a miZeme sestavit rovnici
te¢né roviny. Dostavame

r—z= g‘;(a:,y,z)(a:—x) + gi(w,y,@(y—y)
z—3:—1(m—1)—g(y—2)
7 23

IL‘JrgerZZZ

Zkouskové priklady

10. UkaZte, ze dand rovnice urceuje na okoli bodu [z, g] implicitné zadanou funkci (proménné
x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé z.
(a) «¥+y* =2y, [z,9] = [1,1]
Regeni: Polozme F = ¥ + y* — 2y, G = (0,00) x (0,00), k =2 a (z,7) = (1,1).
Pak
i. FecCka)
ii. F(1,1)=14+1-2=0
ii. gg =aVlogx + xy® ! — 2, %5(1,1) =0+1—-2=-1#0.
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existujee > 0a d > 0 takové,
7e pro kazdé z € (T — &,% + ¢) existuje pravé jedno y € (g — 0,y + J) s vlastnosti
F(z,y) = 0. Oznadime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((Z — &,Z +¢)).
Uvazujme ptivodn{ rovnici
¥ +y* =2y
neboli
6ylog:p + exlogy — 2y

Zderivujme obé strany podle x a vyjadfeme 3/:
Y (% + 1/ log :v) +y* <logy + zy’> =2
Yy (:):y logx + yxg — 2) = —xy% —y"logy

Dosadime (z,y(x)) = (1,1) a ziskame

y(1)(0+1-2)=-1-0
y'(1) = 1.

.....

Y (azy logx + y‘rg - 2) = —xy% —y"logy
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Tedy
y” (my log z + y’”§ - 2)

xY T x —xy/
+ 3y (ycy (Q +y’logx) logz + — +y° (logy—i— —y’) Tyt 5 Y )
T T Y Y Y

T

/ p—
= —z¥ (2 —i—y'loga:) J —xyny Y —y” (logy+ zy') logy — L
T T T y Y

Dosadime z =1, y(1) =1 a y/(z) = L.

1-1 1-1
ym1xo+1—m+4(u1+o»o+1+1m+¢y1+1_7r_==_1a+oy1—1_i_n-uo+1yo—1

Tedy

(1) +1+1=-1-1
y"(1) =4

20F
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(b)

esinx2 + esinwy — 2y + 2’ [ZZ‘,]]] — [070}
Reseni: Polozme F = ¢s0%" 4 ¢sinoy _ 9y 9 G =R2 k=2a (z,9) = (0,0).
Pak

i. Feckq)

ii. F(0,0)=14+1-2=0
ii. g5 = efnm(cosay)e —2 §£(0,0)=1-1-0-2=-2#0.
Tedy jsou splnény podminky v&ty o implicitn{ funkci a existuje e > 0 a d > 0 takové,
ze pro kazdé = € (T — e,Z + ¢€) existuje pravé jedno y € (y — 0,y + 0) s vlastnosti
F(x,y) = 0. Oznacime-li toto y symbolem o(z), pak ¢(z) € C?((z — &, + €)).
Uvazujme ptvodni rovnici

2

esin:p + 6sinar:y — 2y +9

Zderivujme obé strany podle z a vyjadieme 3/:

/

7% cos(22)2x + MY cos(zy) (y + xy’) = 2y
Dosadime (x,y(x)) = (0,0) a ziskame

€% cos(0) - 0+ e® cos 0(0 + 0) = 24/ (0)y/(0) = 0.

esin e’ cos(z?)2x + 5% cos(xy) (y + ) = 2y

Tedy

i 2cosm € +e' 2—sm:r: x° + cos(x”) -
6smw 22 2 sinx : 242 2 )

+ e (cos(zy) (y + 2y'))? + M (= sin(zy) (y + 2y')* + cos(zy)(y +y +xy")) =2y

Dosadime x =0, y(0) =0 a ¢'(z) = 0.

o0p = 2y//
Tedy

y"(0) =1
7/2 + arcsin(z 4 y?) = arccos(y + z2), [z, 7] = [0, 0]

Reseni: Polozme F = 7/2 + arcsin(z + y?) — arccos(y + z2), G = (-3) x(-3,3)
(Ize vykoukat z obrazku) , k =2 a (z,y) = (0,0).

Pak
i. Feckq)
ii. F(0,0)=5+0—-5=0
o OF _ 1 2z oF _ _
iii. 5, = i + T o (0,0)0=14+0=1#0.

Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a d > 0 takové,
ze pro kazdé x € (T — e,Z + ¢€) existuje pravé jedno y € (y — 0,y + 0) s vlastnosti
F(x,y) = 0. Oznaéime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((z —&,Z +¢)).
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Uvazujme ptvodn{ rovnici

7/2 + arcsin(x + y*) = arccos(y + z%)
Zderivujme obé strany podle z a vyjadieme v/

1+ 2yy/ o Yy + 2z

L=+ VI-(+a2?

Dosadime (z,y(z)) = (0,0) a ziskdme

1=—4'(0)
—1=14'(0)

.....

1+ 2yy B y + 2z

N A Rk

Tedy

29y + 2uy")(1 = (x+ 272 + (1+ 2) - (—%) (1= (z+y%) 2 (~2(z + y2) (1 +2p9))
— "+ )= 200 (<5) (- G )20+ 2+ 20)
Dosadime = = 0, y(0) = 0 a y/(0) = —1.

2=—(y"+2)

Tedy
y'(0)=-4
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(d) arctan(y? + zy) = €* — cosx +y, [Z, 7] = [0, 0]

Reseni: Poloime F = arctan(y? + zy) — e™ + cosz —y, G = R?, k = 2 a
(z,y) = (0,0). Pak

i. Feckq)

ii. F(0,00=0-1+1-0=0

iii. %:Hé%%w—ewx—l, 95(0,0)=0—-0—1=—-1#0,
Tedy jsou splnény podminky véty o implicitni funkci a existuje e > 0 a d > 0 takové,
7e pro kazdé x € (T — e,Z + ¢€) existuje pravé jedno y € (y — 0,y + 0) s vlastnosti
F(x,y) = 0. Oznaéime-li toto y symbolem (), pak ¢(z) € C?((z — &,Z +¢)).
Uvazujme pivodni rovnici

arctan(y? + zy) = e”Y —cosx +y
Zderivujme obé¢ strany podle z a vyjadieme 3':

29y’ +y+tay L, N ,
—F——& — € +.’E +SIHIE+
T+ (2 + 2y)? (y +y') Y

Dosadime (x,y(x)) = (0,0) a ziskame
0=1y'(0)

.....

29y’ +y+ay L, N )
—_—— =€ +x + sz +
T+ 02 1 2p)? (y +xy') Y

Tedy

'y +2yy" +y + o + 2y )1+ (v + 2y)?) — Quy' +y +2y) (2% + zy) Cyy’ +y + a))

(L4 (y2 + zy)?)?
— exy(y—l—:cy')Q +exy(y'—|—y'+:ny”) +cos:v+y"
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Dosadime x = 0, y(0) =0 a y'(0) = 0.

0=1+ y//
Tedy
y"(0) = —1
|
| 2
| i
al
ol
=-1F
A
2 =1 o] 1
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Teorie

11. Rozhodnéte, zda je podminka %—5(3‘6, y) # 0 ve v&té o implicitni funkci nutna. Dokazete
sestrojit funkci (alespon obrézkem), u niz plati vSechny pfedpoklady az na tento, a pfesto

plati zavér?

ReSeni: Napi. funkci y = &/ lze nanpsat i jako implicitni funkei k rovnici y® = z. Pak
v bodé (0,0) neni splnéna podminka nenulové derivace, piesto jde zjevné o funkci.

Jiny piiklad na obrazku

o+ ylyl =1

12. Sestrojte funkci f : R? — R, ktera je parcidlné spojit4, ale neni spojita.

Rekneme, Ze f je parcidlné spojitd, pokud pro kazdé zp € R je funkce g(y) = f(

Y)

spojita na R (jakozto funkce 1 proménné), a pro kazdé yo € R je funkce h(z) = f(z,yo)

spojita na R.
Reseni: Polozme
f(x,y):{xffyz, (2,9) # (0,0),
0, (:r,y) = (070)

Pak na R?\ [0,0] je f spojit4 - podle aritmetiky a spojitosti.
V pocatku plati: f(0,y) =0 a f(x,0) =0, tedy je parcialné spojita.
Ale pro f(z,2) = 525 = %, tedy f jako takova spojita neni.

r2+x2

13. Sestrojte funkci f : R? — R, ktera mé v bodé [0, 0] derivaci ve viech smérech D, f(0,0),

ale neni v bodé [0, 0] spojité.

Reseni: Polozme )
fog) - [Fo @) # 0.0,
0, (z,y) = (0,0).

Derivace v po¢atku ve sméru v = (v1, vg) spocteme z definice

t’U1(t’U2)2 9
Dy(f) = lim JOT W =IOy, To?vtal _ 010
t—0 t t—0 t t—0 v% + tzvéL

Ale f(2%,2) = %, tedy f neni v [0, 0] spojité.

|

2
Y2

v ?

0,

x #0,

€Tr =

Matematické analyza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristyna Kuncova
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Jiny p¥iklad: Necht f(z,y) = 1, jestlize y = 22, kde x # 0, v ostatnich p¥ipadech necht
je f(z,y) =0.
Pak funkce je v pocatku nespojita, ale vechny smérové derivace existuji a jsou 0.

14. Sestrojte funkci f : R? — R, ktera mé& v bodé [0, 0] derivaci ve viech smérech D, f(0,0),
ale neexistuje totalni diferencial D f(]0,0]).
Reseni: Jako pfedchozi priklad. Neni-li totiz f spojita, nemtize mit totalni diferenciél.

15. Jsou dany vztahy
e"/® cos(v/y) =

e/ sin(v/y) =

Sl= Sl

Dokazte, Zze vztahy definuji na okoli bodu [1,1,0,
Spoctéte parcidlni derivace % a %.
ResSeni: Priklad i s FeSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ "pick/anal

yza.pdf

| funkce u(z,y) a v(z,y) tiidy C°.

AN

e Uvazujme F : R?>*2 » R2 F: (F|, %), kde

X
Fl(x7 Y, u, U) = QU/I COS(U/y) Y~
V2
Fy(z,y,u,0) = ¢"/" sin(v/y) — =

V2

Pak F € C*°((0,00) x (0,00) x R x R).
Dale F(1,1,0, %) = [0,0].
Sestavme matici:

% % Lew/= cos(v/y) —% v/ sin(v/y)
% % %e“/“sin(v/y) %e“/“cos(v/y)

V bodé (1, 1,0, §) dostavame determinant

S

=1+#0.

V2

S-S

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,1) a okoli V' bodu
(0,7%) takové, ze pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (u,v) = ¢(z,y) € V
spliwjici F(z,y,u,v) = 0. Oznadime-li slozky ¢ jako u(z,y) a v(z,y), dostavame
funkce t¥idy C*° na U.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :
e"/® cos(v/y) =

e/ sin(v/y) =

Sl= Sl
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Dostavame
1 1

e“”% cos(v/y) + e¥/*(— sin(v/y))gvx ~ 7 =0
e“/x% sin(v/y) + e¥/* cos(v/y);vm =0
Dosadime z = 1, y = 1, u(1,1) = 0, v(1,1) = §. Méame
w1 )7~ =il 1) =
(1, 1)\}§ (L1 =0,
Odtud )
ug(1,1) = 5,1
vgp(1,1) = —5

16. Ukazte, 7e existuji funkce u(x,y) a v(z,y) definované na né&jakém okoli U bodu [1,2],

které jsou na U tidiy C!, spliji u(1,2) = 0, v(1,2) = 0 a plati pro n& rovnice

e 4+ 2uv =1

Spoctéte u/(1,2) a v'(1,2).

ResSeni: Priiklad i s FeSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ "pick/anal

yza.pdf
e Uvazujme F :R**?2  R? F: (F1, F), kde

Fi(z,y,u,v) = ze" T’ + 2uv — 1
u

F2(=T7y7u7”) = yeu_v - 1+v — 2.
Pak F € C*(R x R x R x (—1,00)).
Dale F(1,2,0,0) = [0,0].
Sestavme matici:
% % xe TV 4 20 €%tV 4+ 2u
& o ye't =t v+ e
V bodé (1,2,0,0) dostavame determinant
Lo oy
1 —2| '

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,2) a okoli V' bodu
(0,0) takové, ze pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (u,v) = ¢(z,y) € V
spliwjici F(z,y,u,v) = 0. Oznaime-li slozky ¢ jako u(z,y) a v(z,y), dostavame

funkce t¥idy C*° na U.
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e Zderivujme podle proménné x rovnice :

e 4 2y =1

u—v U
— = 2.
ye 14+ v
Dostavame
et 4+ we" T (ug + vy) + 2upv + 2uv, =0
_ 1

Dosadime x =1, y = 2, u(1,2) =0, v(1,2) = 0. Mame
Uy + v, = —1
Uy — 20 = 2

Odtud
um(lv 2) =0,

v,(1,2) = —1.
e Zderivujme podle proménné y rovnice :

etV 4 2y =1

Dostavame

e (uy + vy) + 2uyv + 2uvy = 0

1
(uy —vy) — m

Dosadime x = 1, y = 2, u(1,2) =0, v(1,2) = 0. Mame

uU—v

e + yu

u—v

(uy(14+v) —uvy) =0

Uy + vy =0
Uy — 20y = —1
Odtud
1
uy(172) = _§7

1
Uy(l, 2) = g

o Tedy u'(1,2) = (0,—3), v/(1,2) = (-1, 3).

17. Dokazte, ze existuji funkce z(z,y) a t(z,y), které jsou tfidy C*° na né&jakém okoli U
obsahujicim [1, —1] a spliwuji rovnice
2, .2 1o 3
r+y+z—1t—2=0,

spolu se vztahy z(1,—1) =2 a t(1,-1) = 0.

Spoctéte (1, —1).

ResSeni: Priklad i s FeSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ pick/anal
yza.pdf
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e Uvazujme F : R?>™2 5 R2 F: (Fy, Fy), kde

1
Fi(z,y,2,t) =2 +y* — 522 — 3

Fy(z,y,z,t) =z+y+2z—1t—2,

Pak F € C™(RY).
Dale F(1,-1,2,0) = [0,0].

Sestavme matici:

o oF
0z ot —z —3t2
or, 9B |\ 1 1
0z ot

V bodé (1,—1,2,0) dostavame determinant

1 -1

—2 0
‘:2#&

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,—1) a okoli V' bodu
(2,0) takové, ze pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (z,t) = p(z,y) € V
splijici F(x,y,z,t) = 0. Oznalime-li slozky ¢ jako z(x,y) a t(x,y), dostavame
funkce t¥idy C*° na U.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :
2 2 1o 3
r+y+z—t—2=0,

Dostavame
20 — zzy — 3t2tm =0
1+2,—t, =0

Dosadime x =1, y = —1, z(1,—1) = 2, t(1,—1) = 0. Mame

—22, = —2
2y —tp =—1
Odtud
zz(1,-1) =1,
tx(1,—-1) =2.

e Zderivujme podle proménné y rovnice :

1
2yt - 52— =0

rT+y+z—t—-—2=0,

Dostavame
2y — zzy — 3t2ty =0

1+zy—t, =0
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Dosadime x =1, y = —1, z(1,—1) = 2, t(1,—1) = 0. Mame

—22zy =12
Z2y —ty = —1
Odtud
zy(l, -1)=-1,
ty(l, -1)=0.

e Rovnice zderivujeme jesté jednou. Dostavame

2 — (22)% = 2250 — 6t(t5)* — 3t3tpe = 0,

2z — tzz = 0,

2 — (2y)% = 22y — 61(ty)* — 3%y, = 0,
Zyy — lyy = 0,
22 — 22y — Bttty — 33y, =0
Zoy = toy =0,

Dosadime a ziskdme

a1, 1) = 5
Zyy(1, —1) :%
Zzy(1,—1) :%
taz(1,—1) =%
tyy(la—l) :%
tay(1, 1) =

o Zaveér: 1 1
2"(1,=1)(hy, ho) = ih% + hihg + §h§

18. UkaZte, Ze rovnice
xr=u+ v
y = u? — o
definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(z, y), v(x, y) t¥idy C°, které spliwji u(3,3) =
2, v(3,3) = 1. SpocCtéte z,y(3,3), pokud z = 2uv.
ResSeni: Piiklad i s FeSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ "pick/anal
yza.pdf

e Uvazujme F : R?>*2 5 R? F: (Fy, %), kde

F1(a:,y,u,v) :ZE:U+1)2

FQ(x7y7uav) :y:u2_v3
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Pak F € C™(RY).
Dale F'(3,3,2,1) = [0,0].
Sestavme matici:
OF  9F

ou ov -1 —2v
or, 0F |\ —2y 302
ou ov 3

V bodé (3,3,2,1) dostavame determinant
-2 1140
5 |= .

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (3,3) a okoli V' bodu
(2,1) takové, Ze pro kazdé (z,y) € U existuje pravé jedno (u,v) = ¢(z,y) € V
spliwujici F(z,y,u,v) = 0. Oznadime-li slozky ¢ jako u(z,y) a v(z,y), dostavame
funkce t¥idy C*° na U.
e Plati
Zay = 2(UgyV + UgVy + UyUy + UVLy)
Odtud plyne, které derivace funkci v a v potfebujeme dopocitat.

e Zderivujme podle proménné x rovnice :

x:u+v2

y = u? — o

Dostavame
Uy + 200, =1

Quuy — 3v%v, =0
e Zderivujme podle proménné y:
Uy + 200y =0

2uuy — 31}21}y =1

Dosadime x = 3, y = 3, u(3,3) = 2, v(3,3) = 1. Mame

Odtud 3
uz(3,3) = 11’
vz(3,3) = %,
uy(3,3) =
vy(3,3) = %11>

e JeSté jednou zderivujme:

Ugy + 2050y + 200y, = 0

2
22Uty + 2utlyy — 6VV,Vy — 3V Uy = 0
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Po dosazeni vyjde

224
'U/yx(?), 3) = F,
68
Uyz(3,3) = —F
e Ze zaménnosti parcidlnich derivaci mizeme dosadit a ziskame
26
Z:L'y(37 3) = ﬁ
19. Spoctéte z,, Yy, a 2y, pokud
u=a’+y?

v =2 — 2zy?,

z =In(y? — z?)
vbodé u=5v=-72(5-7)=1ay(5 -7 =2
(Rada: Prve Feste prvni dvé rovnice pomoci Véty o implicitnich funkcich, z, pak vyjadiete
fetizkovym pravidlem.)
ResSeni: Piiklad i s feSenim mame z: https://www.karlin.mff.cuni.cz/ “bouchala/
Vyuka/

e Budeme prve pracovat jen s prvnimi dvéma rovnicemi.
Uvazujme F : R?*2 — R2 F: (Fy, F3), kde

2 y27

FQ(‘T’:%uv/U) =v-= 562 + 2xy27

Fl(m,y,u,v) =u—-

Pak F € C™(RY).
Dale F(1,2,5,—7) = [0,0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):

L 9F
5 B —2r -2y
o, oF |\ _ 2
92 TyQ 2z + 2y° Adzy

V bodé (1,2,5,—7) dostaviame determinant

-2 -4
6

=8 #0.

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (5,—7) a okoli V' bodu
(1,2) takove, ze pro kazdé (u,v) € U existuje pravé jedno (z,y) = ¢(u,v) € V
spliwjici F(z,y,u,v) = 0. Oznatime-li slozky ¢ jako z(u,v) a y(u,v), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné v rovnice :

u=a®+y’,

v=2a%— 2;Uy2,
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Dostavame
22z, + 2yy, =0

201, — 2wyy? — dzyy, = 1
Dosadime u =5, v = -7, (5, -7) =1, y(5, —7) = 2. Mame

22, + 4y, =0
—6x, — 8y, =1
Odtud )
JIU(5, —7) - —5
1
yv(57 _7) = Z

e Derivaci funkce z ziskdme z Fetizkového pravidla (protoze funkce y a x jsou C*,
tak jsou splnény podminky fetizkového pravidla). Mame

z =In(y? — 2?)

Tedy
—2x 2y
2y = y2 — x2xv + y2 — $2yv
Po dosazent
2y(5,=7) = =
Zkouskové priklady
20. Ukazte, ze vztahy
u = In(zy) + cosv
v = eTTY y2 —w
definuji na jistém okoli bodu [z, y,u,v] = [1,1, 1, 0] hladké funkce x,y proménnych u,v

takové, ze x(1,0) = 1 a y(1,0) = 1. Rozhodnéte, zda existuje totalni diferencial funkce
y(u,v) v bodé [1,0] a pokud ano, naleznéte jej.

ResSeni:

e Uvazujme F : R?>™2 5 R2 F: (Fy, ), kde

Fi(z,y,u,v) = In(xy) + cosv — u
Fy(z,y,u,v) =" 4 —y? — 2
Pak F € C*°((0,00) x (0,00) x R x R).

Dale F(1,1,1,0) = [0,0].

Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):

OF  OF 1 1
oz dy z y
OF;  OF> B T—u

ox oy € -2y
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V bodé (1,1, 1,0) dostavame determinant

1 1

=-2#0.
1 -1 7

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (1,0) a okoli V' bodu
(1,1) takové, ze pro kazdé (u,v) € U existuje pravé jedno (z,y) = ¢(u,v) € V
spliwjici F(z,y,u,v) = 0. Oznatime-li slozky ¢ jako z(u,v) a y(u,v), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné v rovnice :

u = In(zy) + cosv
v = ex—u o y2 v

Dostavame 1
—(2py + ypx) —sinv =0
Y

e My —0) —2yy, —1 =1
Dosadime u =1, v =0, z(1,0) =1, y(1,0) = 1. Mame

Ty +Yp =0
Ty — 2y —1=1
Odtud 5
zy(1,1) = 3
w1 = —

e Zderivujme podle proménné u rovnice :

u = In(zy) + cosv

’U:(Ew_u—yZ—’U

Dostavame .

;y(:cueryu:E) =1
Dosadime u =1, v =0, z(1,0) = 1, y(1,0) = 1. Mame
Ty +Yu=1
Ty —1—2y,=0

Odtud
ru(1,1) =1

yu(1,1) =0
e 7 véty o implicitnich funkcich mame, ze y(u,v) je tiidy C*° - tedy ma spojité 1.

parcialni derivace a tedy mé totaln{ diferenciél tvaru:

2
y,(l, 1)(h1, h2) =0- hl - §h2
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21. Ukazte, ze vztahy
u = In(z? 4+ y?) — 2zy

C Teingy 4
v=e smy+ 5
x

definuji na jistém okoli bodu [z,y,u,v] = [1,0,0,1] hladké funkce z,y proménnych
u,v takové, ze x(0,1) = 1 a y(0,1) = 0. Necht navic je z funkce proménnych = a y

definovand na okoli bodu [z,y] = [1,0] pfedpisem z(z,y) = arctan (%) a necht ® je
funkce proménnych u a v definovanéa na okoli bodu [u,v] = [0, 1] pfedpisem ®(u,v) =
z(z(u,v),y(u, v)). Spottéte g—f(o, 1).

ResSeni:

e Uvazujme F : R?>*2  R2 F: (F|, %), kde
Fl(%y,%”) = ln(x2 + y2) - Q.Ty —u

_ T
Fy(x,y,u,v) =e Slny+ﬁ*0

Pak F € C=(B.(1,0,0,1)).
2
Dale F(1,0,0,1) = [0,0].
Sestavme matici (pozor, derivujeme podle x a y):

OF OF, 2 2
o oy e S v R
%% %—IZQ e"”‘simy—a%3 e’ cosy
V bodé (1,0,0,1) dostavame determinant
2 =2
=2e+4#0.
-2 e

Z véty o implicitnich funkcich tedy existuje okoli U bodu (0,1) a okoli V' bodu
(1,0) takové, ze pro kazdé (u,v) € U existuje pravé jedno (z,y) = p(u,v) € V
spliujici F(z,y,u,v) = 0. Oznadime-li slozky ¢ jako z(u,v) a y(u,v), dostavame
funkce t¥idy C* na U.

e Zderivujme podle proménné u rovnice :

u = In(xy) + cosv
v = eTTU _ y2 —w
Dostavame

1
22 202y + 2yyu) — 270y — 20y, = 1

e’ xysiny + " cosyyy + —5xy =0
T
Dosadime u =0, v =1, 2(0,1) =1, y(0,1) = 0. Mame

2x, — 2y, =1
€Yy — 2x, =0
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Odtud
e

2e — 4
1

e—2

e Derivaci funkce ® dopoc¢teme z Fetizkového pravidla (protoze funkce z a y jsou C*°,
tak jsou splnény podminky Fetizkového pravidla).

24(0,1) =

yu(ov 1) -

1
(I)uziy-—ggju{-i.
x

Po dosazeni mame

®,(0,1) =

1
22. Necht T': (C([0,1]), psup) — R je zobrazeni definované jako T'(f) = / f(z)dz. Ukazte,
0
ze T je spojité.
Reseni: Zvolme funkci fo € C([0,1]). Zobrazeni T je pak spojité v bodé fo, jestlize

Ve>036>0 Vf € C([O’ 1])7 psup(fv fO) <0 ‘T(f) - T(f0)| <&,

1
:U)d:r:—/o fo(x)dz

Zvolme € > 0 a § = 3e. Zvolme f takovou, Ze SUpgeo,1 [/ (2) — fo(z)] < 6.

Pak mame
/|f — fo(x |dm</5da:—5<f—:

7(f) fol—‘/ ~ fol)) da

Tedy T je spojité v fo.

kde
IT(f) = T(fo)l =

1
; (f(z) = fo(z)) dz
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