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1 Implicitní funkce

Teorie

V¥ta 1. Nech´ k ∈ N ∪ {∞}, G ⊂ Rn+1 je otev°ená mnoºina, F : G → R, x̄ ∈ Rn, ȳ ∈ R,
[x̄, ȳ] ∈ G a nech´ platí:

1. F ∈ Ck(G)

2. F (x̄, ȳ) = 0

3. ∂F
∂y (x̄, ȳ) ̸= 0.

Pak existuje okolí U ⊂ Rn bodu x̄ a okolí V ⊂ R bodu ȳ tak, ºe U ×V ⊂ G a pro kaºdé x ∈ U
existuje práv¥ jedno y ∈ V s vlastností F (x, y) = 0. Pí²eme-li y = φ(x), pak φ ∈ Ck(U) a

∂φ

∂xj
(x) = −

∂F
∂xj

(x, φ(x))

∂F
∂y (x, φ(x))

kde j ∈ {1, . . . , n}, x ∈ U .

P°íklady

1. Ukaºte, ºe rovnice (x2 + y2)2 − 3x2y − y3 = 0 ur£uje na okolí bodu [0, 1] implicitn¥
zadanou funkci y(x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ 0.

2. Ukaºte, ºe rovnice x2 + xy2 − y2 = 1 ur£uje na okolí bodu [−2, 1] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Spo£t¥te první derivaci této funkce v bod¥ −2.

3. Ukaºte, ºe rovnice x2 + y2 + xy − 3 = 0 ur£uje na okolí bodu [1, 1] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ 1.

4. Ukaºte, ºe rovnice y − 1
2 sin y = x ur£uje na okolí bodu [π, π] implicitn¥ zadanou funkci

y(x). Najd¥te rovnici te£ny v bod¥ [π, π].

5. Ukaºte, ºe rovnice y − 1
2 sin y = x ur£uje na okolí bodu [π−1

2 , π2 ] implicitn¥ zadanou
funkci y(x). Ur£ete, zda graf této funkce leºí na okolí daného bodu pod te£nou nebo
nad te£nou.

6. K rovnici −x2 + y2 − 2xy + y = 0 najd¥te body, v nichº jsou spln¥ny p°edpoklady v¥ty
o implicitní funkci a které jsou stacionárními body takto implicitn¥ de�novaných funkcí
jedné prom¥nné. Rozhodn¥te, zda jsou v t¥chto bodech lok. extrémy.

7. Ukaºte, ºe rovnice ln(x2z3) = ez cos y − 1 ur£uje na okolí bodu [−1, π2 , 1] implicitn¥
zadanou funkci z(x, y). Vypo£t¥te její parciální derivace 1. °ádu a ur£ete jejich hodnotu
v daném bod¥.

8. Ukaºte, ºe rovnice z + ez = xy + 2 ur£uje na okolí bodu [−1, 1, 0] implicitn¥ zadanou
funkci z(x, y). Vypo£t¥te její parciální derivace 1. a 2. °ádu v daném bod¥.

9. Ukaºte, ºe rovnice x2 + y2 + z2 + xyz = 20 ur£uje na okolí bodu [1, 2, 3] implicitn¥
zadanou funkci z(x, y). Najd¥te rovnici te£né roviny v daném bod¥.
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Zkou²kové p°íklady

10. Ukaºte, ºe daná rovnice ur£euje na okolí bodu [x̄, ȳ] implicitn¥ zadanou funkci (prom¥nné
x). Spo£t¥te první a druhou derivaci této funkce v bod¥ x̄.

(a) xy + yx = 2y, [x̄, ȳ] = [1, 1]

(b) esinx2
+ esinxy = 2y + 2, [x̄, ȳ] = [0, 0]

(c) π/2 + arcsin(x+ y2) = arccos(y + x2), [x̄, ȳ] = [0, 0]

(d) arctan(y2 + xy) = exy − cosx+ y, [x̄, ȳ] = [0, 0]

Teorie

11. Rozhodn¥te, zda je podmínka ∂F
∂y (x̄, ȳ) ̸= 0 ve v¥t¥ o implicitní funkci nutná. Dokáºete

sestrojit funkci (alespo¬ obrázkem), u níº platí v²echny p°edpoklady aº na tento, a p°esto
platí záv¥r?

12.R Sestrojte funkci f : R2 → R, která je parciáln¥ spojitá, ale není spojitá.
�ekneme, ºe f je parciáln¥ spojitá, pokud pro kaºdé x0 ∈ R je funkce g(y) = f(x0, y)
spojitá na R (jakoºto funkce 1 prom¥nné), a pro kaºdé y0 ∈ R je funkce h(x) = f(x, y0)
spojitá na R.

13.♡ Sestrojte funkci f : R2 → R, která má v bod¥ [0, 0] derivaci ve v²ech sm¥rech Dvf(0, 0),
ale není v bod¥ [0, 0] spojitá.

14.^ Sestrojte funkci f : R2 → R, která má v bod¥ [0, 0] derivaci ve v²ech sm¥rech Dvf(0, 0),
ale neexistuje totální diferenciál Df([0, 0]).

(12)
xy

x2+y2,f(0,0)=0

(13)
xy

2

x2+y4,f(0,0)=0

(14)jako(13)nebof(0,0)=0,f(x,x2)=1,jinak0
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2 Více implicitních funkcí

Teorie

V¥ta 2. Nech´ m,n ∈ N, k ∈ N∪ {∞}. Nech´ G ⊂ Rn+m je otev°ená mnoºina, F : G → Rm,
x̄ ∈ Rn, ȳ ∈ R, [x̄, ȳ] ∈ G a nech´ platí:

1. F ∈ Ck(G)

2. F (x̄, ȳ) = 0

3. ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1
∂y1

(x̄, ȳ) · · · ∂F1
∂ym

(x̄, ȳ)

. . .

∂Fm
∂y1

(x̄, ȳ) · · · ∂Fm
∂ym

(x̄, ȳ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
̸= 0.

Pak existuje okolí bodu U ⊂ Rn bodu x̄ a okolí V ⊂ Rm bodu ȳ tak, ºe U × V ⊂ G a pro
kaºdé x ∈ U existuje práv¥ jedno y ∈ V s vlastností F (x, y) = 0. Ozna£íme-li toto y symbolem
φ(x), pak pak φ ∈ Ck(U).

P°íklady

15. Jsou dány vztahy
eu/x cos(v/y) =

x√
2

eu/x sin(v/y) =
y√
2

Dokaºte, ºe vztahy de�nují na okolí bodu [1, 1, 0, π4 ] funkce u(x, y) a v(x, y) t°ídy C∞.
Spo£t¥te parciální derivace ∂u

∂x a ∂v
∂x .

16. Ukaºte, ºe existují funkce u(x, y) a v(x, y) de�nované na n¥jakém okolí U bodu [1, 2],
které jsou na U t°díy C1, spl¬ují u(1, 2) = 0, v(1, 2) = 0 a platí pro n¥ rovnice

xeu+v + 2uv = 1

yeu−v − u

1 + v
= 2x.

Spo£t¥te u′(1, 2) a v′(1, 2).

17. Dokaºte, ºe existují funkce z(x, y) a t(x, y), které jsou t°ídy C∞ na n¥jakém okolí U
obsahujícím [1,−1] a spl¬ují rovnice

x2 + y2 − 1

2
z2 − t3 = 0

x+ y + z − t− 2 = 0,

spolu se vztahy z(1,−1) = 2 a t(1,−1) = 0.
Spo£t¥te z′′(1,−1).

Matematická analýza 2 pro informatiky, 2024/25, Kristýna Kuncová 3



2 VÍCE IMPLICITNÍCH FUNKCÍ

18. Ukaºte, ºe rovnice
x = u+ v2

y = u2 − v3

de�nují na jistém okolí bodu [3, 3] funkce u(x, y), v(x, y) t°ídy C∞, které spl¬ují u(3, 3) =
2, v(3, 3) = 1. Spo£t¥te zxy(3, 3), pokud z = 2uv.

19. Spo£t¥te xv, yv a zv, pokud
u = x2 + y2,

v = x2 − 2xy2,

z = ln(y2 − x2)

v bod¥ u = 5, v = −7, x(5,−7) = 1 a y(5,−7) = 2.
(Rada: Prve °e²te první dv¥ rovnice pomocí V¥ty o implicitních funkcích, zv pak vyjád°ete
°etízkovým pravidlem.)

Zkou²kové p°íklady

20. Ukaºte, ºe vztahy
u = ln(xy) + cos v

v = ex−u − y2 − v

de�nují na jistém okolí bodu [x, y, u, v] = [1, 1, 1, 0] hladké funkce x, y prom¥nných u, v
takové, ºe x(1, 0) = 1 a y(1, 0) = 1. Rozhodn¥te, zda existuje totální diferenciál funkce
y(u, v) v bod¥ [1, 0] a pokud ano, nalezn¥te jej.

21. Ukaºte, ºe vztahy
u = ln(x2 + y2)− 2xy

v = ex sin y +
1

x2

de�nují na jistém okolí bodu [x, y, u, v] = [1, 0, 0, 1] hladké funkce x, y prom¥nných
u, v takové, ºe x(0, 1) = 1 a y(0, 1) = 0. Nech´ navíc je z funkce prom¥nných x a y
de�novaná na okolí bodu [x, y] = [1, 0] p°edpisem z(x, y) = arctan

( y
x

)
a nech´ Φ je

funkce prom¥nných u a v de�novaná na okolí bodu [u, v] = [0, 1] p°edpisem Φ(u, v) =
z(x(u, v), y(u, v)). Spo£t¥te ∂Φ

∂u (0, 1).
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