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1 Implicitni funkce

Teorie

Véta 1. Necht k € NU {c}, G C R""! je oteviend mnozina, F : G — R, z € R, §j € R,
[Z,y] € G a necht plati:

1. Feck@)

2. F(z,9) =0

3. 9 (z,9) #0.
Pak existuje okoli U C R™ bodu Z a okoli V' C R bodu g tak, ze U x V C G a pro kazdé x € U
existuje pravé jedno y € V' s vlastnosti F(x,y) = 0. Pigeme-li y = p(z), pak ¢ € C¥(U) a

LE i, (w0(@)
oz, o (2, ()

kde j e {1,...,n},z e U.

Priklady

1. Ukaite, 7ze rovnice (22 + y?)? — 322y — y> = 0 uréuje na okoli bodu [0, 1] implicitné
zadanou funkci y(z). Spoé¢téte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 0.

2. Ukazte, 7e rovnice 2% + xy? — y? = 1 uréuje na okoli bodu [—2,1] implicitné zadanou
funkei y(x). Spoctéte prvni derivaci této funkce v bodé —2.

3. Ukazte, Ze rovnice 2% + 42 + zy — 3 = 0 urcuje na okoli bodu [1, 1] implicitné zadanou
funkei y(x). Spoctéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé 1.

4. UkaZte, ze rovnice y — & siny = 2 ur¢uje na okoli bodu [r, ] implicitné zadanou funkci

y(x). Najdéte rovnici te¢ny v bodé [, x].

5. Ukazte, Ze rovnice y — %siny = z urcuje na okoli bodu [%71, 5] implicitné zadanou

funkei y(x). Urcete, zda graf této funkce lezi na okoli daného bodu pod te¢nou nebo
nad tecnou.

6. K rovnici —a? + 3% — 2zy + y = 0 najdéte body, v nichZ jsou splnény piedpoklady véty
o implicitni funkci a které jsou stacionarnimi body takto implicitné definovanych funkci
jedné proménné. Rozhodnéte, zda jsou v téchto bodech lok. extrémy.

7. Ukazte, Ze rovnice In(2223) = €**Y — 1 uréuje na okoli bodu [—1,%,1] implicitné
zadanou funkci z(z,y). Vypoctéte jeji parcidlni derivace 1. fadu a urcete jejich hodnotu
v daném bodé.

8. Ukazte, Ze rovnice z + €* = xy + 2 ur€uje na okoli bodu [—1, 1,0] implicitné zadanou
funkci z(z,y). Vypoctéte jeji parcidlni derivace 1. a 2. fadu v daném bodé.

9. Ukazte, Ze rovnice 22 + y? + 22 4+ zyz = 20 uréuje na okoli bodu [1,2,3] implicitné
zadanou funkci z(x,y). Najdéte rovnici te¢né roviny v daném bodé.
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Zkouskové priklady

10. Ukazte, ze dané rovnice urceuje na okoli bodu [z, ] implicitné zadanou funkei (proménné
x). SpoCtéte prvni a druhou derivaci této funkce v bodé z.

(a) ¥+ y" =2y, [z,9] = [1,1]

(b) ™ 4 e = 2y 42, [z,5] = [0,0)

(c) /2 + arcsin(x + y?) = arccos(y + z2), [z, 7] = [0, 0]
(d) arctan(y?® + zy) = e — cosx +y, [z, 7] = [0, 0]

Teorie

11. Rozhodnéte, zda je podminka %—5(@, y) # 0 ve vété o implicitni funkci nutna. Dokazete
sestrojit funkci (alespon obrézkem), u niz plati vSechny pfedpoklady az na tento, a pfesto
plati zavér?

12.9% Sestrojte funkci f : R? — R, ktera je parcialné spojitéd, ale neni spojita.

Rekneme, ze f je parcidlné spojita, pokud pro kazdé zp € R je funkce g(y) = f(x0,v)
spojitd na R (jakozto funkce 1 proménné), a pro kazdé yo € R je funkce h(z) = f(z,y0)
spojita na R.

13.Q Sestrojte funkci f : R? — R, kterd ma v bodé [0, 0] derivaci ve viech smérech D, f(0,0),

ale neni v bodé [0, 0] spojité.

145k Sestrojte funkci f : R? — R, ktera ma v bodé [0, 0] derivaci ve viech smérech D, f(0,0),
ale neexistuje totalni diferencial D f([0,0]).

0 il ‘1 = (g2 '2)f ‘0= (0°0)# oqau (¢1) oxel (71)
0=(0°0)/ ‘" (51)
0=(00)f ““FE" (e1)
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2 Vice implicitnich funkci

Teorie

Véta 2. Necht m,n € N, k € NU{oo}. Necht G C R"*™ je otevien4a mnozina, F : G — R™,
T eR™ § R, [Z,7y] € G anecht plati:

1. FecCk@)
2. F(z,9) =0
3.
o1 (z, ) 9EL (5, 5)
# 0.

Pak existuje okoli bodu U C R™ bodu Z a okoli V. C R™ bodu g tak, ze U x V C G a pro
kazdé z € U existuje pravé jedno y € V' s vlastnosti F'(z,y) = 0. Oznadime-li toto y symbolem
o(x), pak pak p € CK(U).

Piiklady

15. Jsou dany vztahy
e"/* cos(v/y) =

e/ sin(v/y) =

Sl= Sl

Dokazte, ze vztahy definuji na okoli bodu [1, 1,0,

% css : ou v
Spoctéte parcialni derivace g a 3.

16. Ukazte, ze existuji funkce u(z,y) a v(z,y) definované na né&jakém okoli U bodu [1,2],
které jsou na U t¥diy C*, spliji u(1,2) = 0, v(1,2) = 0 a plati pro né rovnice

| funkece u(z,y) a v(z,y) tiidy C*°.

IS

e 4 2uv =1

Spoctéte u/(1,2) a v'(1,2).

17. Dokazte, ze existuji funkce z(z,y) a t(z,y), které jsou t¥idy C*° na né&jakém okoli U
obsahujicim [1, —1] a spliwji rovnice

1
x2+y2—§z2—t3:0

r+y+z2—1t—2=0,

spolu se vztahy z(1,—1) =2 a ¢t(1,—1) = 0.
Spoctéte (1, —1).
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2 VICE IMPLICITNICH FUNKCI

18. Ukazte, Ze rovnice
x=u+ v
y=u? — o
definuji na jistém okoli bodu [3, 3] funkce u(z, y), v(z, y) t¥idy C*°, které spliuji u(3,3) =
2, v(3,3) = 1. Spoctéte z4y(3,3), pokud z = 2uw.

19. Spoctéte zy, yy a 2y, pokud
uw=a’+y>

v = 2% — 2xy?,

z =In(y? — 2?)

vbodé u=5v=-72(5-7)=1ay(5 -7 =2
(Rada: Prve Feste prvni dvé rovnice pomoci Véty o implicitnich funkcich, z, pak vyjadiete
fetizkovym pravidlem.)

Zkouskové priklady

20. Ukazte, ze vztahy
u = In(zy) + cosv
v=e"""—y? —y
definuji na jistém okoli bodu [z, y,u,v] = [1,1, 1, 0] hladké funkce x,y proménnych u,v
takové, ze x(1,0) = 1 a y(1,0) = 1. Rozhodnéte, zda existuje totalni diferencial funkce
y(u,v) v bodé [1,0] a pokud ano, naleznéte jej.

21. Ukazte, ze vztahy
u = In(z? 4 3?) — 2xy

v=e'siny+ —
T

definuji na jistém okoli bodu [z,y,u,v] = [1,0,0,1] hladké funkce z,y proménnych
u,v takové, ze x(0,1) = 1 a y(0,1) = 0. Necht navic je z funkce proménnych z a y
definované na okoli bodu [z,y] = [1,0] pfedpisem z(z,y) = arctan (£) a necht @ je
funkce proménnych v a v definovana na okoli bodu [u,v] = [0, 1] pfedpisem ®(u,v) =
z(x(u,v),y(u,v)). Spottéte g—q’((), 1).

u
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