6. cviceni — Retizkové pravidlo
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Vypoctéte derivace slozenych funkci
(a) z=uV1+v2 kdeu=e** av=e¢""
Reseni: 7 tetizkového pravidla mame
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(b) z =uwv?w3, kde u =sinz, v = —cosx a w = €°

Reseni: Z fetizkového pravidla mame
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Tedy musime nejprve spocitat
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Dosadime

15)
—f = v2w? - cos T + 2uvw
ox

2 .3

= cos” ze’* cos x + 2 sin x(— cos x)

= €3z cos z(cos® x — 2sin® x + 3sin x cos )

3 2

-sinz + 3uvw? - e*

2.2

e sinx + 3sinz cos® re*%e

T

(¢) z=sinucosv, kde u = (z — y)?av=ax?—1y?
ReSeni: Z fetizkového pravidla mame

0f _0f 0w of 00

Jdr Ou Ox Ov Ox

of _0f ou 05 o

dy Ou 0Oy Ov 0Oy

Tedy musime nejprve spocitat
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Dosadime
% = cosucosv - 2(x —y) —sinusinv - 2z
=cos(x — y)2 cos(a:2 — yz) -2(x —y) — sin(x — y)2 sin(:z;2 — y2) .o
a
af .
90 = cosucosv - (—2(x —y)) —sinusinv - (—2y)
)

2

= —cos(z — y)? cos(z® — y?) - 2(x — y) + sin(x — y)?sin(2? — y?) - 2y

(d) w=yz>—a3 kdex =€, y=In(r+2s+3t) az=rs + 1t
ReSeni: 7 tetizkového pravidla mame

of Of ox Of 9y Of 0z
o 9z or 9y or 0z or
of Of Ox Of 9y Of 0z
s oz 0s 0y s 0z 0s
of Of ox  Of 9y Of 0z
o " or ot "oy ooz
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Tedy musime nejprve spocitat

of 2 of 4 af
oz o y z 0z Yz
ox ., Ox Ox r—t
— = e _—= —_— = —
or 0s ot
@7 1 @7 2 @7 3
or  r+2s+3t ds r+2s+3t ot  r+2s+3t
%_ s %_ r %_ 1
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Dosadime
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0s v T T‘+28+3t+ yz 24/rs +t
r
=(rs+t) —— +2log(r +2s + 3t)vVrs +t - ———
( ) r+2s+ 3t & ) 2/rs+t
2(rs + 1)
= 1 2 3t
r+2s—|—3t+r og(r + 2s + 3t)
of 9 _
2L 32—t 2. 2z - -
ot e ) s s T S e
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=330 L VT 2 3t
e +r—|—2s+3t+ og(r + 2s + 3t)

2. Spoététe parcilni derivace g(z,y) = f(2% + y?).
Reseni: Uvazujme funkci f(u), kde u(x,y) = 22 + 3.
7 fetizkového pravidla mame

o5 _0f ou_of.
or Ou Or Ou
o _of ou_o
oy Ou dy Ou Y

2z

3. Necht f(x,y) = 22 + 3y?. Urcete derivace f vzhledem k polarnim soufadnicim.
Polérni soufadnice: x = rcosa, y = rsina.
ResSeni: Z fetizkového pravidla mame
of of o0x  Of 0Oy

— — =2z -cosa+ 6y -sina = 2rcosacosa+ 6rsinasina

Or  Or dr  dy Or
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Jda Ox Oa * dy Oa z - (—rsina) + 6y - rcosa

= —2r? cosasin a + 6r% sin o cos a = 4r? cos asin «

4. Necht f(z,y) = e~(@*+9*) Uréete derivace f vzhledem k polarnim soufadnicim.
ResSeni: Z fetizkového pravidla mame
of of 0x Of Oy

% = 92 Br + 4= 9 B e_(m2+92)(—2x) -cosa + e_(m2+y2)(—2y) -sin
r z Or y Or

_ 2 . 2
= —e "9 cosla — e " 2rsin T

2a=—2re

of _of o of oy _

—(z2+y2)(_2$) - (—rsina) + e_(z2+y2)(—2y) T COS (v

da O0xr Oda Oy Oa

2 2 )
=e " 2% cosasina — e " 2r? cosasina = 0

5. Ukazte, Ze funkce F(z,y,2) = ©Inz + zf (£, £) vyhovuje vztahu SL‘ax + yay + 22 62 =
F+ .
Regenti: Uvazujme funkei f(u,v), kde u(z,y, 2) = £ a v(z,yz) = Z.
Pak dle Fetizkového pravidla je
oFr y zy 1 of Ou Of Ov
9 kA e T
Oz zng—'_ z —l—f(uv)—l—m(au 8$+8v Oz
1 0 0
= ylogm—l—x’y-+f(u,v)+x<f-—y2+f-—z>
z z ou «x

ov 2
W:xlogm+x(w.%+w.%>
z ou

Oy dy Ov Oy
T af 1 of
—Zloga:+:r<8u~x+av‘0>
or of Ou Of v
9z 22 1ng+$<8u 6z+8v.8z>
zy of Bf 1
Zzlogm+x<a -0+ 90 2
Dosadime do zadaného vztahu:
ylogx+—y+xf(u v)—yg— g ﬂlogaz+yg + —ﬁlogx—i-za—
ou ov z ou z v

:—ylog:v—l—fy—i-xf(u,v) F—i—ﬁ
z z

6. Necht g(z,y) = f(z +y,z —y), spoctete v bodé (a,b).
Reseni: Uvazujme funkci f(u,v), kde u(m, y) =z+y, v,y =x—y.
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7 tetizkového pravidla méme

g _0f ou 9f ov_of of

-~ _ 2 == =L (=),
dy Ou 6y+8v oy Ou +8v (=1)

&g _ 0 (of of
oxdy  Ox \Ou v

Oznagime-li funkce h(u,v) = % a j(u,v) = %, méame z Fetizkového pravidla

Pak

oxdy ou Ox Yo v Ox Oou Oxr Ov Ox
_Oh oy Oh 1_(‘93.1+8J.1)

9’9 Oh Ou Oh Ov <8j 8u+@ 81})

Ou ov ou ov
B 0% f 0% f B 0% f B 0% f
 Oudu  Ovdu  Oudv  vdv

Protoze jsou splnény predpoklady, tak mame zaménné 2. smiSené parcialni derivace.

Tedy
99  O*f 0% f

0zdy  Oudu ~ Hudv
V konkrétnim bodé (a, b) pak plati

82g 82 f

0% f
Oxdy (a,0) = oudu

Ovdv

(a+b,a—10b)—

(a +b,a —b)

7. Ukazte, 7e funkce F(x,y) = x f(z+y)+yg(x+y) vyhovuje rovnici 8 F 9 O%F —|-6827§ =0.

o0zxdy
Regeni: Uvazujme funkce f(u) a g(u), kde u(z,y) = = + v. Dale ozna¢me a—i =

89 = ¢'. Z Fetizkového pravidla je

3 ou

F
—f+33f f+yg s =f+azf +yg

or ., Ou , Ou p
dy =uxf By +9+yg By =zf +g+yg
Analogicky pak
82F ! ! 1 i
Pl '+ f+xf" +yg
0’F
ayz — $f//+g/+g/+yg//
0*F
axay :f,—FFL‘f”—Fg/—Fyg”

Po dosazen{ do rovnice je

f/+fl+xf//+yg//_2(f/+xf”+gl+yg”)+xf”+g/+g/+yg”
=0
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8. Vyraz xg%c +y62/2gx pretransformujte pro funkci F(u,v) = f(z,y), kdeu =y av =y/z.

Reseni: Aplikujeme fetizkové pravidlo

ﬁ_f‘?j_f’uﬁjﬁv_f?j(_g)
dr  Ou Ox Ov O Ov x2
0% f 8<8F< y>>_2y8F y<82F ou  O°F 8v>

822 oz \aw \ 22)) T B0 22 \oudv 0z ' 0vdv O

:2y8F_y<a2F ._y>

23 v 22 \ovdv a2

0/ :8<<‘9F(_y>> :—13F_y<32F.@u+ O*F 3v>

Oyox Oy \ Ov x2 2 v 22 \Oudv 0Oy Ovdov Oy
_ —10F y<82F'1+82F 1)

22 Ov 22 \ Qudv ovov  x

Dosadime

OO (G OF y (OF y\\, (Z10F oy (OF . OF 1
0x? yay&n N 3 0v 22 \Ovdv 22 I\ 2200~ 22 \Guaw ovdv  x

y OF y? 0°F

22 0v 22 Qudv

Z predpisti pro v a v navic mame x = ¥, y = u.

Dohromady
y OF y? 0°F B v? OF , O*F

22 0v  x20udv  u v v Oudv

9. Necht F = (F1, F3) : R® — R? je zobrazeni definované ptedpisem

F(x,y,2) = ((x +1)*(y + 1)(2 + 2),sinz cos(2y + 2)).

Zobrazeni G : R? — R3 ma v bodé [2, 0] derivaci representovanou matici

2 1
0 -1
1 0

(a) Dokazte, ze v bodé [0, 0, 0] existuje derivace zobrazeni G o F' a spoctéte jeji repre-
sentujici matici.
(b) Spoctéte derivaci funkce F} v bodé [0,0,0] podle vektoru (1,2,0).

Regeni:
(a) Nejdifve najdeme reprezentujici matici funkce F. Pro (z,y, z) € R3 je
6F1 8F1 2 aFl 2
il T | 1 9y L _ 1 9y M i 1
2t DA DE+Y) Gl @a1Pery) = @1
OF: OF: OF:
873;2 = cosx cos(2y + z) 8—; = sinx(—2sin(2y + 2)) 8—; = sinz(—sin(2y + 2))

Vsechny parcialni derivace jsou spojité na R3, tedy existuje derivace zobrazeni F.
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V bodé [0, 0, 0] pak je representovana matici

4 2 1
1 00

Obé zobrazeni maji derivaci, tedy ji ma i zobrazeni G(F). Matici zobrazeni G(F')

pak ziskdme jako
1 9 4 2
4 2 1
-1]- =1-10 0
1 00
0 4 2 1

Sechny parcialni derivace funkce F jsou spojité, tedy existuje derivace F. Specialné
b) Vsech ialn{ deri funkce F1 j jité, tedy existuje deri Fy. Specialné
pro derivaci funkce Fy v bodé [0,0,0] mame

(4,2,1)
Pro derivaci ve sméru pak plati
D(1,2,0)F1(0,0,0) = (4,2,1) - (1,2,0) =4+ 4+ 0 =38.

10. Necht F = (Fy, Fy, F3, F)) : R? — R je zobrazeni definované piedpisem

s
F(z,y) = (arctan(x +2y),x +y, (2% + ) l J|r E ye””) .

(a) Ukazte, ze v bodé (—1, 1) existuje derivace funkce F' a spoctéte jeji reprezentujici

matici.
(b) Spoctéte %(0,0), pokud existuje.
ReSeni:

(a) Uvazujme (z,y) € B((—1,1),3). Pak plati |z| = —z, |y| = .

Zderivujeme
ory 1 ory 2
or 1+ (z+2y)? oy 1+ (z+2y)?
F:
o, _ OB _
Ox oy
OFy  —3a% —y? OFs  a® —awy(y +2)
or  1+y oy (14y)?
0Fy . 0Fy .

FE A T

Vsechny parcialni derivace jsou v bodé (—1, 1) spojité, tedy existuje derivace funkce
F. Jeji representujici matice pak je

1
5 1
1 1
1
-2 3
et et
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(b) Spocteme z definice.

|0+t

OF ((0+1)* +0%) 5o — 0 2|t

73(0,0) = lim L I Y MY
oz t—0 t t—0 t—0
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