23. cviceni — Tayloriiv polynom — limity
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady
Vsechna mala o se tykaji + — 0, y — 0.

1. Pomoci Taylorova rozvoje urcete nasledujici limity.
sinx —x 1
a) lim ——— = ——
( ) xv—>0 3 6
ResSeni: Budeme rozvijet do 3. fadu:

1’3

sinz =x — 37 + o(z),
tedy méme
3 3
. osinz—a . z—%4o)—z | —LH+o) 1
L - R
. In(cosx) 1
(b) Iy = =3
ResSeni: Budeme rozvijet do 2. fadu:
2
cosz =1— % + o(z?)
A 2
Yy
n(l+y)=y- 5+ o(y?).
Dohromady
2 <—z2—? + 0(353))2 2 2
In(cosx) = (—:;—Fo(a:?’)) - ' 5 +0<<—2!+0(az3)> >
tedy
2
In(cosx) = —% + o(z?).
Pak )
. In(cosz) .. —% 40(®) voar 1
R R
. o 2 3
(¢) lim sinx :125+ z” 0
z—0 x

ReSeni: Rozvineme do 3. fadu:

X

sinz = x — 3 + o(z?).
Pak
. 3 3
i SIRE — 2 + 223 — lim r— %+ o(z?) — x + 223 — lim 1% + o(z?) voaL o
z—0 2 z—0 22 z—0 2
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(@) lim coszsin(xIn(1 + x))

x—0 $2
ReSeni: Rozvineme do 2. fadu:

=1

22
In(1+z) =z — — 4 o(z?)

2
253
zln(l+z) =2 — 5 + o(x?)
2 3
cosx—l—ngo( )
Navic
siny =y + o(y*).
Dohromady
a? ) 3 ) 3
coszsin(zln(l+z)) = (1 ~ 5 + o(x )) (m ) +o(x°)+o <ZL‘ ) +o(z )>>
=2 + o(2?)

Celkem pak méame

lim coszsin(zIn(1 + x)) — lim M -1
Jm 2 2—0 2
(e) lim z3/? (\/ZU+1 +Var—1- Q\f)
T—+00
Reseni:

8=

Protoze na rozvijeni v nekoneénu nemame vztahy, provedeme substituci y =
(vysledek pak dostaneme vétou o limité slozené funkce).

1 1 1
lim 333/2(\/:U+1—|-\/x—1—2f)—> lim y 3/2<\/ —1—1—1—\/—1—2\/»):
T——+00 y—0+ Yy Yy Yy
= lim y~ <\/1—|—y+\/1— —2)

= i -2 1+1+ﬁ2+(2)+1_1+ﬁ2+(2) -9
= oY 2Y or 4 TOW 27 or Y TV

. L o)) = —t40=-1
_yi%l+ 8 © - N 4
1
(f) lim Vab+ad — Vab —ad = -
z—+00 3
Regeni:

Provedeme substituci y = %

1 1 —v1l—y
lim /26 + 27— /26 — 25 = lim :U{’/l—&——xi}/l — — lim Vity-V
Tr—+0c0 xX

r—+00 x y—0+ Yy

Nyni rozvineme odmocniny v &itateli, sta¢i do prvniho fadu

1+ gy+oly)—(1—ty+ 1 1 1
_ i Atsyto@ = -gytol) 1. o) 1 1
y—0-+ y 3 y=0+ y 3 3
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1
lim [(mg‘ — 22+ f) et/ — \/x6+1} =_
T—+00 2 6
1

Reseni: Provedeme substituci y = -

[1—y+ly2 ey—\/1+y6}
lim [(x?’—:c2+§>el/x—\/x6+l}—> lim ( 2 ) =

T—+00 2 y—0+ y3

a nyni rozvineme exponencielu a odmocninu v &itateli do tfetiho fadu

2 3
(T—y+3) Q+y+ %L +% +0(y®) — 1+ 0(y°)

= lim 3 =
y—0+ Y
2 3 3
o Ay H )+ -+ o) -1
- y—0+ y3 N
y? 3 3

s toly?) 1 o(y?) 1

— lim 8 T2 _

y—1>r(§l+ y3 6 +y—l>%l+ y3 6

1 1
lim [:z—a:%n(l—l—)} = -
T—r+00 T 2

1

Regeni: Provedeme substituci y = =

1 1 1
lim [:L‘—xZID (1—1—)] — lim [—21n(1+y)] =
T—400 X y—=0+ |y Yy

1 1 1 1

= 1i - — 4= D ==

y—l>%l+ [y y+2+0( )] 2

(i)

. VI+tgr—+/1+sinz 1

lim 3 = -

x—0 x 4

Reseni:

Budeme hledat rozvoj ¢itatele do tfetiho fadu. Je

253
tgxr =x + 3 + o(z?)

odkud vyplyva

1 Ll 4 Lel 1yl _9
\/1+tga;—1+2tgm+2(22')tg2x+ 2(2 3)|(2 )tg3x+0(w3):
1 1 1 1
:1+§m+6x3—§x2+ﬁx3+0(x3)
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Na druhou stranu

T VPR (C B 1( B /LR IR
1+sinx:1+§sinx+Tsinx+ al sin® x + o(z°) =
1 1 1 1
:1+§x—ﬁx3—§x2+ﬁx3+o(x3)

odkud vyplyva, ze

1 1 1
V1+tgr — V1 +sine = ( —1—) 23+ o(x3) = Z2 + o(z?),

6 12 4
a tedy
I Vi+tgxr —+v/1+sine 1
im =-.
z—0 x3 4
()
cos(xe”) — cos(xe™™
lim (ze®) . (ze™™) _ 9
z—0 xT
ReSeni: Ziejmé stadi rozvést citatel do tfetiho Fadu.
lim cos(ze”) —3003(376_9”) — lim 1— 122 — (1 —3%x2e_2$) + o(x3) _
z—0 T z—0 X
-2z _ 2z 3
i (0@ L g o
z—0 2z x3
(k) €x2+5:p4 _ 6x2—3x4
lim = -32
2—0 (cosx — 1)(coshx — 1)
ReSeni:
Protoze plati
. cosr —1 1 . coshx—l_l
xl_% $2 N 2 ’ :cl—r>r(l) $2 B 2 ’

pak, existuje-li limita napravo, plati

612+514 _ ex273x4 612+5x4 _ €x273:p4
lim = lim —4 =
2—0 (cosx — 1)(coshx — 1)  2—0 x

stali tedy rozvést Citatel do ¢tvrtého stupné. Tak dostaneme

(1+a?+52* +2) — (1+2? - 32* + &) + o(a?) I ARG

2—0 x4 2—0 z?

= —32.

sinh(tgz) —z 1
m —
z—0 x3 2

ResSeni:
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Citatel musime rozvést do tietiho fadu. Plati, ze

etga: _ e—tgx
2
1+tgw+%+%+o(az3) —(1—-tgz+ tg;m - %—l—o(ﬁ))
2

sinh(tgz) =

tg3 T

= tga+ == + o(2?)

dostavame tak

tgxr —x

3
inh(t — tgx+ B2 x4 o2 1tg3 3
o Sinh(ter) —z . tgr+ @) _ i i 1882 g 0@)
z—0 3 z—0 x3 =0 3 =06 3 150 x
A dale plati, Ze
sing  x—a23/3 +o(z?)

t = = =
8T = sz 1—22/2+ o(x3)
x3 >, 2
= (z =3y + o) Z(; +o(z?))* =
k=0
3 3
1

:m—%+%+o(x3):x+§x3+o(x3)
a proto dostaneme, Ze

. tgr—ax . 1tgdz . o(z?)

ig% a3 +i1aog z3 :1«1%0 P

1.3 3 3 3
ozt to@) o ltgiz oo(x?) 1 1 1
_ilg%) a3 +i1£>I}J6 x3 Jr:lg% a3 _3+6+0_2'
_ b ;
(m) Najdéte a,b € R tak, aby lim z—(at Zosx) ST .
. z—0 x
ReSeni:
Plat{
3 b 92 3
x—asinx —bsinxcosx =z —a (95— %+O($4)> ~3 (2:1:— ( ? —l—o(x4)) =
3 4b 3
:ar—aac—i—%—bx%—%—i—o(x‘l).

Aby limita byla nulova, musi byt pro kazdé x z néjakého okoli nuly
r—ar—br=0 = 1—a—-5b=0
ax® n 4ba?
6 6
Odtud mame a = —4ba 1+4b—b=0, tedyb:—% aa=

=0 = a+4b=0

SNI
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1 r—1
(n) lim (A+z)*—1
af(—)() xm
ResSeni:
Je (1 + x)* = e*(142) 3 yozvoj je

; . 3
(P In(L42) _ gala—tto(a?)) _ gat-a®/24ola®) _ 1 402 T 08y 1 102 4 o(a?),

2
tudiz
(1+x)*—-1= erIn(+2) _ 1 = 42 4 o(z?),
hledané n = 2 a plati
1 T _ 1 2 2
lim % — lim Lo(m)
x—0 $2 z—0 $2

=1.

. In*(1 4 sinz) — In?(1 + arcsin z)
(o) lim
z—0 "
ResSeni:
Porovname rozvoje funkci sinz a arcsinx a zjistime prvni ¢élen, kde se 1igi. Ten
bude urcujici.
3 3
: x . x
sinz =z — — + o(z?), arcsinz = z + — + o(z?).

6 6
Odtud vidime, ze pravdépodobné budeme muset rozvijet do t¥etiho fadu. Je

2 3

In(1+y)=y- L +% +o(?),
2 3
a proto
3 3 1 3 29 3 3
ln(1+xix—+o(x3)) =(zxZ + o(z®) )=z [z + T4 o(z*) ) +5 [z + T4 o(z®) | +o(z?)
6 6 2 6 3 6
1 51
=z — §:c2i % + gxg + o(x?),
z ¢ehoz vyplyva, ze
3 1 4
In*(1 42+ % +o(x) = a? — 23 + Zm‘l + % + o(z*).

Neni tfeba pokracovat do vyssich mocnin, hledali jsme prvn{ ¢len, kde se rozvoje
budou ligit. Odtud vyplyva

3 3

In?(1+sinz) —In?(1+arcsinz) = In?(1+x— % +o(z®) —In*(1+z+ % +o(z?)) =
1 4 1 : 2
= <x2 — 2?4 1374 - % + 0(m4)> —< R 1374 + % + 0(m4)> = _§x4+o(a:4).
Odtud vyplyva, Ze hledané n = 4 a plati
. In®(1 +sinz) — In?(1 4+ arcsinz) . —32% + o(z?) 2
lim =lim =——F— = ——.
z—0 x4 z—0 x4 3
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Zkouskové priklady
1
2. (a) Naleznéte Tayloriv polynom funkce f(x) = arctan(sinx) — sin (a: — 31‘3> fadu 5
v bodé x = 0 a spoctéte

lim f(@)

2—0 (arcsinz)(cos ) — arctan

Refeni: Zdroj: http://www.karlin.mff.cuni.cz/ rokyta/vyuka/0809/1s/ma
/index.html

Mame ] 1
arctanx = x — 51:3 + 5x5 + o(z°),
sinx =x — }x?’ + LIS + o(z°).
6 120
Tedy
tanfsing) =2 — 50 + Lt 0@ = (o= Lot Lov o))’
rctan(sinz) = x — — — —=—lz—-= —
arctan(sinz) =z — 22 + o507 + o(w 3 | T8 g tole
1 1 5 5
+5 (a:—6a:3+ 120x5+0(x5)> +0<(:c—6a:‘5+120x5+0(x5)> )
3
=z — 2563 + §x5 + o(z®)
Dale

Dohromady

1
T;O = 5335.

Dale rozvineme jmenovatele. Plati

1 3
arcsinz = z + 25 + —a° + o(z”),

6 40
_ Lo 1 4 5

cosx =1 57 + 51% + o(z?).
Tedy
arcsinx - cosx — arctanz = ( x + 1563 + ixg’ +o(2z®) ) (1— 1a:2 + ix‘l + o(z°)

6 40 2 24
1
- (m - 31‘3 + 5565 + 0(905))
= —11:5 + o(z?)
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Pro limitu pak mame

(b) Urcete hodnoty koeficientu a € R, pro které plati

a1 =22 — a1 -3z
lim

70 T —asin%

ResSeni: Rozvineme odmocniny do 2. fadu

1 1, _
\/1—2.%:14-5(—2.%')4‘27
1

1
V1I-3z=1+ §(—393) + 3

N[ =

(—22)* + o((—22)?)

2

wino

(=3x)% + o((—3x)?)
Dohromady pro ¢itatele mame
3
V1 — 21 —xv/1 -3z = % + o(z?).

Pro jmenovatele je pro a # 0

Limita:
3 x> 3 1, o(@?)
o1 =2z —z¥1 -3 . 5 +o(z?) . 5t —3 9
lim — =lim 5——— =lim —%—+ =3a
z—0 r—asing 20 Lo o(zt) =0 é 4 o(xac3 )

Tedy Fe§ime rovnici 3a? = 1, odtud

1
a==21/-
3

(c) Rozvinte funkce e“** do Taylorova polynomu ¢tvrtého fadu se stiedem v 0 a
spoctéte limitu

eCosT _ %(eaz +6—$) + CLZEQ

4

lim
x—0 xT

(pokud existuje) v zavislosti na parametru a € R.
Reseni: Rozviime do 4. fadu:

2 4

¢ 9
:1—— —_—
cos 5 +24+0(1‘)
2 3 4
x® oz’
T _q < < < 4.
e +x+2+6+24+0(a;)
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Odtud

671:1—$+?—€+ﬂ+0($4)
eCos T e- ecosxfl
2
—e(1+ a¥+ﬁ+(4)+<;§+§+dﬁ0
- 2 Ta9q4 OV 2
z2 z 4 3 z2 zt 4 4
< j‘Fﬂ‘i‘O(%’)) (—?‘f—ﬂ—FO(l'))
+ 6 + 24

Dohromady mame

) eCoST _ %(ex + efx) + a,x2
lim

z—0 xt z—0 z

Pro a = e mame A A
. gx"+o(z%) e
lim =3
x—0 x 8

Pro a > e je dle véty o nevlastni limité podilu
(a—e)a? + Sa* + o(x?)

lim i = 0.
x—0 i

Analogicky pro a < e je

lim (a—e)z? + £t + o(z?) e
z—0 114 '

(d) Urcete vSechny hodnoty koeficientu a € R, pro které existuje vlastni limita

cos(arctan x) — cos(sin z) + az?

1m
z—0 .’E4

Pro tyto hodnoty a limitu vypoditejte.
Regeni: Plati

1
arctanx = x — gx?’ + o(z%),
1
sinx =z — 6303 + 4o(zh),
2 4
¢
=1-"4+= h.
cos x 2+24+0(x)
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Odtud

1.3 47)2 1.3 4y)4 2
T — 53x° +o(x T —zx° +o(r 1
cos(arctanx):l—( 3 5 (=) —i-( 4 2 () —|—0<:):—3x3—|—0(x4)> ,
1 3
:1—§x2+§m4+0($4)
1.3 47)2 1.3 44 2
r—zx® +o(x r—zx° +o(x 1
Cos(sinx):l—( 6 5 (@) —I—( t 21 ) +O<ZL‘—6ZL‘3+0({L‘4)> .

552 5 4 4

Pro limitu tedy mame

cos(arctan ) — cos(sinz) + ax® . ax’ + “%: + o(x*)
im = lim

z—0 x4 z—0 x?

Aby byla limita vlastni, musf byt a = 0. Pak dostavame
lim >—0p—~ = —
z—0 x4 6

(e) Urcete koeficienty a,b € R tak, aby limita

lim cos(azx) + x azctan(bx) -b
z—0 X

existovala vlastni. Pro tyto hodnoty a, b limitu vypocitejte.
Reseni: Pro a,b # 0 mame rozvoj

a’z?  ataxt

2+24

1
arctan br = br — §b3$3 + o(z),

cosar =1 — + o(z?).

Limita pak je tvaru

2

. ; (1-0b)+ <b — %) 2+ %x‘* + o(z*)
im = lim

z—0 35‘4 z—0 LE4

cos(ax) + x arctan(bzx) — b

Aby limita existovala vlastni, musi platit

1-b=0
2
a
b— — =0,
2
tedy b=1, a = +v/2.
Pro tyto hodnoty pak je
. BBt 4 o(at) 1
lim =—Fp——F = ——
z—0 T 6
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Déle, uvazujme a = 0, b # 0. Pak

i L warctan(br) —b _ i (1= b) + ba? — Lt 4 o(zh)
z—0 x4 z—0 4

Aby limita existovala vlastni, musi platit

1-b=0
b=0,
coZ neni mozné.
Necht nyni a # 0, b = 0. Pak
iy 209 _ o,
z—0 xT

coZ nesplhuje pozadavek na vlastnf limitu.
Posledni kombinace a = b = 0:

1
lim — = oo,
z—0 T
coz také nespliuje podminku vlastni limity.
Zavér: Pro b =1, a = +v/2 vyjde limita rovna —%.

Odhady

3. Pomoci Taylorova polynomu 1. stupné urcete piiblizné hodnoty nasledujicich vyrazi (a
porovnejte s kalkulackou)

(a) Ve

Resent:
~14 1 4
T3 T3
kalkulacka
1,39561
(b) arcsin0, 2 ReSeni:
~ 0,2
kalkulacka
0,201

(c) (1,04)* Reseni:
~1+4-0,04=1,16

kalkulacka
1,1699
(d) In(1,02) ReSeni:
~ 0,02
kalkulacka
0,01980
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(e) arctan1,1 ReZeni:

~1,1
kalkulacka
0,83298
(f) sin(—0,22) Regeni:
~ —0,22
kalkulacka
—0,2182

4. Vypoctéte pfibliznou hodnotu éisla e s chybou mensi nez 0,001.
Regeni: Piiklad i s feSenim méame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = e*, kterou
rozvijime v bodé ¢ = 0 a budeme dosazovat za x = 1. Pracujeme tedy s intervalem
[0,1]. Uvazujme né&jaké n € N. Protoze e® € C"! pro viechna n € N, jsou podminky
splnény a existuje ¢ € [0, 1] takoveé, ze

1
f(z) - Tr{’a(w) = mf(nﬂ)(c)(x —a)"th.
Konkrétné ) .
1 e”,0 _ c n+1 __ €
—TEO01) = —— (1 —0)"H =
¢~ W)=yt (n+ 1)l
Nejhorsi situace (nejvétsi mozné chyba) nastava pro ¢ = 1, tedy budeme odhadovat
vyraz
e
(n+1)!
Aplikujeme odhad e < 3 a dostavame nerovnici
3
2 <0,001
(n+1)!
Tedy

3000 < (n + 1)!

Ta je splnéna pro n > 6.
Tedy pfi aproximaci ¢isla e potfebujeme Tayloriv polynom alespoii stupné 6. Dostavame
1 1 1 1 1
e~1+1+§+6+ﬂ+1—20+%—2,718055556.
5. Pro jaké hodnoty plati pfiblizny vztah cosxz =1 — % s presnosti 0,00017
ResSeni: Piiklad i s fefenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkei f = cosz, kterou
rozvijime v bodé a = 0 do stupné n = 3 (rozvoj pro n = 2 an = 3 je stejny). Uvazujme
x > 0. Pracujeme tedy s intervalem [0,z]. ProtoZe cosx € C* pro viechna n € N, jsou
podminky splnény a existuje ¢ € [0, x] takové, Ze

1 'f(nJrl)(C)((L' _ a)nJrl.

f(w) - Tr};a(‘r) - (n+ 1)
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Konkrétné

2 1 4
cosz — 1+ % = ay cos(c)(z — 0)* < ;—4
Resime tedy nerovnici
4
x
— < 0,0001.
24 —
Tedy
z* < 0,0024.
To plati cca pro x < 0,222. Protoze funkce cosz je suda, lze pro z < 0 aplikovat stejny
postup.
Dohromady

x € (—0,222,0,222).
Tedy pfi aproximaci ¢isla e potfebujeme Tayloriiv polynom alespoii stupné 6. Dostavame

1 1 1 1 1
e~1+1+§—|—6+ﬂ+1—20+ﬁo—2,718055556.

6. Urtete maximalni chybu, které se dopustime, nahradime-li na intervalu (0,9;1, 1) funkci
arctan x Taylorovym polynomem stupné 2 v bodé xg = 1.
Regeni: Piiklad i s feSenim mame od: https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif
/js12/m_analyza/web/index.html
Aplikujeme Vétu o Lagrangeové tvaru zbytku. Pracujeme s funkci f = arctan z, kterou
rozvijime v bodé a = 1 do stupné n = 2. Uvazujme 1 < z < 1.1. Pracujeme tedy s
intervalem [1,z]. Protoze arctanz € C3 pro viechna n € N, jsou podminky splnény a
existuje ¢ € [1, z] takové, ze

1

z) — T %z) = ———— Ot (o) (2 — o)™,
) = T2(0) = g el =

Navic plati
1
1+ 22
—2z
1+
m_ 622 — 2
N

f=

"o__

N =y

Tedy

Tarctan x,1 _

4
2 4
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Pro odhad chyby pro x € [1,1.1] tedy méame

1 1 5 1 6c2—-2 3 1 6c2+2
aretans — 3 = 5(0 = 1)+ 30— 1P = Gt os -1’ < gt
1 6-1.12+2 1
< Z. . = 0.19292 - 0.001
=5 8 1000
Analogicky pro z € [0.9,1] je
o1 1 o |1 6¢®—2 s o 1 62+2
arctanz — 2(96 )+ 4(55 ) 31 (1+02)3($ V= 31 (140.9%)

<L .
=6 1813 1000

(11—

6-124+2 1
+ = (.22486 - 0.001

109 -1
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