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Rozhodnéte o platnosti nasledujicich tvrzeni (tedy je dokaZte nebo sestrojte
protiptiklad):

1. Necht f,¢g:[0,1] — [0,1] jsou spojité funkce.

(a) Necht f(0) = ¢g(0) = 0 a f(1) = g(1) = 1. Musi existovat = € (0,1) tak, Ze
f(z) = g(x)?
ReSeni: Nemusi. Protipfiklad: f = /z, g = 22.

(b) Necht f(0) = g(1) = 0 a f(1) = ¢g(0) = 1. Musi existovat x € (0,1) tak, ze
Fla) = gle)?
Reseni: Musi. Uvazujme funkci h(z) = f(z) — g(z). Pak h(0) = —1, h(1) = 1.
Navic h je spojita funkce (rozdil dvou spojitych). Pak z Bolzanovy véty o nabyvani
mezihodnot existuje zo € (0,1) tak, ze h(zg) = 0. Tedy 0 = f(xo) — g(xo). Pak
f(@o) = f(x0)-

2. Necht f : R — R je funkce.

(a) K > 0Vz € [-1,1] — K22 < f(x) < K2? = existuje f/(0).
Regeni:
Ze dvou policajtti mame f(0) = 0. Déle

flx) = £(0) _ fl=)

x—0 T
Dale odhadneme )
K
‘f(x) < |20 = |Kaf
T T
Ze dvou policajti pak plyne
0 < lim @ < lim |Kz| = 0.
z—0 T z—0

Odtud pak lim,_,q @ =0 a tedy f’(0) existuje.
(b) Existuje f/(0) = 3K >0Vz € [-1,1] — K2? < f(z) < Ka?
Regeni: Neplati. Protipitklad: f = z. Pak f'(0) = 1, ale neni pravda, 7e
—Ka? <ax < Ka?
To by totiz pro z > 0 a pro néjaké K platilo 1 < Kx, neboli % < Kproz e [-1,1],
CO%Z je spor.

3. Necht f: R — R je funkce.

(a) 3f/(0) eR = 36 >0, Ze f je omezend na (—4,0)?
ReSeni: Pravda. Ma-li funkce vlastni derivaci, tak je v tomto bodé spojita. Tedy
f je spojita v 0. Déle mame vétu, ze ma-li funkce vlastni limitu (coz ma, ze
spojitosti), tak existuje § okoli, na kterém je funkce omezena. (P¥imo plyne z
definice limity.)
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(b) 3f(0) e R* = 36 >0, ze f je omezend na (—d,d)?
Regeni: Neplati. Uvazujte funkci

DT
f(x)_{o, z=0.

Pak )
~—0 1
! — Z — | ——
f(O)—gl:u%x_O—iu%xQ 00.

Ale funkce je neomezend na okoli 0.

4. (a) Dokazte, ze existuje funkce f : [0,1) — R takova, Ze existuje vlastni limita lim, o+ f'(x),
existuje f’ (0) a neplati rovnost f’ (0) = lim,—o4 f'(z).

0, =0,
J(@) = {1, z e (0,1).

ResSeni: Uvazujme

Pak f/ (0) = oo, ale lim, o4 f'(z) = limg—04 1 = 1.

(b) Dokazte, ze existuje funkce f : [0,1) — R takova, ze existuje derivace f’ (0), f'(x)
existuje pro kazdé x € (0,1) a neexistuje limg 04 f' ().
Resgeni: Definujme funkci

Pak pro z € (0,1) je

1 1
f'(z) = 2z sin — — cos —.
T T
Pak lim, o+ f'(z) neexistuje. Uvazujme posloupnost z, = ﬁ Pak =, — 0+.
Navic f'(z,) = —1. Tedy lim,,—~ f/'(z,) = —1. Dale uvazujme posloupnost y, =
ﬂ+127m. Pak i y, — 0+. Dale f'(y,) = 1, tedy lim,_o f'(yn) = 1. Tedy z Heineho
véty lim, 04 f'(x) neexistuje.
Ale z véty o omezené a mizejici
/(0 . x2sin%—0 . 1 0
S(0) = fim ——5— = lim sin>=0.

5. Rozhodnéte, zda existuje f : R — R se spojitou druhou derivaci na R, kterd neni ani
konvexni{ ani konkévni na zadném intervalu v R.

Regeni: Neexistuje. Necht f”(z) = 0 pro viechna z. Pak f/(z) = K, kde K € R a
f(z) = Kx + L, kde L € R. Takova funkce je konvexni i konkavni na celém R.

Nechf tedy existuje 9 € R tak, ze f”(zg) # 0. BUNO f”(z¢) > 0. Protoze f”(0)
je spojita, tak existuje ¢ okoli, takové, ze f”(x) > 0 na (zg — d,x0 + d). Pak ale z
Véty o vztahu druhé derivace a konvexity ¢i konkavnosti plyne, ze funkce je konvexni
na (x — 0,z +9).
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