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Rozhodn¥te o platnosti následujících tvrzení (tedy je dokaºte nebo sestrojte
protip°íklad):

1. Nech´ f, g : [0, 1] → [0, 1] jsou spojité funkce.

(a) Nech´ f(0) = g(0) = 0 a f(1) = g(1) = 1. Musí existovat x ∈ (0, 1) tak, ºe
f(x) = g(x)?
�e²ení: Nemusí. Protip°íklad: f =

√
x, g = x2.

(b) Nech´ f(0) = g(1) = 0 a f(1) = g(0) = 1. Musí existovat x ∈ (0, 1) tak, ºe
f(x) = g(x)?
�e²ení: Musí. Uvaºujme funkci h(x) = f(x) − g(x). Pak h(0) = −1, h(1) = 1.
Navíc h je spojitá funkce (rozdíl dvou spojitých). Pak z Bolzanovy v¥ty o nabývání
mezihodnot existuje x0 ∈ (0, 1) tak, ºe h(x0) = 0. Tedy 0 = f(x0) − g(x0). Pak
f(x0) = f(x0).

2. Nech´ f : R → R je funkce.

(a) ∃K > 0 ∀x ∈ [−1, 1] −Kx2 ≤ f(x) ≤ Kx2 ⇒ existuje f ′(0).
�e²ení:
Ze dvou policajt· máme f(0) = 0. Dále

f(x)− f(0)

x− 0
=

f(x)

x

Dále odhadneme ∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Kx2

x

∣∣∣∣ = |Kx|

Ze dvou policajt· pak plyne

0 ≤ lim
x→0

f(x)

x
≤ lim

x→0
|Kx| = 0.

Odtud pak limx→0
f(x)
x = 0 a tedy f ′(0) existuje.

(b) Existuje f ′(0) ⇒ ∃K > 0 ∀x ∈ [−1, 1] −Kx2 ≤ f(x) ≤ Kx2

�e²ení: Neplatí. Protip°íklad: f = x. Pak f ′(0) = 1, ale není pravda, ºe
−Kx2 ≤ x ≤ Kx2.
To by totiº pro x > 0 a pro n¥jaké K platilo 1 < Kx, neboli 1

x < K pro x ∈ [−1, 1],
coº je spor.

3. Nech´ f : R → R je funkce.

(a) ∃f ′(0) ∈ R ⇒ ∃δ > 0, ºe f je omezená na (−δ, δ)?
�e²ení: Pravda. Má-li funkce vlastní derivaci, tak je v tomto bod¥ spojitá. Tedy
f je spojitá v 0. Dále máme v¥tu, ºe má-li funkce vlastní limitu (coº má, ze
spojitosti), tak existuje δ okolí, na kterém je funkce omezená. (P°ímo plyne z
de�nice limity.)
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(b) ∃f ′(0) ∈ R∗ ⇒ ∃δ > 0, ºe f je omezená na (−δ, δ)?

�e²ení: Neplatí. Uvaºujte funkci

f(x) =

{
1
x , x ̸= 0,

0, x = 0.

Pak

f ′(0) = lim
x→0

1
x − 0

x− 0
= lim

x→0

1

x2
= ∞.

Ale funkce je neomezená na okolí 0.

4. (a) Dokaºte, ºe existuje funkce f : [0, 1) → R taková, ºe existuje vlastní limita limx→0+ f ′(x),
existuje f ′

+(0) a neplatí rovnost f ′
+(0) = limx→0+ f ′(x).

�e²ení: Uvaºujme

f(x) =

{
0, x = 0,

1, x ∈ (0, 1).

Pak f ′
+(0) = ∞, ale limx→0+ f ′(x) = limx→0+ 1 = 1.

(b) Dokaºte, ºe existuje funkce f : [0, 1) → R taková, ºe existuje derivace f ′
+(0), f

′(x)
existuje pro kaºdé x ∈ (0, 1) a neexistuje limx→0+ f ′(x).

�e²ení: De�nujme funkci

f(x) =

{
x2 sin 1

x , x ∈ (0, 1),

0, x = 0.

Pak pro x ∈ (0, 1) je

f ′(x) = 2x sin
1

x
− cos

1

x
.

Pak limx→0+ f ′(x) neexistuje. Uvaºujme posloupnost xn = 1
2πn . Pak xn → 0+.

Navíc f ′(xn) = −1. Tedy limn→∞ f ′(xn) = −1. Dále uvaºujme posloupnost yn =
1

π+2πn . Pak i yn → 0+. Dále f ′(yn) = 1, tedy limn→∞ f ′(yn) = 1. Tedy z Heineho
v¥ty limx→0+ f ′(x) neexistuje.

Ale z v¥ty o omezené a mizející

f ′
+(0) = lim

x→0+

x2 sin 1
x − 0

x− 0
= lim

x→0+
x sin

1

x
= 0.

5. Rozhodn¥te, zda existuje f : R → R se spojitou druhou derivací na R, která není ani
konvexní ani konkávní na ºádném intervalu v R.
�e²ení: Neexistuje. Nech´ f ′′(x) = 0 pro v²echna x. Pak f ′(x) = K, kde K ∈ R a
f(x) = Kx+ L, kde L ∈ R. Taková funkce je konvexní i konkávní na celém R.
Nech´ tedy existuje x0 ∈ R tak, ºe f ′′(x0) ̸= 0. BÚNO f ′′(x0) > 0. Protoºe f ′′(0)
je spojitá, tak existuje δ okolí, takové, ºe f ′′(x) > 0 na (x0 − δ, x0 + δ). Pak ale z
V¥ty o vztahu druhé derivace a konvexity £i konkávnosti plyne, ºe funkce je konvexní
na (x− δ, x+ δ).

Matematická analýza 1, 2024/25, Kristýna Kuncová 2


