21. cviceni — Tayloriv polynom — limity
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Piiklady

1. Pomoci Taylorova rozvoje uréete nasledujici limity.

(a) 1i e —sinz — 1 1
m -————— = —
a x—0 1'2 2

ReSeni: Tayloruv rozvoj:

. e’ —sinz—1 1+1:+‘%2—1:—1+0(:c2) 1
lim = ———
a0 x? x? 2

(Slo by i provést dvakrat 'Hospitalovo pravidlo.)

. efsinz—z(l+xz) 1
(b) ilg%) z3 E]

Regeni: Sledujte vypocet.

e’sine —x(1+ x)

lim = lim =
x—0 :ES x—0 :133

2 x® 3 3 2
v+t + %5 - % +o(xd)—r—w

= lim

x—0 1‘3
3
x—0 $3
2
cosx — e /2 1
lm —m8M = ——
(©) Ly =25 12
ResSeni: Sledujte vypodet.
. cosx — e /2 T :5—? + % +o(z?) — (1 — % + %% +o(z?)) _
lim ——— = lim =
x—0 1'4 x—0 x4
1 11+o(x5) 1 1+0 1
=lim — — - — = — — = = ——.
z—04! 42! x4 24 8 12

(d) lim <1— 1 >_o
z—0 \ T SN T

Reseni: Prevedeme na spoleény jmenovatel a rozvineme funkci sinus v &itateli.

lim (1— 1 > = lim ST

z—0\x sinz z—0 xsinx

sine —xz r—23/3 +o(z?) —x z

= lim

= lim

-0 1?2 sinxz  z—0 x2 sinx
3
x 4
AL . —% oz . T
= lim —26 + ( 3 ) - lim —
x—0 x x x—0 SIn x

4
— lim <—$+O(m)-x2)-lim T 2 0+0.0)-1=0.

3! zd z—0 sin
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sin(sinz) —av1—22 19

(e) lim =—

z—=0 . xd 90
ResSeni: Citatel musime rozvést do patého fadu. Plati, Ze

3 5!

x3 xd 1 3 b 3 1 x3 2P > 6

3 5
sin(sinz) = sin <£L' A o(m6)> =

3 5 3 3
_ T T 1 3 0T 1 5 6y x 1 5 6
—<:133'+5'>3'<x 3563!>+5!x +o(x)—xf§+1—0x + o(x”)

Odtud vyplyva

lim sin(sinz) — zv1—a22? lim £ %3 + 152° + o(zf) — (1 — $22 — ga* + o(af))
z—0 xP a0 0 -
. Ead+o(@®)+ a5 +o0(2®) 1 1 19
= lim 3 =4+ =_,
z—0 T 10 9 90
() 1 e’ _sing + 3cosz —4 4
im - =

z—0 arctan® x 3
ReSeni: Nejprve pouzijeme znamou limitu

. T
lim — = 1.
z—0 arctan x

Pak

2 . 2 .
er" T —_gsing + 3cosx — 4 er T —gsinx + 3cosx — 4 a3

lim s = lim 3 : 3
xz—0 arctan® x x—0 T arctan® x

Druhy zlomek jde do 1. Prvnf{ limitu spo¢teme pomoci Taylora.
Rozvineme ¢itatel do t¥etiho fadu. Dostaneme

2 2 2 3 3 2
et _ging+3cosx = 1—|—(1‘2—|—JJ)—|—($ +2) —1—(96 +a)” (m — x>+3 (1 - x) —4+o0(x?)

2! 3! 3! 2!
3 3 3 4
= 2% + % + % +o(z®) = §x3 + o(x?).
Tedy
lim ¥t _sing + 3cosz — 4 i 323 + o(2?) _ 4 Lo
z—0 3 z—0 3 3

Hledan4 limita je tedy rovna

2 .
et —sinx + 3cosx — 4 x AL

lim 3 . 3
xz—0 x arctan® x
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(e = 1)(sinz—xz)? 1
1 = -
(8) 20 (cosz — 1)2sintx 9

Regeni: Podle zdkladnich limit

. sinzx . cosx —1 1
lim =1, lim ———=—-
z—0 I z—0 x 2
napiseme
lim (e*" —1)(sinz — x)2 — lim (22)? . ot . (e** —1)(sinz — z)2
=0 (cosz — 1)2sin* 20 (cosz — 1) sin*z a8

Posledni zlomek vyfeSime Taylorem. Rozvineme ¢itatel

er71:1+x271+0($2):x2+0(1‘2)

23 3 26
sinzf:c:xfgforo(m:S) = €+0(1:3) — (sinz —z)? = %qto(:vﬁ)
a dohromady dostaneme
2 2 :L‘S 8
(e —1)(sinzx —x)* = — + o(x°)
36
Odtud vyplyva, ze
i @ Dz -2 et o) 1
z—0 8 z—0 8 36
Pro pivodni limitu pak mame
lim (22)? ' xt ' (e” —1)(sinz — z)2 AL , 1 1
a0 (cosx — 1) sintz x8 36 9
T -z _ 9
(h) lim Haiz =1In?a,a>0
:{—)O x
Regeni: Protoze plati a® = e je
2
a® =e®M =1 4 zlna+ %1112@4— o(z?)
2
At =e "M =] _glna+ %lnga + o(z?)
a dostavame
lim a’+a" -2 lim 1+:Ulna—|—%?ln2a+1 —xlna+§—?ln2a—2—|—0(a}2) g
z—0 x? z—0 x? ’
1/1 1
3 lim L (L ot 1
(i) 250 T (x 0 ga:) 3

Regeni: Nejprve pievedeme na spoleény jmenovatel, pak rozvineme

1 /1 .1 /1 cosx .1 sinz —xcosxz
lim — ( — —cotgz | =lim — [ — — — =lm-—— =
z—=0x \ T z—=0x \x sinx z—0 Tsinx
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Diky znamym limitam vime, Ze jmenovatel se chova jako x3, tedy budeme rozvijet
do tfetiho fadu.

2
i (x — o+ 0(x4)) —x(l -5 + o(x3)) _
20 z2sinx

x—’g—?+0(x4)—:c+%?+0(a:4)

z—0 x?sinx
z3 4 4
5 1 1 1
BT kI A ey (LI Cio WYV (O NP
2—0 a3 sinz 20 \ 3 x3 sinz 3 3
t —
() lim 22 "% — 9
:{—)0 Tr —Ssmx
Reseni:
Rozvojem do 3. fadu
lim tgzx.—m — lim 23/3 + o(x?) ~ lim 23/3 + o(a3) ’ 3
e—0x —sinz =0 x3/6 + o(z3) 20 a3 x3/6 + o(x3)
3/3 3) a? 1 1 1
2—0 x 0 1/6+ 25 3 510
. 2(sinz —tgx) + 23 1
k) 1 =—-
) i e e 12~ 1
Regeni:
Protoze 5
T _ 1 —-z° _1
lim & -1, lim S —1,
z—0 x z—0 (—332)
dostavame
2(sinz —tgx) +2° . 2(sinz —tgx) + 23 x (—22)?
im —— = lim V) . S ——
z—0 (em—l)(e z —1)2 z—0 :z-(—x ) et —1 (e z —l)
Prvni zlomek rozvineme do 5. ¥adu
3 5 3
i 20w — % 4+ L5 — (4 & + Za5) + 2% + o(aP) . —12° + o(2) _ 1
z—0 0 z—0 0 4’
Dohromady
lim 2(sinz — tgx) + 2° oz (—52)2 ar 1 11— _1'
@0 z - (—x?)? e* —1 (e " —1) 4 4
. 2arcsinz —tgx —x 1
(1) lim — =——
a0 28inx — arctanx — x 11
ReSeni: Z definice Taylorova polynomu mdzeme odvodit, ze plati
53
arcsinx = = + % + Exﬁ + o(z%)
3 b 6
arctanx::c—g—l—g—ko(x )
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Odtud dostaneme

3 3 5 3 945 6
2arcsinz —tgxr —x 2($+%+@$)—(33+%+1—$5>—x+0(a:)

lirr(l)z, " :liH(l) . . 3 - =
x—0 2sinz — arctanz —x  2— 2($_%+19:TO)_($_%+%)_$+0($6)
3.5_ 2.5 5 1
z—0 %x&:’ — %j‘:’ =+ o(x5) %Bl 11
. 1—(cosz)*m® 1
m) lim —————— = -
( ):c—>0 x3 2

ResSeni: Citatel musime rozvést do t¥etiho fadu. Plati, ze

(cos )N ® = esmzn(cosw) (=2 +o(®))-(In(1—22/2+o(?)) _
(02 +o(@®)- (2 2+o(a®) _ ,—° [2+o(a?) T
= e 3 = e — 1 _ ? + O(IE )
a tudiz _ ) 3
. s xT o .
iy L= (cosapne L 1—(1—a?/2+40(@%) 1
z—0 3 z—0 3 5
Bonus

2. Urcete, zda je pravda: Ma - li funkce derivace vSech ¥adu a Taylorova fada konverguje,
tak uz konverguje k piivodni funkci.
Regeni: Nikoli. Uvazujme funkci

B efl/xQ, x #0,
ﬂm_{m z = 0.

Pak T,{ e pro vSechna n € N. Tedy Taylortiv polynom aproximuje funkci pouze v 0.

3. Zjistéte, zda je 0 inflexnim bodem funkce sinx + sinh z.
Reseni: Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/“pick/analyza.pdf
Prve zjistime 2. derivaci.
f"(z) = —sinx + sinhx

Rozvineme do Taylorova polynomu 5. stupné:

I 3 5
—sinx + sinhz = — (:B— 6—1—1204—0(135)) —&—x—i—z—i—m—i—o(a@‘r’)
213 1
= % +o(2°) = a3 <3 + 0(332)>

Odtud mame . .

lim ! (330) =-.

z—0 X 3
Tedy z definice limity existuje & > 0 tak, Ze

fx) 1

Ale odtud je f”(z) < 0na P~(0,6) a f”(x) > 0 na P*(0,0).
Zévér: Podle postacujici podminky pro inflexi mé funkce f v bodé 0 inflexni bod.
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4. Zjistéte, pro ktera C € R mé funkce f(z) = cosz — e *"/2 + Ca* lokdlni maximum v
bodeg 0.
Regeni: Zdroj: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ “pick/analyza.pdf
Rozvineme do Taylora v bodé 0. Mame

w22t af
-1 - 6
CoS T 21 720 + o(z?),
z? 2 2t S
2, p
© > T o)
Celkem 6
12C -1 14x
_ 4 6
o) =t (B + g+ 0te”
Oznatme a = 12%—1. Jestlize je C' > 1—12, tak je a > 0. Dale mazeme psat
1422
_ .4 2
flz)==x <a+ 0 +o(z ))
Navic plati
2
. 2 o

ilg%a—i— =0 +o(z?) — a.
Tedy z definice limity existuje 0 > 0 takové, Ze

flz) _a

?>§, .'L'EP(O,(S)
Odtud f(z) > 0 na P(0,6). Navic f(0) = 0. Tedy f ma v bodé 0 lokalni minimum.

Pro C < % analogicky vyjde, Ze f ma v 0 lokdlni maximum.
P¥ipad C = %: 7 rozvoje mame

26
flz) = % + o(2%) = 2° (71;0 + 0(1)) .

Analogicky jako vySe pak vyjde v 0 lokadlni minimum.
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