
19. cvi£ení � Pr·b¥h funkce 2
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1. Uvaºujte funkci f : [0,∞) → R zadanou p°edpisem{
x2 log x
e2x

, x ∈ (0,∞),

0, x = 0.

(a) Rozhodn¥te, zda je funkce spojitá na [0,∞).
�e²ení: Na intervalu (0,∞) je funkce spojitá dle v¥ty o aritmetice a spojitosti.
Pro x = 0:

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

x2 log x

e2x
V OAL
= lim

x→0+
x2 log x lim

x→0+
e−2x = 0 · 1,

nebo´

lim
x→0+

x2 log x = lim
x→0+

log x

x−2

L′H
=

n¥co/∞
lim

x→0+

1
x

−2x−3
= 0.

Záv¥r: protoºe limita se rovná funk£ní hodnot¥, funkce je spojitá v 0 zprava, tedy
funkce je spojitá na [0,∞).

(b) Rozhodn¥te, zda existuje f ′
+(0), a pokud ano, spo£t¥te ji.

�e²ení: Zderivujeme z de�nice:

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

x log x

e2x
V OAL
= 0 · 1,

nebo´

lim
x→0+

x log x = lim
x→0+

log x
1
x

L′H
=

n¥co/∞
lim

x→0+

1
x

− 1
x2

= 0.

Záv¥r: f ′
+ = 0.

(c) Rozhodn¥te, zda má funkce f asymptotu v ∞, a pokud ano, ur£ete ji.
�e²ení:

a = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞

x log x

e2x
L′H
=

n¥co/∞
lim
x→∞

log x+ 1

2e2x
L′H
=

n¥co/∞
lim
x→∞

1
x

4e2x
= 0.

dále

b = lim
x→∞

(f(x)− 0 · x) = lim
x→∞

x2 log x

e2x
L′H
=

n¥co/∞
lim
x→∞

2x log x+ x

2e2x

L′H
=

n¥co/∞
lim
x→∞

2 log x+ 2 + 1

4e2x
L′H
=

n¥co/∞
lim
x→∞

2
x

8e2x
= 0.

Záv¥r: asymptota existuje a je tvary y = 0.
(d) Rozhodn¥te, zda existuje a ∈ (0,∞) takové, ºe funkce f je monotónní na intervalu

(a,∞).
�e²ení: Na intervalu x ∈ (0,∞) máme

f ′(x) = −2e−2xx2 log x+ e−2x(2x log x+ x) = e−2xx
(
2(1− x) log(x) + 1

)
.
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P°ímo najít nulový bod bude obtíºné, spo£teme tedy limitu

lim
x→∞

2(1− x) log x+ 1
V OAL
= ∞(−∞) + 1 = −∞.

Protoºe limita se rovná −∞, musí z de�nice limity existovat takové a ∈ (0,∞), ºe
f ′ < 0 na (a,∞).
Tedy podle v¥ty o derivaci a monotonii je f klesající na (a,∞). (A tedy monotónní.)

(e) Rozhodn¥te, zda existuje b ∈ (0,∞) takové, ºe funkce f je konkávní na intervalu
(0, b).
�e²ení: Na (0,∞)

f ′′(x) = −2e−2x(−2x2 log x+ 2x log x+ x) + e−2x(−4x log x− 2xx+ 2 log x+ 2 + 1) =

e−2x(4x2 log x− 8x log x− 4x+ 2 log x+ 3)

lim
x→0+

(4x2 log x− 8x log x− 4x+ 2 log x+ 3)
V OAL
= 0− 0− 0−∞+ 3 = −∞.

Tedy z de�nice limity musí existovat b ∈ (0,∞) takové, ºe f ′′ < 0 na (0, b).
Podle v¥ty o druhé derivaci a je tedy f konkávní na (0, b).

2. Uvaºujte funkci f de�novanou p°edpisem{
arcsin

(
2 log x

1+log2 x

)
, x ∈ (0,∞)

0, x = 0.

(a) Ukaºte, ºe je funkce f dob°e de�novaná.
�e²ení: Musí platit

−1 ≤ 2 log x

1 + log2 x
≤ 1,

neboli
−1− log2 x ≤ 2 log x ≤ 1 + log2 x.

P°i substituci t = log x pí²eme

−1− t2 − 2t ≤ 0, 2t− 1− t2 ≤ 0.

Lze p°epsat na
−(t+ 1)2 ≤ 0, −(t− 1)2 ≤ 0,

coº ale platí pro v²echna t ∈ R a po odsubstituování pro x ∈ (0,∞).
(b) Rozhodn¥te, ve kterých bodech x ∈ [0,∞) existují jednostranné derivace funkce f

a pro tyto body je spo£t¥te.
�e²ení: Mechanicky zderivujeme na (0,∞) \ {e, 1e}.

f ′(x) =
1√

1− 4 log2 x
(log2 x+1)2

·
2
x(log

2 x+ 1)− 2 log x · 2
x log x

(log2 x+ 1)2
= −2

sgn(log2 x− 1)

x(log2 x+ 1)
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Protoºe funkce f je na (0,∞) spojitá (sloºení a aritmetika spojitých funkcí), na-
jdeme derivace v e a 1/e z v¥ty o limit¥ derivace:

f ′
+(e) = lim

x→e+
f ′(x) = −1

e

f ′
−(e) = lim

x→e−
f ′(x) =

1

e

f ′
+(1/e) = lim

x→1/e+
f ′(x) = e

f ′
−(1/e) = lim

x→1/e−
f ′(x) = −e

V bod¥ 0 najdeme derivaci zprava z de�nice:

f ′
+(0) = lim

x→0+

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0+

arcsin
(

2 log x
1+log2 x

)
x

L′H
=
0/0

lim
x→0+

−2
sgn(log2 x− 1)

x(log2 x+ 1)

= lim
x→0+

−2
1

x(log2 x+ 1)
= −∞.

(c) Ur£ete intervaly monotonie funkce f .
�e²ení: Ze znaménka první derivace máme:
� f klesá na (0, 1/e) a (e,∞),
� f roste na (1/e, e).

(d) Ur£ete obraz mnoºiny [0, e] p°i zobrazení f .
�e²ení: Funkce je spojitá v 0 zprava (je pot°eba upo£ítat) a její hodnota je tam
f(0) = 0. Na intervalu (0, 1/e) klesá, f(1/e) = arcsin(−1) = −π

2 . Na intervalu
(1/e, e) roste, f(e) = arcsin(1) = π

2 .
Záv¥r: f([0, e]) =

[
−π

2 ,
π
2

]
.

(e) Ur£ete intervaly konvexity a konkavity funkce f .
�e²ení: Mechanicky zderivujeme na (0,∞) \ {e, 1e}.

f ′′(x) =
2(log x+ 1)2

x2(log2 x+ 1)2
sgn(log2 x− 1)

Ze znaménka druhé derivace plyne, ºe funkce je konkávní na (1/e, e) a konvexní na
(0, 1/e) a (e,∞).

3. Uvaºujte funkci f(x) =
√
| sinx| cos

(
x
2

)
.

(a) Nalezn¥te body maxima a minima funkce f , pokud existují.
�e²ení: Úvodní rozbor:
� Funkce je spojitá na R (sloºení a sou£in spojitých funkcí).
� Funkce je periodická s periodou T = 4π.
� Funkci rozepí²eme na

f(x) =


√
sinx cos x

2 , x ∈ (0, π) + 2kπ,

0, x = 0 + kπ,
√
− sinx cos x

2 , x ∈ (π, 2π) + 2kπ.
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Nyní mechanicky zderivujeme. Prve uvaºujme interval (0, π) + 2kπ. Pak

f ′(x) =
1

2

1√
sinx

cosx cos
x

2
+
√
sinx(− sin

x

2
)
1

2
=

1

2

cosx cos x
2 + | sinx|(− sin x

2 )√
sinx

=
1

2

cosx cos x
2 − sinx sin x

2√
sinx

=
1

2

cos 3x
2√

sinx
.

Na intervalu (π, 2π) + 2kπ postupujeme analogicky a dostaneme

f ′(x) =


1
2

cos 3x
2√

sinx
, x ∈ (0, π) + 2kπ,

−1
2

cos 3x
2√

− sinx
, x ∈ (π, 2π) + 2kπ.

Nulové body - °e²íme rovnici cos 3x
2 = 0, neboli

3x

2
=

π

2
+ kπ.

Výsledek x = π
3 + 2kπ

3 . (Pozor, n¥které z t¥chto bod· vy²ly ve zlomových bodech
0 + kπ.)
P°i porovnání znamének první derivace pak vyjde
� f je rostoucí na (0, π/3), (5π/3, 2π), (7π/3, 11π/3),
� f je klesající na (π/3, 5π/3), (2π, 7π/3), (11π/3, 4π).

Z toho pak vyjdou extrémy v bodech:
� lok. maximum: {π/3, 2π, 11π/3}.
� lok. minimum: {0, 5π/3, 7π/3}.

(b) Ur£ete obor hodnot funkce f .
�e²ení: Jelikoº funkce je spojitá (tedy nabývá mezihodnot), mámeHf = [f(5π/3), f(π/3)] =[
−33/4

2
√
2
, 3

3/4

2
√
2

]
.

(c) Existuje otev°ený interval I obsahující bod π
2 , na kterém je funkce f konvexní?

�e²ení: Zderivujme funkci na intervalu (0, π):

f ′′ =
−3 sin

(
3x
2

)
sin (x)− cos (x) cos

(
3x
2

)
4 sin (x)

√
sin (x)

.

Máme tedy

f ′′
(π
2

)
=

−3√
2
.

Protoºe f ′′ je spojitá na (0, π), tak existuje interval (a, b), π
2 ∈ (a, b) takový, ºe

f ′′ < 0 na (a, b). Tedy f je na (a, b) konkávní.
Záv¥r: hledaný interval pro konvexitu neexistuje.

4. Uvaºujte funkci f zadanou p°edpisem{
(x2)sinx, x ∈ R \ {0}
1, x = 0.
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(a) Najd¥te intervaly, kde je funkce f spojitá.
�e²ení: Prve funkci p°epí²eme na{

e(sinx) lnx2
, x ∈ R \ {0}

1, x = 0.

Na intervalech (−∞, 0) a (0,∞) je funkce spojitá z v¥t o aritmetice a skládání
spojitých funkcí.
V bod¥ 0 spo£teme limitu

lim
x→0

esinx lnx2
= e0 = 1,

protoºe

lim
x→0

sinx lnx2 = lim
x→0

sinx

x
· x lnx2 = 1 · 0.

(Druhou limitu lze upo£ítat l'Hospitalem.)
Limita se tedy rovná funk£ní hodnot¥ a funkce je spojitá v 0. Záv¥r: funkce je
spojitá na celém R.

(b) Spo£t¥te f ′(0), pokud existuje.
�e²ení: Prve spo£teme f ′ na (−∞, 0) a (0,∞).

f ′ = x2 sin(x)
(
cosx ln

(
x2

)
+

2 sin (x)

x

)
Protoºe funkce je spojitá v 0, lze aplikovat v¥tu o limit¥ a derivaci, tedy

f ′
+(0) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→0+
= esinx lnx2

(
cosx ln

(
x2

)
+

2 sin (x)

x

)
V OAL
= 1(1 · (−∞) + 2) = −∞.

Analogicky vyjde i f ′
−(0) = −∞.

Záv¥r: f ′(0) = −∞.
(c) Rozhodn¥te, zda existuje δ > 0 takové, ºe funkce f je rostoucí na intervalu (−δ, δ).

�e²ení: Protoºe limx→0+ f ′(x) = −∞, musí existovat okolí Pη(0), ºe f ′′ < 0 na
Pη(0).
Díky v¥t¥ o monotonii ale máme, ºe f je klesající na (−η, 0) a na (0, η). Tedy není
moºné, aby f byla rostoucí na n¥jakém intervalu (−δ, δ).

(d) Rozhodn¥te, zda existuje ξ > 0 takové, ºe funkce f je monotónní na intervalu
(ξ,∞).
�e²ení: Uvaºujme první derivaci

f ′(x) = esinx lnx2

(
cosx ln

(
x2

)
+

2 sin (x)

x

)
.

Pro v²echna x > 0 platí
esinx lnx2

> 0.

Uvaºujem pomocnou funkci

g(x) = cosx lnx2 +
2 sinx

x
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Pak speciáln¥ v bodech 2kπ je

g(2kπ) = cos 2kπ ln(2kπ)2 +
2 sin 2kπ

2kπ
= ln(2kπ)2 > 0.

Naopak

g(π + 2kπ) = cos(π + 2kπ) ln(π + 2kπ)2 +
2 sin(π + 2kπ)

π + 2kπ
= − ln(π + 2kπ)2 < 0.

Odtud plyne, ºe funkce f je rostoucí v bodech 2kπ a klesající v bodech π + 2kπ.
Jelikoº pro kaºdé ξ > 0 existuje k ∈ Z takové, ºe 2kπ > ξ tak není moºné,
aby funkce f byla monotónní na n¥jakém intervalu (ξ,∞). Protoºe pokud by byla
rostoucí (resp. neklesající), musela by být rostoucí (neklesající) i v bodech π+2kπ,
coº je ve sporu se zápornou derivací v t¥chto bodech.
Analogicky kdyby f byla klesající (nerostoucí), musela by být klesající (nerostoucí)
i v bodech 2kπ, coº je spor s kladnou derivací.
Záv¥r: Takové ξ neexistuje.

Bonus

De�nice 1. Nech´ f je reálná funkce a a ∈ R. �ekneme, ºe funkce f je rostoucí v bod¥

a, pokud existuje δ > 0 takové, ºe f(x) < f(a) pro v²echna x ∈ P−(a, δ) a f(x) > f(a)
pro v²echna x ∈ P+(a, δ).

V¥ta 2. Má-li reálná funkce f v bod¥ a ∈ R kladnou (resp. zápornou) derivaci zprava,
pak je v tomto bod¥ rostoucí (resp. klesající) zprava.

5. Nech´

f(x) =

{
x+ x2 sin 1

x2 , x ̸= 0

0, x = 0.

Ukaºte, ºe f je rostoucí v bod¥ 0, ale není monotónní na ºádném intervalu (−δ, δ).
�e²ení: P°íklad is °e²ením máme z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/an

alyza.pdf

Pro x ∈ R \ {0} máme

f ′(x) = 1 + 2x sin
1

x2
+ x2 cos

(
1

x2

)
(−2)

1

x3
= 1 + 2x sin

1

x2
− 2

x
cos

1

x2
.

V bod¥ 0 spo£teme derivaci z de�nice:

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

x+ x2 sin 1
x2

x
= lim

x→0
1 + x sin

1

x2
AL
= 1 + 0 = 1.

P°i£emº na poslední limitu jsme pouºili v¥tu o limit¥ omezené a mizející.
Z v¥ty tedy plyne, ºe funkce je rostoucí v bod¥ 0.
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Nyní uvaºujme body xn = (
√

π
2 + 2πn)−1 a yn = (

√
3π
2 + 2πn)−1, kde n ∈ N. Pak

z°ejm¥ xn+1 < yn < xn. Navíc máme

f(xn+1) =
1√

π
2 + 2π(n+ 1)

+
1

π
2 + 2π(n+ 1)

sin
(π
2
+ 2π(n+ 1)

)
=

1√
π
2 + 2π(n+ 1)

+
1

π
2 + 2π(n+ 1)

f(yn) =
1√

3π
2 + 2πn

+
1

(3π
2 + 2πn)

sin
(
3
π

2
+ 2πn

)
=

1√
3π
2 + 2πn

− 1

(3π
2 + 2πn)

f(xn) =
1√

π
2 + 2πn

+
1

(π2 + 2πn)
sin

(π
2
+ 2πn

)
=

1√
π
2 + 2πn

+
1

π
2 + 2πn

Odtud (lze upo£ítat)

f(yn) < f(xn) a f(yn) < f(xn+1).

Dále máme xn → 0 a yn → 0. Tedy funkce f nem·ºe být monotónní na ºádném okolí 0.
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