19. cviceni — Pribéh funkce 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

1. Uvazujte funkei f : [0,00) — R zadanou pfedpisem

2]
{l‘e;;gx, € (0, 00),

x
0, z = 0.

(a) Rozhodnéte, zda je funkce spojita na [0, 00).
Resgeni: Na intervalu (0,00) je funkce spojita dle véty o aritmetice a spojitosti.

Pro z = 0:
. . z?logz voar .. o L o
lim f(z)= lim =" lim z°logz lim e " =0-1,
z—0+ -0+ e2 z—0+ z—0+
nebot .
. . logx pm .. z
lim 2%logz = lim g2 = lim L =0.
x—0+ z—=0+ T~° ndco/oco =0+ —2T~

Zéavér: protoze limita se rovna funkéni hodnoté&, funkce je spojita v 0 zprava, tedy
funkce je spojita na [0, 00).

(b) Rozhodnéte, zda existuje f’ (0), a pokud ano, spoctéte ji.
Resgeni: Zderivujeme z definice:

: — f(0) . xlogw voaL
o i T IO ury
1+(0) 0+ -0 a0t e 0-1,
nebot )
l =
lim zlogz = lim 08T LH i — =0.
x—0+ x—0+ P néco/oco T—0+ —=z

Zaver: fi =0.

(c) Rozhodnéte, zda ma funkce f asymptotu v oo, a pokud ano, urtete ji.

Resent:
1 / 1 1 1
a= lim @: lim :E (;gx Ly T+l = lim —%- =0.
T—00 T z—00  €2T  picojoo o0 2€2T ngco/oo 00 4e2T
dale
2] ' 21
T—00 z—0o  e“T  ngco /oo T—00 2e2x
L'H . 2logx+2+1 g . 2
= lim ———— = lim =0.
néco/oco T—>00 4e2 néco /oo T—00 82T

Zavér: asymptota existuje a je tvary y = 0.

(d) Rozhodnéte, zda existuje a € (0,00) takové, ze funkce f je monoténni na intervalu
(Va, 00).
ResSeni: Na intervalu = € (0, 00) mame

fl(x) = —2e %2 loga + e **(2xloga +2) = e 2 (2(1 —z)log(z) + 1).
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P#imo najit nulovy bod bude obtizné, spocteme tedy limitu

lim 2(1 —x)logz + 1 VoL

o0o(—00) +1 = —o0.
T—00

Protoze limita se rovna —oo, musi z definice limity existovat takové a € (0, 00), Ze
' < 0na (a,00).
Tedy podle véty o derivaci a monotonii je f klesajici na (a,00). (A tedy monotonni.)
(e) Rozhodnéte, zda existuje b € (0,00) takove, ze funkce f je konkavni na intervalu
(0,b).
Reseni: Na (0,00)
f"(x) = —2e7**(—22%logz + 2z log x + ) + e **(—4zxlogx — 222 + 2logx + 2 + 1) =
e 2% (42%logx — 8xlogx — 4x + 2logx + 3)
VOAL

li%1+(4x2logx—8xlogm—4x+2logw+3) Z70-0-0—00+3=—o0.
T—

Tedy z definice limity musi existovat b € (0, 00) takové, ze f” < 0 na (0,b).
Podle véty o druhé derivaci a je tedy f konkavni na (0, b).

2. Uvazujte funkci f definovanou predpisem

. 2log z
arcsin (Hbg%) , x€(0,00)
0, z =0.

(a) Ukazte, ze je funkce f dobie definovana.
ReSeni: Musi platit
L L
1+log”x
neboli
—1—1log?z < 2logz < 1+log?x.

Pti substituci ¢t = log x piseme
—1-t* -2t <0, 2t —1—12<0.
Lze pfepsat na
—(t+1)?2 <0, —(t—1)2<0,

coz ale plati pro v8echna t € R a po odsubstituovani pro x € (0, 00).

(b) Rozhodnéte, ve kterych bodech x € [0, 00) existuji jednostranné derivace funkce f
a pro tyto body je spoctéte.
Redeni: Mechanicky zderivujeme na (0,00) \ {e, 1}.

f(a) = ! 2(log’x+1) —2logz- Flogz _ sgu(log®x — 1)
4log? x (10g2 x + 1)2 l‘(10g2 T + 1)
 (logZz+1)?
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Protoze funkce f je na (0,00) spojita (slozeni a aritmetika spojitych funkci), na-
jdeme derivace v e a 1/e z véty o limité derivace:

Fi(e) = lim fi(z)=—

r—re+
fLe) = lim f'(z) =
fii/e)= lim fla)=c

z—1/e+

FL1fe) = lim f(2)=—e

z—1/e—

Q|

V bodé 0 najdeme derivaci zprava z definice:

: 2log z

0= i SR =00 e () L ssnlogte - 1)

fi(0) = lim = lim = lim -2 5
=0+  x—0 z—0+ x 0/0 z—0+ z(logx + 1)

= lim —2—5———=—-00
e—=0+  x(log®z + 1)

(c) Urcete intervaly monotonie funkce f.
ReSeni: Ze znaménka prvni derivace mame:
e f klesaina (0,1/e) a (e, 00),
e f roste na (1/e,e).
(d) Ur¢ete obraz mnoziny |0, €] pfi zobrazeni f.
Regeni: Funkce je spojita v 0 zprava (je potieba upocitat) a jeji hodnota je tam
f(0) = 0. Na intervalu (0,1/e) klesa, f(1/e) = arcsin(—1) = —%. Na intervalu
(1/e,e) roste, f(e) = arcsin(1) = 7.
Zaver: f([0,e]) = [—g, g]
(e) Urcete intervaly konvexity a konkavity funkce f.
Regeni: Mechanicky zderivujeme na (0,00) \ {e, }.

2(logz +1)?
f”(x) = m Sgn(log2 Tr — 1)

Ze znaménka druhé derivace plyne, ze funkce je konkdvni na (1/e, e) a konvexni na
(0,1/e) a (e, 00).
3. Uvazujte funkei f(z) = /|sinz]|cos (%).
(a) Naleznéte body maxima a minima funkce f, pokud existuji.
Reseni: Uvodni rozbor:
e Funkce je spojita na R (slozeni a soucin spojitych funkei).
e Funkce je periodicka s periodou T' = 4.

e Funkci rozepiSeme na
Vsinx cos 3, x € (0,m) + 2k,

f(x) =140, =0+ km,
V—sinzcos§, x € (m,2m)+ 2kn.

Matematické analyza 1, 2024/25, Kristyna Kuncova 3



Nyni mechanicky zderivujeme. Prve uvazujme interval (0,7) + 2kw. Pak

1 1 1lcosxzcosi+ |sinz|(—sin2
f(x) = COSﬂCCOS*%— sm:z:(—smx) 2 | ( 3)
2sinz 2 2 2 sin x

1cosaccos§ —sinzsin £ 5

lc
2 Vsinx 5 Vsinz

Na intervalu (7, 27) 4+ 2km postupujeme analogicky a dostaneme

3z
1¢
) = 5@ x € (0,7) + 2k,
)= ] cos
3= x € (m,27) + 2km7.

Nulové body - Tesime rovnici cos 323” = 0, neboli

3r w
75* — Ei + k7T.

Vysledek z = § + %TW (Pozor, nékteré z téchto bodu vysly ve zlomovych bodech
0+ km.)
Pti porovnéani znamének prvni derivace pak vyjde
e f jerostouci na (0,7/3), (57/3,2n), (77/3,117/3),
e f je klesajici na (7/3,57/3), (27,7 /3), (117/3,4m).
Z toho pak vyjdou extrémy v bodech:
e lok. maximum: {7/3,2n,117/3}.
e lok. minimum: {0,57/3,77/3}.
(b) Urcete obor hodnot funkce f.
Reseni: Jelikoz funkce je spojita (tedy nabyva mezihodnot), mame Hy = [f(57/3), f(7/3)] =

33/4 33/4
2v27 22|

(c) Existuje otevieny interval I obsahujici bod 7, na kterém je funkce f konvexni?

Reseni: Zderivujme funkci na intervalu (0, 7):

—3sin (32 ) sin (x) — cos (x) cos (37%)

f// —

4sin (z) /sin (x)
Méme tedy
Z E) _-3
"3)-%
Protoze f” je spojita na (0,), tak existuje interval (a,b), § € (a,b) takovy, ze

" < 0na (a,b). Tedy f je na (a,b) konkavni.
Zévér: hledany interval pro konvexitu neexistuje.

4. Uvazujte funkci f zadanou pfedpisem

($2)sinx, P R\ {0}
1, z = 0.
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(a) Najdéte intervaly, kde je funkce f spojita.
ReSeni: Prve funkci pFepiSeme na

e(sinac) lnacZ’ zeR \ {0}
1, z = 0.

Na intervalech (—o00,0) a (0,00) je funkce spojitd z vét o aritmetice a skladani
spojitych funkei.
V bodé 0 spocteme limitu

. sinzlna® _ 0
lim "M% =¥ =1,
z—0

protoze

S czlnz?=1-0.

lim sin z In 22 = lim
z—0 z—0 X

(Druhou limitu lze upoéitat I’Hospitalem.)
Limita se tedy rovné funkéni hodnoté a funkce je spojita v 0. Zavér: funkce je
spojita na celém R.
(b) Spoctéte f/(0), pokud existuje.
Regeni: Prve spocteme f’' na (—oo,0) a (0, 00).

f/ _ x2sin(:ﬂ) <COS zln (:132) + 2sin (:U))

X

Protoze funkce je spojita v 0, lze aplikovat vétu o limité a derivaci, tedy

r—0+ r—0+ xT
VOAL

fi(0) = lim f'(z) = lim = esineina?® (cosxln (z?) + 251n(x)>

1(1-(—00)+2) = —o0.

Analogicky vyjde i f' (0) = —o0.
Zaver: f'(0) = —oo.

(¢) Rozhodnéte, zda existuje 6 > 0 takove, ze funkce f je rostouci na intervalu (—d, ).
ReSeni: Protoze lim,_0+ f/(¥) = —o0, musi existovat okoli P,(0), ze f” < 0 na
P,(0).

Diky vété& o monotonii ale mame, ze f je klesajici na (—n,0) a na (0,7). Tedy neni
mozné, aby f byla rostouci na néjakém intervalu (=, 9).
(d) Rozhodnéte, zda existuje & > 0 takové, ze funkce f je monoténni na intervalu

(€, 00).

Reseni: Uvazujme prvni derivaci

X

f,($) — esinxlnx2 (COS.’IJ]H (.’11'2) + 2sin (Z’)) )

Pro v8echna x > 0 plati

: 2
esmxlnx > 0.

Uvazujem pomocnou funkci

94
g(x) = coszInz? + e

x
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Pak speciadlné v bodech 2k je

2sin 2k
g(2km) = cos 2km In(2k7)? + % = In(2km)? > 0.
7r

Naopak

g(m + 2kx) = cos(m + 2kx) In(m + 2k7)* + 2sin(r + 2km) = —In(m + 2km)? < 0.
m+ 2km

Odtud plyne, ze funkce f je rostouci v bodech 2k7 a klesajici v bodech 7w + 2km.

Jelikoz pro kazdé & > 0 existuje k € Z takové, ze 2km > £ tak neni moZné,

aby funkce f byla monotonni na néjakém intervalu (£, 00). Protoze pokud by byla

rostouci (resp. neklesajici), musela by byt rostouci (neklesajici) i v bodech m+ 2k,

coZ je ve sporu se zapornou derivac{ v té&chto bodech.

Analogicky kdyby f byla klesajici (nerostouci), musela by byt klesajici (nerostouci)

i v bodech 2k, coz je spor s kladnou derivaci.

Zavér: Takové £ neexistuje.

Bonus

Definice 1. Necht f je realna funkce a a € R. Rekneme, ze funkce f je rostouci v bodé
a, pokud existuje 6 > 0 takové, ze f(x) < f(a) pro vSechna z € P_(a,d) a f(z) > f(a)
pro viechna = € Py (a,0).

Véta 2. M4-li redlna funkce f v bodé a € R kladnou (resp. zapornou) derivaci zprava,
pak je v tomto bodé rostouci (resp. klesajici) zprava.

5. Necht
fla) = m—i—xQSinz%, x#0
0, z = 0.

Ukazte, ze f je rostouci v bodé 0, ale neni monoténni na zadném intervalu (-9, J).
ResSeni: Ptiklad is FfeSenfm mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/an

alyza.pdf
Pro x € R\ {0} mame
1 1 1 1 2 1
! _ : 2 _ :
filx)=1 —|—2xsmﬁ + z* cos <$2> (—2); =1 —|—2xsm; — cos .
V bodé 0 spocteme derivaci z definice:
— f(0 x4 x2sin % 1
lim L@ = SO g TETIG 1 sin s A0 -1,
z—0 r—0 z—0 €T z—0 2

PficemZ na posledni limitu jsme pouzili vétu o limité omezené a mizejici.
7 véty tedy plyne, Ze funkce je rostouci v bodé 0.
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Nynf uvazujme body =, = (/5 +2mn)"! a y, = (\/37” +2mn)~!, kde n € N. Pak
ziejmé Ty < Yn < Tn. Navic mame
1 n 1
Ttor(n+1) F+2r(n+1)
1 n 1
Ttor(n+1) F+2r(n+1)

1 1
= + i
f(yn) /3g +2mn (35 + 27n)

1 1
B V35 +2mn a (35 +2mn)
1 1 U
_ in (T 42 )
f(xn) T + @+ 2m) sm(2 + 27

S
VEI+2mm $42m

Odtud (lze upocitat)

fxpy1) = sin (g +2m(n + 1))

fyn) < f(zn) a fyn) < f(znt1)-

Déle mame z,, — 0 a y,, — 0. Tedy funkce f nemiize byt monoténni na zadném okoli 0.
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