17. cviceni — L’Hospital + Heine

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
1. Spoctéte limity. Nezapomente na Heineho a na fakt, ze ne vzdy L’Hospital pomize.
(a) i 250 4+ 32— 4
a) lim ——
z—1 x40 — 2¢ +1
ReSeni:
. 20+ 3z —4pm . 602 +3 63
im—m— "= lim— = —.
e—1 240 — 22 +1 0/0 2—14023° —2 38
T —arccosz
(b) lim 2
z—0 T
ReSeni: .
T —arccosx
lim 2 e R Al |
z—0 T 0/0 z—0 1
tanx —
(¢) im ——
z—0 T —sinx
Reseni: (Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8.PDF)
t . , 1 1 1—cos?z 1 1 1
S0 TN I D O s N}
=01 —cosx 2—-0 cos?xw 12

lim —— =
t—0 x —sinz 0/0 +—0 1 —cosx

tan 1 — 1
1' n n
@ TG
. n n
ResSeni:
Budeme prve podcitat limitu funkce, pomoci L’Hospitalova pravidla typu "0/0".
1 2
tanz — @ -1 1—cos®zx
lim ——— L iy cos?a 7y =
a—0  — sinx a—01—cosz  2—0cos?x(l — cosx)
. l4cosz 141
lim = = 2.
=0 cos?x 12

tanx—x
r—sinx ’ T 07

Nyni pouzijeme Heineho, x, = 1, z,, je v defini¢nim oboru funkce
n

. 1 _
lim == 0.
Odtud -
. tan n n
lim T T = 2.
n—oo = — gin =
n
(e) lim z*
x—0+
Prve prepiSeme
lim 2% = lim ¢”"®
r—04+ x—0+
Limitu vnit¥ni funkce nyni spo¢teme pomoci L’Hospitala
1
. . Imxz pH . = .
lim xlnzx = lim — "= lim Ll: lim —x =0.
r—0+ z—0+ P néco/oco z—0+ ;—2 r—0+
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Slozenim s vné&jsi funkci dostavame

lim 2* =€’ =1
r—0+

arcsin 2x — 2 arcsinx

(f) lim

z—0 x3
Regeni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

. . 2 2
im arcsin 2x — 2 arcsinx LH o V142 — i-a?
0 x3 0/0 —0 32
) 2 V1—22 -1 —422 voar 2 3
= lim . A2 2=,
=0 3y/1 — 4221 — 22 x2 3 2
kde druhou limitu jsme spocetli rozsifenim
V1 =22 — 1 — 422 ) 1—22—1+422
lim = lim
z—0 2 20 a:Q(\/l 42 1 - 22)
. 322 3
= lim = -

20 22(\/1 — 422 + V1 —22) 2

: 3\"
® i (1+7)

Regeni: Uvazujme nejprve limitu funkce

lim <1+3) — lim ¢®los(+3)
X

T—00 T—00

Méme vnéjsi funkei f(y) = e¥, vnitini funkei z log(1 + %) Spoc¢teme limitu vnitini

funkce: 5
3 log(1+ =2

lim zlog(1+ ) = lim 3g;$) b3y -3

T—00 €T T—00

R]|=

Pak pocitame limitu vnéjsi funkce

lim e¥ = 3.
y—3
Limita celkem: ,
lim e®los(1+3) — ¢3

T—00
VOLSF 1: vnéjsi funkce f(y) = €Y, vnitini funkce xlog(1 + %) Limity viz vyge.
Podminka (S): €Y je spojita v 3.
VOLSF 2: vnéjsi funkee f(y) = w, vnitini funkce g(z) = % Dale limg o0 % =
0, lim, o w = 1. Podminka (P): 2 # 0 pro z € P(o0, 1).
Nyni limita ptvodni posloupnosti. Z Heineho: x, = n, x, — 00, T, # 00 pro
vSechna n € N.
Pak

3 n
lim <1 + ) =e3
n—oo n

Jind moznost: Funkce (14 3z)Y/*, z, = %, Ty — 0+, % # 0 pro vSechna n € N.
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()

. 1 1
lim — 5
z—=0zxsinr T

ResSeni:
. 1 1 . x—sinx 'H .. 1 —cosx
lim — - = lim —5 - = lim - 5
z—0xsiney z—0 x?sinx 0/0 z—0 2z sinx 4+ x* cosx
. 1 —cosx x voar 1 1 1
= l1m . " = —_—. = = —,
z—0  x? 2sinz 4+ xcosz 2 3 6

Druhé limita se opét vyfesi L’Hospitalovym pravidlem:

T L'H 1 1 1

lim — = lim - = =,
20 28inx + x cosx 0/0 v—02cosx + cosz + x(—sinxz) 2+140 3

In? 1
lim (_1)71%
n—00 (n — 1)2
Regeni:
Budeme uvazovat limitu funkce:

21 1
n*(z+1) pm |, 7@%?” . In(z+1) m . é_o

li ! “adl gy, et
o) (x —1)? nécofoo v—00 2(xz — 1)  2—00 (x+ 1)(x — 1) néco/oo z—00 22

7 Heineho, x, = z, x, — o0, T, # coVn € N,

2
lim In“(n+1)

n—00 (n — 1)2 =0.

Nyni ze dvou policajtt nebo z véty o omezené a mizejici mame i, Ze
In?(n + 1)
lim (-1)"———-% = 0.
A (1) =y =0
. xzcotgx —1
lim ————
z—0 X
Reseni: (Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8.PDF)

. xcotgr —1 g . cotgr —f sinzcosz —x
lim ——>—— "= lim lim —
z—0 T 0/0 z—0 2x z—0  2xsin“z
~ i 22 sinxcosx —x VO—ALl i }
-0 gin? x 223 3 3
Pro druhou limitu méame
. sinxcosx —x /g .. cosxzcos—sinzsinxy — 1 . cos(2z) —1
| | |
im ————— = lim = lim —~——
-0 213 0/0 0 622 -0 622
. 1 — cos(2x) 2 1 1
50 322 32 3
2
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(k)

im ——
T—=00 \/g2 4+ 1

Regeni:

L’Hospitalem upocitat nejde. Vytkneme

. X
111117:
Jm o = g ﬁ

(VOLSF na /y a 1 + %2’ podminka (S).)
1) lim ——

n—00 \/n2 + 1

Regeni: Uvazujme limitu funkce

1
lim ———— = lim ——— AL 2 =1.

lim ——r =
ILI& 1-2 +1 T—00 ’ ‘ 1 T—00 / 1 1
.Z’
VOLSF f(y) = /¥, g(z) = 14 &. Navic limyol + 25 = 1, limy,1 /7 = 1,

podminka (S): f je spojita v 1. Tedy limg—o0 /1 + 5 = 1.
Heine: z, = n, z, — o0, x, # oo pro viechna n € N. Tedy

lim —— =1

n—oo \/n2 + 1

m (=)
) Jim (1) —
Reseni: 7 predchoziho pitkladu (Heine a VOLSF) méme
lim (—1)" e =1
n—00 n2+1

Oznalme n
=
n
n2+1
Uvazujme nyni ptivodni limitu pro sudé ¢leny, tedy ao, = boy,. 7 véty o limité
vybrané posloupnosti (vybrané z b,) mame

an = (—1)"

lim as, = 1.

n—o0
Pro liché ¢leny, tedy aspt+1 = —bapt+1 méme z véty o limité vybrané posloupnosti
(vybraneé z by,)
lim a2n+1 = —1.
n—oo

Tedy mame dvé posloupnosti vybrané z a,, které maji odlisnou limitu. Tedy
lim,,_, o0 @y, neexistuje, coz plyne z véty o limité vybrané posloupnosti (vybrané
7 ap) a jednoznaénosti limity.
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(n) lim Inz-In(1l—2)

rz—1—
Regeni:
1
In(1 — / s 1
lim Inz-In(l —z) = lim M M fim =2 = lim —zlnz ne
z—1— z—1— e néco/oo r—1— 5 r—1— 1—=x
nx rln“z
voar —-1-0-(-1)=0
nk
(o) lim cos(nm)—, k€ N, a > 0.
n—oo ean
ResSeni:
Nebot cos(nm) = (—1)", musime limitu nejprve roztrhnout. Budeme pocitat jen
P
lim —
n—oo ean

Ptrevedeme na funkci. Pak pouZijeme I’Hospitala typu "néco/oo". PouZijeme jej
k-krat. Opakované nutno ovérit podminky I’'Hospitala (vychézi pofad stejné).

o g kPl g k(k—1)2k 2 L'H k(k—1)---2z pH

lim — = lim = lm ————=... "= hmk—:
z—o0 4% z—o0 qe?® T—00 a2ea® T—00 ak—1leax
k! k!

lim ——=—-0=0.

z—00 qkea® ak

7 Heineho pak i limita

Po pfidani kosinu ziskdme ze dvou policajti vysledek

k

lim cos(mr)n— =0
n—00 ean
1 1
lim — — ————
) 250 T In(1+ x)
Regeni:
| 1 . In(l+2)—2z . T In(1+42z) —x voar 1 1
lim—- - ———=1lim ———— = lim . =71 —==—=.
e—0x In(l+xz) 2-0 zln(l+x) a—0 In(1 + x) x2 2 2
Druhou limitu spo¢teme L’Hospitalem
1
In(1 —x = —1 1—-1- -1 1
MCETIRER 7RGk SUNE Lot LT S S
=0 T 0/0 20  2x 2—02x(1+ ) 2-02(1+x) 2
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1
(q) lim NG <\/5 arctan \/f — /b arctan \/f) ,a,b>0

Regeni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

<\/a arctan \/Z — /b arctan \/%) L T3
= lim <

lim
a0+ T\T 0/0 z—0+ VT
1 1 1 1
N U e ) 3 4 voar 1 (1 1
= lim —*—* = lim g = = - |-=—-
z—0+ 3x =0+ (1+ 2)(14 7)3z 3\b a
2. Rozhodnéte, zda je funkce f(x) = %, flm) = —%, Spojita v .
ReSeni: Je potieba vysetfit, zda se limita v m rovna funkéni hodnoté. Tedy
3

rcos2xr sin3r voaL T

T cos 2 sin 3x 3

im —————— = lim . —
a— . x2 — 2 o x4+mT T —T 2 2
Druhou limitu jsme spodetli
. sin3xz /g .. 3cos3z
lim = lim ——— = -3.
=T —m 0/0 zom 1
Zavér: funkce f neni spojitd v .
Bonus
3. Spoctéte limity
(a) _
lim (cotgx)¥"®
Jim (cotgz)
ReSeni:
lim (COtg x)sinx — Iim esin:r:ln(cota:)
z—0+4+ z—0+4
Pro vnitini funkeci:
1 -1
) . . In(cotx) rpm .. i)
lim sinzIn(cotz) = lim ( ) = i otr sin"z
néco/oco t—=0+ —5— - cosx

z—0+ - p
smx sin“ x

sinx

z—0+

= lim 5 =
z—0+ cos? ¢

Dohromady s VOLSF

sinzln(cotz) _ 60 -1

lim e
z—0+
(b)
1
lim [ tg —— —1
T—00 2+ 1
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Regeni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

1
mr T 1 T
lim (tg ) = lim ez 1n(tg 2a:+l)

T—00 20 + 1 T—00

Pro vnitini funkci mame

In (te =2 1 . 1 Cm(2z41) 27z
. D8 5241 L'H . tg ooy cos? Tt T (2z+1)2
lim —~ = lim
T—>00 x néco/oo T—+00 1
s 1 1

= lim . .
. T T 2
v—oosin g7ty cos gy (224 1)

Z VOLSF

. s
lim — az = .

Druhou limitu upoc¢teme L’Hospitalem

1 =2 __.9
. (@412 L'H .. (2z+1)3 . 1 -4 VOAL
lim ———— "= lim — - = lim T 1 =
T—00 COS 2r+1 0/0 Tr—00 — S1N w41 . m Tr—00 — 17T S1N Qw41 ( X + ) —T -

ZAvér:

) T 0
xlggo<tg2x+1> o=l

lim cotgx — —
z—0 x
Regeni: (Pitklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

. 1 . xcosx —sinx . T rcosx — sinx
lim cotgxr — — = lim —— = lim — . 5
z—0 T z—0 rsin z—0 sin T T

=1-0
Druhou limitu vyfesime L'Hospitalem

. xcosSr —sinx /g ,. COSX — xSinxr — cosx . —sinz
lim —— = lim = lim =
z—0 T 0/0 z—0 2z z—0 2

1
1\ 7
lim <(1 ) )
z—0 e

Reseni: (Pfiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF)

1
1 In < (1+z) = )
lim e

x—0

Prve prepiSeme
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Pro vnitini funkci mame

1
‘ ln((1+w)w) —lne Iypmi4z)—1 | Wn(l+z)-=z
lim =lim&*&¥————-"— =lim ———
2—0 T 2—0 T z—0 x?
1

UH .. T3z 1 . —x 1

= hm — =11m — = — =

0/0 z—0 2 =0 2z(x + 1) 2

Celé dohromady

z—0
(© )
. cC
lim —,
n—oo 1,
c> 1.
Regeni: Pievedeme na funkci:
. c” et gy o Flne
lim — = lim = lim =00
rT—00 I r—o00 X T—r00
Z Heineho plyne, Ze i pavodni limita
T
lim — = .
n—oo N
) 1
lim (Inn)=»
n—oo
ReSeni:
Budeme pocitat limitu funkce:
lim e(:ﬁln(ln%))
z—0+
Tedy musime spodcist
1 In(ln 1) 1 () 1
. . niln>) g . g\ = . VOAL
lim zln(ln—) = lim — = lim —*——— = lim —z = "0-0
z—0+ T z—0+ z z—0+ —= z—0+ In <

Nyni pouzijeme Heineho, verze zprava: z, = %, Ty # 0, limnﬁm% = 0, defini¢ni

obor je také ok. Tedy
1

lim (Inn)» =€’ = 1.

n—oo
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Zkouskové priklady

4. Spoctéte limity

1 1
lim n® (2cos — — 2+ —;
(a) lim n < cos +n4>

n—oo

Reseni: Pouzijeme Heineho: z, = #, Tn # 0, limy oo 7712 = 0, defini¢ni obor je

také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

2cosx — 2 + 22 LHI' —2sinx+2x g .. —2cosx+2 . 2 1—cosx
m -——- "= _—

lim 1 = 3 = lim ————— lim —
z—0 T 0/0 2—0 4x 0/0 =—0 122 z—0 12

voar 1 1 1
6 2 12

Zavér (z Heineho mame pro pitvodni limitu):

lim 78 (208 = — 24— ) = =
n1—>Hc>lon COS n2 n4 = 12.

o Ve —smz -1+ 2
im = -

z—0+ arcsinz — sinx 2

ResSeni:

VegC_SinﬂU_\/l‘i‘%2 et —sinz—1-Z 1

lim = lim

z—04 arcsinz — sinx z—0+ arcsinx —sinx : 2
Vet —sinx + /1 + %

Pro druhy zlomek mame

. 1 AL 1 1
lim = -

0 JEm s+ /142 1T 2

Pro prvni zlomek:

2

1.

5 e’ —sinz —1—-% ppy r e¥ —cosx —x I'H . e¥ +sinx —1
im = lim ————— = lim
: . 1 T :
z—0+ arcsinx —sinx  0/0 z—0+ — 0/0 t—0+ —EZ—— +sinx
/ Viz sz e
L'H . e’ 4+ cosx arL 141
= 1m ) = B} 1 =
0/0 @—0+ 72(’1” +i)5 +cosz  EOH 41
—T
7 aritmetiky limit pak pro cely ptiklad méme
e® —sing —1— 2 1 AL 1
lim 2 =1 ==

S0+  arcsing —sinz : — 2 2
z—0+ arcsmmx — Sinx \/m+ 1+%

Pouzili jsme VOLSF (lze i pfimo ze spojitosti):
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e f(y) = 2 g(z) =1—22% limyo4 1 — 2% =1, limy 1 4>~ 2 = 1. Podm. (S):

/2

je SpOJlta v 1. Tedy limg 04 (1 — 352)5/2 =1.

f) =y, 9(x) = e® —sinz, lim, ;o4 ¥ —sinz = 1, lim,_,; \/y = 1. Podm.

(S): /Y je spojita v 1. Tedy lim,_,04 ve* —sinz = 1.

fy) =y, 9(x) =1+ 22 limy_o4 1+ 322 =1, limy 1 \/y = 1. Podm. (S):

®
VY je spojita v 1. Tedy lim, 04 /1 + 222 = 1.

2

3 n
) cos & 8
(¢) lim 5 =e
n—0o0 CcOS n

ResSeni: Pouzijeme Heineho: z, =
také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:

1

: 1
ns In # 0, limy, 0 n

1

2 3
llm COS 31’ hm er log( cos 3z
z—0

Cos bx z—0

Pro vnit¥ni funkci mame

cos 5x

)

= 0, defini¢ni obor je

i 1 o cos 3z ’_H i gg: gi . =3 sin3xcoi§§2+55;sin 5z cos 3T
20 72 cosbx / 0/0 z—0 2z
- 1 1 3 —3x sin 3x cos bz 45 D sin bz cos 3z
2 cos3xcos b 3x 5%%
1 1
éi-ﬁ(—3-3-1-1+5-5-1-1)=8
SloZena funkce pak ma: [
lim e32 log(Esss) — o8
z—0

Zaver (z Heineho mame pro pivodni limitu):

2

3\ "
. COS n 8
lim E =e
n—oo COS =

n

Pouzili jsme VOLSF:

o fy) =e¥, g(x) = F5log ¥ Nim, o g(x) = 8, limy_,se¥ = e®. Podm. (S):

cosbx’
8

e¥ je spojité v 8. Tedy lim, 0 f(g(x)) = €°.
o fly) = ¥, g(a) =
na P(0,1). Tedy hmzﬁo sinde .
o f(y) = S“;y, g(z) = bz, hmzﬁg 5r =0, hmyﬁo
na P(0,1). Tedy lim,_0 sinde _ q

5z
cos arctan y/n
im ——
n—oo sin arccot \/n

siny

= 1. Podm. (P): 3z # 0

= 1. Podm. (P): 5z # 0

Regeni: Pouzijeme Heineho: z, = \/n, x, # 00, lim,_, v/n = 00, defini¢ni obor

je takeé ok.
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Budeme tedy pocitat limitu funkce:

. cosarctanx . arccot x cosarctanx
lim ———— = lim — . =
x—00 Sln arccot x x—o0 sln arccot x arccot x

Pro druhy zlomek plati

. 1
cosarctanz /gy .. —sin(arctanz) - T4z2
lim T rccots = lim T

— — —

r—oo arccotxr  0/0 r—oo 1422

= lim sin(arctanz) = 1.
T—00

Dohromady tedy

. arccot x cosarctanx Ar
lim — . =1-1=1.
r—00 Sin arccot x arccot x

Zaver (z Heineho mame pro pivodni limitu):

cos arctan y/n
im —— =
n—o0 sin arccot y/n

Pouzili jsme VOLSF:

e f(y) =sinY, g(z) = arctanz, limy 0 g(x) = 5, limy_,z sin § = 1. Podm. (S):

sin? je spojita v 5. Tedy limg o sin(arctanz) = 1.

e fly) = Sh;y, g(z) = arccot z, lim,_,oo arccot x = 0, lim,_g Sizy = 1. Podm.
(P): arccot z # 0 na P(oco, 1). Tedy lim,_,q Snerecote) _ q

arccot x
1 Vvn2+41
(e) lim <1 + log (1 + )>
n

n—oo
ResSeni: Pouzijeme Heineho, verze zprava: z, = %, Ty > 0, 1imn_>oo% = 0+,
defini¢éni obor je také ok.

Budeme tedy pocitat limitu funkce:
1
lim (1+ log(1+ z)) 22 = lim €%

z—0+ z—0+4

(1+log(1+4=x)) 1+9%2

Pro vnit¥ni funkci mame

lim log(1 + log(1 + x))m — lim m log(1 + log(1 + x)) . log(1 + x)

T—0+ o0+ log(1 + ) N
ey log(lloz(lfg_ilm;r z)) log(lx—i- z)
Lygg=1.
Slozena funkce pak ma:
i (OB Hos(4a) 145 4

x—0

Zaver (z Heineho mame pro pivodni limitu):

1 n2+1
lim <1—|—log <1+)> =e.
n—00 n
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Pouzili jsme VOLSF:




e f(y) = w, g(x) =log(1+z), lim,_,o4 log(1+2) = 0, lim,_,o w =1

Podm. (P): log(1 4 z) # 0 na P*(0,1). Tedy lim,_,o W —1.
e f(y)=¢eY, g(x)= log(l—klog(l—&—x))m, limy 04 g(z) = 1, lim, 1 ¥ = e.

log(1+log(1+x)),/1+ I%

Podm. (S): e¥ je spojita v 1. Tedy lim, o4 € =e.
coS &
f) 1 4a* — 9n?)——
()xf%(x 7T>1+sinm

Regeni:

lim (42% — 97r2)& = lim (2z 4 37)(2z — 377)&

o3 1+sinz o3 1+sinzx
A Yim (22 + 37) - lim (22 — 37)—
o 3T z—3x 14 sinx
Druhou limitu spo¢teme pomoci L’Hospitalova pravidla
lim (2z — 37T) COST L'H . 2cosz + (2o — 37)(—sinx)
z—31 1+sinz 0/0 g—3x Cos T

LH —2sinz — 2sinz + (22 — 37)(—cosx) 24240 4

_= 11m = = .

0/0 z—3x —sinx 1
Dohromady mame

lim (2z — 3%)& =67-4=24n
w3 1+ sinx
5. Sestrojte funkce f,g rostouci a spojité na R takové, ze 2 = f(x) — g(x) pro viechna
z € R.
RegSent: Napt. —e % a 22 — e 2.

Zkusime to pies derivace. Jestlize 22 = f(x) — g(x), pak rovnost plati i po zderivovani,
tedy 2z = f'(z) — ¢'(z).

Tedy f'(x) = 2x + ¢'(z). Navic potFebujeme, aby f'(x) > 0 a 2z + ¢'(x) > 0, neboli.
g (z) > —2x.

Nyni vyuZijeme znalosti e® > x + 1.

Pak g(x) = —e™® i f(x) = 2% — e~* jsou rostouci a spojité a f — g = 2.
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