
16. cvi£ení � Derivace 2

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

Spo£t¥te derivace (p°íp. jednostranné derivace) následujících funkcí

1. Zdroje: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA101-1920/Cv22%2

0-%20Derivace%202.pdf

https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8.PDF

https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html

(a) f(x) = arccos(1− x2)

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pic
k/analyza.pdf

i. De�ni£ní obor:
−1 ≤ 1− x2 ≤ 1

Tedy
−2 ≤ −x2, −x2 ≤ 0

x2 ≤ 2, 0 ≤ x2

|x| ≤
√
2

x ∈ [−
√
2,
√
2]

Dohromady:
Df = [−

√
2,
√
2]

ii. Derivaci sloºené funkce lze pouºít tam, kde

−1 < 1− x2 < 1

coº jsou intervaly (−
√
2, 0) a (0,

√
2).

Tedy pro x ∈ (−
√
2, 0) a x ∈ (0,

√
2) m·ºeme zderivovat:

f ′ =
−1√

1− (1− x2)2
(−2x) =

2x√
2x2 − x4

=
2x√

x2(2− x2)
=

2x

|x|
√
2− x2

iii. Problematické body: −
√
2, 0,

√
2.

Protoºe funkce f je v t¥chto bodech spojitá (p°íp. spojitá zleva/zprava),
m·ºeme derivaci po£ítat pomocí v¥ty o limit¥ derivací. Tedy máme
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f ′
+(0) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→0+

2x

|x|
√
2− x2

= lim
x→0+

2x

x
√
2− x2

= lim
x→0+

2√
2− x2

=
2√
2
=

√
2

f ′
−(0) = lim

x→0−
f ′(x) = lim

x→0−

2x

|x|
√
2− x2

= lim
x→0−

2x

−x
√
2− x2

= lim
x→0−

−2√
2− x2

=
−2√
2
= −

√
2

Tedy derivace f ′(0) neexistuje.

Dále (z V¥ty 4.2.7 ze skript)

f ′
+(−

√
2) = lim

x→−
√
2+

f ′(x) = lim
x→−

√
2+

2x

|x|
√
2− x2

= lim
x→−

√
2+

2x

−x
√
2− x2

= lim
x→−

√
2+

−2√
2− x2

= −∞

f ′
−(

√
2) = lim

x→
√
2−

f ′(x) = lim
x→

√
2−

2x

|x|
√
2− x2

= lim
x→

√
2−

2x

x
√
2− x2

= lim
x→

√
2−

2√
2− x2

= ∞

Tedy: Df ′ = (−
√
2, 0) ∪ (0,

√
2).

(b) f(x) =

{
x2 sin 1

3√x
, x ̸= 0

0, x = 0.

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pic
k/analyza.pdf

i. De�ni£ní obor:
Df = R.

ii. Aritmetiku derivací a derivaci sloºené funkce lze pouºít tam, kde

x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞).

Tedy pro x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) máme

f ′ = 2x sin
1
3
√
x
+ x2 cos

1
3
√
x
· −1

3
· 1

3
√
x4

iii. Problematické body: 0.

Derivaci spo£teme z de�nice. (V¥ta o limit¥ omezené a mizející.)

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0

h2 sin 1
3√
h
− 0

h
= lim

h→0
h sin

1
3
√
h
= 0

Tedy: Df ′ = R.

Matematická analýza 1, 2024/25, Kristýna Kuncová 2

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pick/analyza.pdf


(c) f(x) = min{x, x3}
�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~pic
k/analyza.pdf

i. De�ni£ní obor:
Df = R.

Funkci lze na£rtnout:

M·ºeme tedy psát

f(x) =



x3, x ∈ (−∞,−1),

−1, x = −1,

x, x ∈ (−1, 0),

0, x = 0,

x3, x ∈ (0, 1),

1, x = 1,

x, x ∈ (1,∞),

ii. Na otev°ených intervalech m·ºeme zderivovat. M·ºeme tedy psát

f ′(x) =


3x2, x ∈ (−∞,−1),

1, x ∈ (−1, 0),

3x2, x ∈ (0, 1),

1, x ∈ (1,∞),

iii. Problematické body: −1, 0, 1.

Protoºe funkce je spojitá (vizte p°edchozí cvi£ení), m·ºeme pouºít v¥tu o limit¥
derivací. Tedy
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f ′
+(0) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→0+
3x2 = 0

f ′
−(0) = lim

x→0−
f ′(x) = lim

x→0−
1 = 1

f ′
+(−1) = lim

x→−1+
f ′(x) = lim

x→−1+
1 = 1

f ′
−(−1) = lim

x→−1−
f ′(x) = lim

x→−1−
3x2 = 3

f ′
+(1) = lim

x→1+
f ′(x) = lim

x→1+
1 = 1

f ′
−(1) = lim

x→1−
f ′(x) = lim

x→1−
3x2 = 3

Tedy derivace v bodech −1, 0, 1 neexistují a Df ′ = (−∞,−1)∪(−1, 0)∪(0, 1)∪
(1,∞).

(d) f(x) = x2e−|x−1|

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bou
chala/Vyuka/MFF-NMMA101-1920/Cv22%20-%20Derivace%202.pdf

i. De�ni£ní obor:
Df = R.

M·ºeme psát

f(x) =


x2e−(x−1), x ∈ (1,∞),

1, x = 1,

x2e(x−1), x ∈ (−∞, 1),

ii. Na otev°ených intervalech m·ºeme zderivovat. Tedy

f ′(x) =

{
2xe−(x−1) + x2e−(x−1)(−1), x ∈ (1,∞),

2xe(x−1) + x2e(x−1) · 1, x ∈ (−∞, 1),

iii. Problematické body: 1.

Protoºe funkce je spojitá, m·ºeme pouºít v¥tu o limit¥ derivací. Tedy

f ′
+(1) = lim

x→1+
f ′(x) = lim

x→1+
2xe−(x−1) + x2e−(x−1)(−1) = 2− 1 = 1

f ′
−(1) = lim

x→1−
f ′(x) = lim

x→1−
2xe(x−1) + x2e(x−1) · 1 = 2 + 1 = 3

Tedy derivace v bod¥ 1 neexistuje a Df ′ = (−∞, 1) ∪ (1,∞).

(e) f(x) =
3
√
sinx

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://matematika.cuni.cz/ikalkulus
.html

i. De�ni£ní obor:
Df = R

ii. Derivaci sloºené funkce lze pouºít tam, kde

sinx ̸= 0

Matematická analýza 1, 2024/25, Kristýna Kuncová 4

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA101-1920/Cv22%20-%20Derivace%202.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~bouchala/Vyuka/MFF-NMMA101-1920/Cv22%20-%20Derivace%202.pdf
https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html
https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html


coº jsou intervaly (0 + kπ, π + kπ), k ∈ Z.
Tedy pro x ∈ (0 + kπ, π + kπ), k ∈ Z, m·ºeme zderivovat:

f ′ =
1

3

1
3
√
sin2 x

cosx

iii. Problematické body: kπ, k ∈ Z.
Protoºe funkce f je v t¥chto bodech spojitá, m·ºeme derivaci po£ítat pomocí
v¥ty o limit¥ derivací.

Protoºe cos(kπ) = (−1)k, budeme rozli²ovat sudá a lichá k. Pro sudé k ∈ Z
máme (z v¥ty o podílu nulové funkce)

f ′(kπ) = lim
x→kπ

f ′(x) = lim
x→kπ

1

3

1
3
√
sin2 x

cosx = ∞

Pro liché k ∈ Z máme (z v¥ty o podílu nulové funkce)

f ′(kπ) = lim
x→kπ

f ′(x) = lim
x→kπ

1

3

1
3
√
sin2 x

cosx = −∞

Tedy: Df ′ = (0 + kπ, π + kπ).

(f) f(x) = arcsin
1− x2

1 + x2

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme z: https://users.math.cas.cz/~vanzura/S
BIR8.PDF

i. De�ni£ní obor:

−1 ≤ 1− x2

1 + x2
≤ 1

Tedy
−1− x2 ≤ 1− x2, 1− x2 ≤ 1 + x2

−1 ≤ 1, 0 ≤ 2x2

Dohromady:
Df = R

ii. Derivaci sloºené funkce a aritmetiku derivací lze pouºít tam, kde

−1 <
1− x2

1 + x2
< 1

coº jsou intervaly (−∞, 0) a (0,∞).

Tedy pro x ∈ (−∞, 0) a x ∈ (0,∞). m·ºeme zderivovat:

f ′ =
1√

1−
(
1−x2

1+x2

)2
· −2x(1 + x2)− (1− x2)2x

(1 + x2)2

=
1√

1+2x2+x4−1+2x2−x4

(1+x2)2

· −4x

(1 + x2)2

=
1 + x2

2|x|
· −4x

(1 + x2)2

=
−2x

|x|(1 + x2)
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iii. Problematické body: 0.

Protoºe funkce f je v tomto bod¥ spojitá, m·ºeme derivaci po£ítat pomocí
v¥ty o limit¥ derivací. Tedy máme

f ′
+(0) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→0+

−2x

|x|(1 + x2)
= lim

x→0+

−2x

x(1 + x2)
= lim

x→0+

−2

(1 + x2)
= −2

f ′
−(0) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→0−

−2x

|x|(1 + x2)
= lim

x→0−

−2x

−x(1 + x2)
= lim

x→0−

2

(1 + x2)
= 2

Tedy derivace f ′(0) neexistuje.

Tedy: Df ′ = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

Zkou²kové p°íklady

2. (a) f(x) = sgn(x2 + x− 2)(arctan(x+ 2))4

�e²ení: P°íklad i s °e²ením máme od prof. Spurného https://www.karlin.mff

.cuni.cz/~spurny/pages/ma1.php

i. De�ni£ní obor:
Df = R

Platí
x2 + x− 2 = (x+ 2)(x− 1)

Tedy m·ºeme psát

f(x) =



(arctan(x+ 2))4, x ∈ (1,∞),

0, x = 1,

−(arctan(x+ 2))4, x ∈ (−2, 1),

0, x = −2,

(arctan(x+ 2))4, x ∈ (−∞,−2).

ii. Na otev°ených intervalech m·ºeme zderivovat. Tedy

f ′(x) =


4 arctan3(x+ 2) · 1

1+(x+2)2
, x ∈ (1,∞),

−4 arctan3(x+ 2) · 1
1+(x+2)2

, x ∈ (−2, 1),

4 arctan3(x+ 2) · 1
1+(x+2)2

, x ∈ (−∞,−2).

iii. Problematické body: −2, 1.

Protoºe funkce f je v bod¥ −2 spojitá, m·ºeme derivaci po£ítat pomocí v¥ty
o limit¥ derivací. Tedy máme

f ′
+(−2) = lim

x→−2+
f ′(x) = lim

x→−2+
−4 arctan3(x+ 2) · 1

1 + (x+ 2)2
= 0

f ′
−(−2) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→−2−
4 arctan3(x+ 2) · 1

1 + (x+ 2)2
= 0

Tedy derivace f ′(−2) = 0.
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Derivaci v bod¥ 1 budeme po£ítat z de�nice. (Pouºijeme v¥tu o limit¥ p°i
d¥lení 0.)

f ′
+(1) = lim

x→1+

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1+

(arctan(x+ 2))4 − 0

x− 1
= ∞

f ′
−(1) = lim

x→1−

f(x)− f(1)

x− 1
= lim

x→1−

−(arctan(x+ 2))4 − 0

x− 1
= ∞

Tedy derivace f ′(1) = ∞.

Tedy: Df ′ = (−∞, 1) ∪ (1,∞).

P°íklady (2b)-(2g) i s °e²ením máme od doc. Zeleného: https://www2.karlin.mf
f.cuni.cz/~zeleny/fsv/mat1/pisemky/m1-97-98.pdf

(b) f(x) =

{
arctan

(
tan2 x

)
, x ̸= π

2 + kπ
π
2 , x = π

2 + kπ.

(c) f(x) =
√

1− e−x2

(d) f(x) = max

{
min

{
cosx,

1

2

}
,−1

2

}
(e) f(x) = arccos

1

1 + x2

(f) f(x) =

{
x2

(
sin 1

x + cos 1
x

)
, x ̸= 0

0, x = 0.

(g) f(x) = max{x+ 4arctan(sinx), x}

Bonus

3. Uvaºujte funkce f(x) =

{
sgnx, x ̸= 0,

−3
4 , x = 0,

g(x) =

{
− sgnx, x ̸= 0,
1
2 , x = 0.

Ukaºte, ºe

(a) f ′(0) a g′(0) existují, ale (f + g)′(0) neexistuje.

(b) výraz f ′(0)g(0) + f(0)g′(0) má smysl, ale (fg)′(0) neexistuje.

4. Nech´ f(x) = 1 a g(x) =

{
− sgnx, x ̸= 0,
1
2 , x = 0.

Ukaºte, ºe výraz f ′(0)g(0)−f(0)g′(0)
g2(0)

má smysl, ale
(
f
g

)′
(0) neexistuje.

5. Nech´ f(y) = |y| a g(x) =

{
− sgnx, x ̸= 0,
1
2 , x = 0.

Ukaºte, ºe výraz f ′(g(0))g′(0)
g2(0)

má smysl, ale (f(g))′(0) neexistuje.

6. Najd¥te taková a, b ∈ R, aby funkce byla diferencovatelná (vlastní dce) v kaºdém x ∈ R:

f(x) =

{
ax+ b, x ≤ −1

ax3 + x+ 2b, x > −1.

7. Kde d¥lá tazatel chybu?

Pochází z: https://math.stackexchange.com/questions/1532014/how-to-apply-t
he-definition-of-a-derivative-with-a-piecewise-function
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