16. cviceni — Derivace 2
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
Spoctéte derivace (piip. jednostranné derivace) néasledujicich funkci

1. Zdroje: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pick/analyza.pdf
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"bouchala/Vyuka/MFF-NMMA101-1920/Cv22%2
0-%20Derivace’202.pdf
https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIR8.PDF
https://matematika.cuni.cz/ikalkulus.html

(a) f(x) = arccos(1 — z?)
ReSeni: Priklad i s FeSenim mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pic
k/analyza.pdf

i. Defini¢ni obor:
—1<1—-2%2<1

Tedy
—2< —x2, —2? <0
z? <2, 0< z?
2| < V2
z € [~V2,V?2]
Dohromady:

Dy = [—V2,V?2]
ii. Derivaci sloZené funkce lze pouZit tam, kde
-1<1-2%<1
coz jsou intervaly (—+v/2,0) a (0,v/2).
Tedy pro x € (—v/2,0) a = € (0,/2) mizeme zderivovat:
_ 2 2z 2z

-1 x
i (1- x2)2(_2x) Normr-a V(2 — x?) N |z|V2 — z?

iii. Problematické body: —v/2,0, v/2.
Protoze funkce f je v téchto bodech spojita (p¥ip. spojita zleva/zprava),
muZeme derivaci poéitat pomoci véty o limité derivaci. Tedy méme

f/
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—2
- 2=V

Tedy derivace f/(0) neexistuje.
Déle (z Véty 4.2.7 ze skript)

2x 2z

/ . / .
VD= i, S = i e = i, e, I T
= —00
ff(vV2)= lim f'(z)= lim 27 lim L lim
32— 32— |ﬂ§|\/ — xz? w%ﬁf V2 — x2 z—/2— — 952
=00

Tedy: Dy = (—v/2,0) U (0,2).
J:Qsin%x, x#0
0, z =0.

Regeni: Priklad i s FeSenim mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/"pic
k/analyza.pdf

i. Defini¢ni obor:
D; =R.
ii. Aritmetiku derivaci a derivaci sloZené funkce lze pouZit tam, kde

x € (—00,0) U (0, 00).

Tedy pro z € (—00,0) U (0, 00) méame

P gwsin a0 L. 2L 1
=2rsin —= 4+ 2°cos —= - — - ——
Vo Ve 3 ad
iii. Problematické body: 0.
Derivaci spocteme z definice. (Véta o limité omezené a mizejici.)

2 i 1
h) — h®sin 5= —0 1
£(0) = tim LOFR=SO BT hsin -l = 0
h—0 h h—0 h h—0 Jh
Tedy: Dy =R.
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(¢) f(z)=min{z,z"}
Reseni: Piiklad i s feSenim méame z:
k/analyza.pdf

1. Defini¢ni obor:

Funkci 1ze nacértnout:

2
15

1

0.5

https://www2.karlin.mff.cuni

.cz/"pic

D;=R
3

x°, x € (—o0,—1),

-1, z=-1,

xz, x€(-1,0),
=40, z =0,

2, xe(0,1),

1, x=1,

(2, € (1,00),

ii. Na otevienych intervalech miizeme zderivovat. MiZeme tedy psat

f(x)

iii. Problematické body: —1,0, 1.

322, 1€ (—o0,—1),
1, z € (—1,0),
322, 2 €(0,1),

1, z € (1,00),

Protoze funkce je spojita (vizte predchozi cvi¢eni), miizeme pouzit vétu o limité

derivaci. Tedy
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F1(0) = Tim f'(z) = Tim 322 =0
T—> €T
f(0) = lim fl(z) = lim 1=1
x—0— z—0—
Fi-D= lim fle) = lm 1=1
o=t fle) = m 8a =3
fL0) = Jim ) = lim 1=1
()= lim fl(x) = lim 322 =3
T—1— r—1—
Tedy derivace v bodech —1,0,1 neexistuji a Dy = (—oo0, —1)U(—1,0)U(0,1)U

(1, 00).
(d) flx) =aPe kM
Regeni: Priklad i s feSenim mame z: https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ bou
chala/Vyuka/MFF-NMMA101-1920/Cv22%20-%20Derivace}202. pdf

i. Defini¢ni obor:
Dy =R.
MuaZeme psat
z2e= (=1 z e (1,00),
Fla) =41, r=1,

z2e=D gz e (—00,1),

ii. Na otevienych intervalech miizeme zderivovat. Tedy

) = 2ze” (=D 4 g2e=(==1(_1), € (1, 00),
] 2ze@ D) 4 g2el@1) L1, x € (—o0,1),

iii. Problematické body: 1.
Protoze funkce je spojitd, mizeme pouzit vétu o limité derivaci. Tedy

(1) = lim f'(z) = lim 2ze” @D 422 @) =2-1=1

r—14 r—14

f (1) = lim f'(z) = lim 22e@ D 422V .1=241=3

r—1— T—1—
Tedy derivace v bodé 1 neexistuje a Dy = (—o0,1) U (1, 00).

(e) f(z) = Vsinzx

Regeni: Piiklad i s FeSenim mame z: https://matematika.cuni.cz/ikalkulus
.html

1. Defini¢éni obor:
Dy=R

ii. Derivaci sloZené funkce lze pouZit tam, kde

sinx # 0
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coz jsou intervaly (0 + k7w, m + kn), k € Z.
Tedy pro = € (0 + km,m + k7), k € Z, mizeme zderivovat:
g1 1
3 Vsin?
iii. Problematické body: kw, k € Z.
Protoze funkce f je v téchto bodech spojitd, mtZzeme derivaci poéitat pomoci
véty o limité derivaci.
Protoze cos(km) = (—1)*, budeme rozlisovat suda a licha k. Pro sudé k € Z
méame (z véty o podilu nulové funkce)

CoOs T

f'(kr) = lim f'(x) = lim - ——==cosx = 0

z—km z—kr 3 \5/ Sin2 T

Pro liché k € Z mame (z véty o podilu nulové funkce)

f’(k‘ﬂ‘) = lim f’(m) = lim f;cosx = —00

z—km z—kn 3 \3/ sin2 T
Tedy: Dy = (0 + km,m + k).

2
f r) = arcsin ———
M f@) —
Reseni: Priklad i s feSenfm méme z: https://users.math.cas.cz/ vanzura/S

BIRS.PDF

i. Defini¢ni obor:

1— 2
1< 2 <
1+ 22
Tedy
717x2§17x2, 1f:c2§1+x2
-1<1, 0 < 222
Dohromady:
Dy=R
ii. Derivaci sloZené funkce a aritmetiku derivaci lze pouzit tam, kde
1— 22
-1< <1
1+ 22

coZ jsou intervaly (—o0,0) a (0, 00).
Tedy pro z € (—00,0) a z € (0,00). miuzeme zderivovat:

;L 1 —22(1 +2?) — (1 —2?)2x
: 1_(1962)2' (14 22)2
1+22
_ 1 —4x
\/1+2x2+x4—1+2x2—$4 . (1 + .’132)2
(1+22)2
142
2|z . (14 22)2
_ —2x
o fal(1+2?)
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iii. Problematické body: 0.
Protoze funkce f je v tomto bodé spojitd, mtuzeme derivaci pocitat pomoci
véty o limité derivaci. Tedy mame

—2z —2z -2
f+(0) x—1>0+f (@) o0t [2|(L+22)  as0t z(1+22)  an0r (1+ 22)
—2x —2x 2
/ IRT / IRT IERT IRT s
=0 = xLH(?Jr Jl) = xlalrtr)l— |z|(1 + «2) zlalr(gl— —xz(1 + 22) xlau%lf (1+22)

Tedy derivace f/(0) neexistuje.
Tedy: Dy = (—00,0) U (0, 00).
Zkouskové priklady

2. (a) f(x) =sgn(z? + z — 2)(arctan(z + 2))*
Regeni: Priklad i s feSenim méame od prof. Spurného https://www.karlin.mff
.cuni.cz/ spurny/pages/mal.php
i. Defini¢ni obor:

Plati

Tedy miizeme psét

((arctan(z 4 2))*,  z € (1,00),

07 €r = 1,
f(z) = ¢ —(arctan(z + 2))*, z € (-2,1),
0, r= -2,

4
| (arctan(z 4+ 2))*, =z € (—o0,—2).
ii. Na otevienych intervalech miZeme zderivovat. Tedy

4arctan®(x + 2) -m, z € (1,00),
f'(z) = { —darctan®(z 4+ 2) - ———~ 5w, =€ (=2,1),

1+(z+2)2°
4arctan®(x + 2) x € (—o0, —2).

1
CTH(+2)%
iii. Problematické body: —2, 1.

Protoze funkce f je v bodé —2 spojita, mizeme derivaci poéitat pomoci véty

o limité derivaci. Tedy mame

1
fi(=2)= lim f'(z)= lim —4arctan®(z+2)- 0

z—>—2+ T—>—2+ 1+ (I‘ + 2)2 -

f'(=2)= lim f'(z)= lim 4arctan®(z+2)- 0

z—0+ x——2— 1+ ($ + 2)2 -
Tedy derivace f'(—2) = 0.
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Derivaci v bodé 1 budeme pocitat z definice. (PouZijeme vétu o limité pfi

déleni 0.)
fg_(l) = lim M — lim (arctan(g; + 2))4 —0 .
r—14+ x—1 r—14+ r—1
' . fle) = f(1) . —(arctan(z +2))* -0
S = lm =E = i et .

Tedy derivace f/(1) = oc.

Tedy: Dy = (—00,1) U(1,00).
Priklady (2b)-(2g) i s feSenim mame od doc. Zeleného: https://www2.karlin.mf
f.cuni.cz/"zeleny/fsv/matl/pisemky/m1-97-98.pdf

arctan (tan2 x) , T F 5+ kT

2

© f@)=Vi-e

() f(x) = max {mj Loosz 1}, -3)

(e) f(x) = arccos T2

xz(sin%—i-cosl), x#0

(1) f(x) = {07 Sy
(g) f(z) = max{z + 4arctan(sinz),x}

Bonus

3. Uvazujte funkce f(z) = {

Ukazte, Ze
(a) f'(0) a ¢’(0) existuji, ale (f + ¢g)’(0) neexistuje.
(b) vyraz f'(0)g(0) + f(0)g’(0) mé smysl, ale (fg)'(0) neexistuje.

— 0
4. Necht f(z)=Tag(z)=4 o 7 70,
9 z=0.
/ ’ /
Ukaite, ze vyraz (0)9(3)2_(013(0)9 © ma smysl, ale <§) (0) neexistuje.
, —sgnzx, x#0,
5. Necht f(y) = |yl a g(x) = {1
9 xr = 0

Ukazte, Ze vyraz ]N(gégizggl(m mé smysl, ale (f(g))(0) neexistuje.

6. Najdéte takova a,b € R, aby funkce byla diferencovatelna (vlastni dce) v kazdém = € R:
ax + b, r<-—1
fl@)=9 "
ax® +x+2b, x> —1.

7. Kde dél4 tazatel chybu?
Pochézi z: https://math.stackexchange.com/questions/1532014/how-to-apply-t
he-definition-of-a-derivative-with-a-piecewise-function
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Z (1) a (2) plyne lim,, ., EQ%%"'—U = 0. Odtud, z (3) a z véty o aritmetice limit plyne

lim (n? +sin(n+1)) - (Vnt +2— V/nt +1) =

=00

Priklad B2 : Pouzijeme Lebnizova kritéria. Ovéfme jeho predpoklady:
(1) fada mé pozadovany tvar,
(2) lim,—oo( /3 —1) =0,
(3) vne N: {/3—1> "“/3—1 (Ize snadno odvodit ze zfejmé nerovnosti 3"+ >
3", n€N).

Rada tedy konverguje.

Priklad B3 : Pisme

sin 2z arcsin x sin 2x arcsin o sin 2z arcsin
e —e e —e T e —{pAERIE

lim = lim . = lim clim —.
z—0 tgx z—0 T tgx z—0 o e—0tgx

Vime, ze lim,_,q tgix = 1. Zabyvejme se ted prvni limitou ve vyse uvedeném soucinu limit.

_ esin2¢ _ parcsing . efn2T _ 1 gin2r e®IT _ 1 gresing
lim = lim - . - - . =2-1=1.
z—0 T z—0 sin2z T arcsinz T

Pouzili jsme

(1) llmx_,ﬂ arcsin x — 1,
(2) limg_o 822 = 1,
(3) hmy_‘g = 1,

(4) sin je prosta funkce na jistém okoli 0,

(5) arcsin je prostd funkce,
(6) = +— 2z je prosta funkce,
(7) vétu o limité sloZené funkce ve verzi s podminkou (P1),
(8) vétu o aritmetice limit.
Dohromady tedy mame
esin 2r earcsinx
lim =1
z—0 tgx

P¥iklad B4 : Funkce arctg i tg maji derivace vSude ve svém defini¢nim oboru. Mame tedy

f'(z) =

AL S o . Z.
Tt 2tgx —a z#7w/2+km, kE€Z;

po uUpravé dostaneme

2sinxcosx
S z#w/2+km k€L
costz +sin*zx

f'(x) =



Plati také lim, .. o4rr f(Z) = 7/2, k € Z, a f je tedy spojitd v kazdém bodé tvaru
7/2+ km, k € Z. Spo¢téme
; 2sinzcosx

lim f'(z)= Ilm ——m——=0.
=7 [24kT ) z—w/24+kr cost x + sin4 T

Véta o vypoctu derivace pomoci limity derivace tedy dava (pfedpoklady jsou splnény!)
f(m/24+kn)=0, k€Z.

Priklad B5 : Snadno je vidét, ze D(f) = R a f je 27 periodicka a spojita na R. Spoc¢téme
1

2
f’(;t:)=e%5‘“x(gcoszx—sinx], z €R.
Prozkoumaéame-li znaménko f’ obdrzime:

f(z) >0 z € (57/6,137/6) + 2k, k € Z,
f(z) <04 z € (n/6,57/6) + 2km, k € Z,
fl(z) =04z € {n/6,57/6} + 2kr, k € Z.

Funkce f je tedy rostouci na intervalech tvaru (57 /6, 137 /6)+2km, k € Z. Na intervalech
tvaru (7/6,57/6) + 2km, k € Z, je f klesajici. Funkce f mé v bodech 7/6 + 2km, k € Z,
globélni maxima a v bodech 57/6 4 2kw, k € Z, globalni minima - toto vyplyva z vyse
uvedeného; H(f) = (f(57/6), f(7/6)). Funkce nemé zadné asymptoty.

s

-0.51




Priklad D4 : Zrejmé D(f) = R. Plati (yz)' = %—\}7 pro z > 0. Vzhledem k tomu, Ze
1—e* =0« z =0, tak pro kazdé z € R \ {0} mame
e~ 2z 2 &

=€

1
2 g V1—es
V bodé 0 pocitejme derivaci funkce f podle definice:

L H@) 1) e
x—0 z—0 r—0 4] '

fi(z) =

Vypocet posledni limity provedeme nejprve zprava a pak zleva.

Uvédomme si, Ze
(1) llmy_,g+ = 1
(2) hmx_,@ —-z?2 =0,
(3) —z2=0&z=0,
(4) v je spojita na svém defini¢nim oboru.

el —

a2
7 véty o limité sloZené funkce, (1), (2) a (3) plyne lim, .oy &—5+ = 1. Odtud, z (4) a
véty o limité sloZzené funkce obdrzime

-z _q
lim 4/ E——=1.
z—0+ —z?
Obdobné dostaneme
I =™ % . e~ — 1
FL0)= llm —= lim —p/———=-1
1 r—0— —T

Derivace funkce f v bodé 0 tedy neexistuje. Plati totiz f} (0) =1, f.(0) = —

Ptiklad D5 : Snadno zjistime, Ze D(f) = R \ {0}. Funkce f je sudd. Zkoumejme tedy
funkci f zatim pouze na intervalu (0, 400). Pak méme f(z) = (logz)® — 3log z.
Spoc¢téme limity v ,krajnich bodech®

lim flz)= ]i%l_'_ log z((log z)2 — 3) = (—o0) - (4+00) = —o0,

lim f(z)= ]—i’%l+ log z((log z)? — 3) = (+00) - (+00) = +00.

T—r+00

Pro kazdé = > 0 plati

Fe)=2(oga)?=1) & (@)= (~(ogz)? +2logz +1).



sinm_l
ey

)

(2) lim, =
)
)

(3) limyo <=t =1,

Z (%), (1)-(4) a z véty o aritmetice limit vyplyva

o
i & 2sin(7/6 + x)
z—0 tgz

=1-+3.

Priklad C4 : Pro funkci f plati

-1/2, z € (2n/3,47/3) + 2km, k € Z,

f(z) =< cosz, e ((n/3,2n/3)U (4n/3,57/3)) + 2km, k € Z,

1/2, =ze(—7/3,7/3)+2km k €Z.

Z ptredchoziho vyjadieni vyplyva, Ze
(@) {0, z€(—n/3,7/3)+km k €LZ,
P =
—sinz, z € (r/3,2n/3)+kn, k €Z.

Funkce f je spojitd na R a proto miZeme podle z pfedchoziho vyjadieni vypocitat jedno-
stranné derivace jako prislusné limity derivaci:

/ %)= i i = —8 9%km) = —v/3/2,
fi(m/3 + 2km) I—-:rr}g-f—lﬁkﬂ+ sin z sin(w/3 + 2km) V3/
* 3+ 2km) = li 0=0,

fL(m/3 + 2k) .

Fi@2n/3 4 2kr) =0,

F. (27 /3 + 2k7) = —sin(27/3 + 2kx) = —V/3/2,

f4 (47 /3 4 2k7) = —sin(4r/3 + 2km) = V3/2,
fL(4n/3 + 2km) = 0,

i (5m/3 + 2k7) = 0,

fL(57/3 + 2kn) = —sin(57/3 + 2k7) = \/5/2, k €Z.




Priklad E2 : Oznaéme a, = vVn3 + 1 — v/n3 — 1. Plati:

2 2
a, >0 prokazdé ne Naa, = < 8 n € N.
" - " V3 1+vnd—1  nd¥/?
Rada Z el ,2 konverguje a proto podle srovnavaciho kritéria konverguje i vysetiovana

fada.

Pfiklad E3 : PiSme

9% 4 g%\ = o i g LR
= @x —_ .
2 P\z 9B\ "3

Spocitejme nejprve limitu

 log(ZHE)  log(REE) 27 487 -2
lim sl M B S = lim === i
z—0 T z—0 L8 1 2
lo ———L 2% 4 8% — 2
= lim i ) + lim e sk 1:log4.

x—0 il:_sf. —1 =z—0 2r

Pfi vipoétu prvni limity jsme vyuzili
(1) hmy_,l = ].
(2) vyraz 42-— je na jistém okoli 0 rfizny od 1,
(3) vétu o limité slozené funkce.

Rovnost 5% 4 8% _ 9
lim ———= = log4
xli% 2r %8
je mozno odvodit pomoci ’'Hospitalova pravidla nebo také takto:

. 248 -2 o 1 =] 1 8%-1

lim ——— = lim - - + lim

x—0 2z z—0 2 T 02 2
1 emlog2_1 1 PwlOgS—l

=lim = - —— - log2 + lim - - —————— -log 8
20 2 z log 2 DRt 02 gz log 8 o8

1
= §(log2 + log 8) = log 4.
Zde jsme uzili vétu o limité slozené funkce, zndmou limitu lim, .o ol — 1, prostotu
zobrazeni z — zlog2, = — zlog8 (viz podminka (P1) ve vété o limité sloZené funkce) a
vétu o aritmetice limit.
Predchozi vypocty spolu se spojitosti exponencidly davaji

1
il T\ T
lim (2 i ) =4,

x—0 2

Priklad E4 : Zkoumana funkce je definovdna na celém R a je na R spojita. Je-li z # 0,
mizeme f'(z) vypocitat pomoci véty o derivaci slozené funkce:

(@) =1 -2z 2sgnx
x) = . = 3
Yo (1+22)?2 (1+422)vVz2+2

+a7)?




V 0 vypoéitidme jednostranné derivace pomoci limity derivace (pfedpoklady prislusné véty
jsou splnény):

; , 2sgnx

= — 2
11(0) = Jim, s = V2
£ Tty ———e T 5

=0~ (1 + 22)y/z? + 2
V 0 tedy derivace neexistuje.

Ptiklad E5 : Plati: D(f) = R, f je spojitd na R, 27-periodické a lichd. Spoctéme derivace
a zkoumejme jejich znaménka:

fl(z) = ﬁf;, z €R,
1+sin’z + 2cos’
(1 + sin® z)2
f'(z) >0 z € (—n/2,7/2) + 2kT, k € Z,
f(z) <0 z € (n/2,3n/2) + 2kn, k € Z,
fllz) =0 z=n/2+knr, keZ,
f(x) >0 & z € (m2r) + 2kn, k € Z,
f'(z) <0 z€(0,7)+2kmk €Z,
Flai=0% g=Fr, ke

f"'(z) = —sinz - 3 z € R;

7 vyse uvedeného vyplyva, Ze f je rostouci na intervalech tvaru (—m/2,m/2) +2kn, k € Z,
klesajici na intervalech tvaru (m/2,37/2) + 2kn, k € Z; v bodech 7/2 + 2kx, k € Z, ma
f globalni maxima a v bodech 37/2 4 2km, k € Z, ma f globalni minima. Funkce f je
na intervalech (0, 7) + 2k, k € Z, konkdvni a na intervalech tvaru (m, 27) + 2km, k € Z,
konvexni, v bodech k7w, k € Z, méa f inflexni body; H(f) = (—7/4,7/4); f nema Zidné
asymptoty.

Takto vypada graf funkce f:

0.67




’ v . na {l/ﬁ
To znamend, Ze lim

n—oo nd + 2{’/?_1

P¥iklad F2 : Funkce arctg je ve svém defini¢nim oboru rostouci a proto

neexistuje.

YneN: 0<arctgl < arctgn

a také

arctg 1 < arctgn

(%) YnelN: 0<
n

Rada 3°°°, L diverguje a proto diverguje i fada )7 actel Odtud, z (*) a ze srovnava-

?1.:1
s sy o#n P w w o0 . -
ciho kritéria dostavame, ze fada Y 0., E<ER diverguje.

n=1

Priklad F3 : Zde nejde o nic jiného, nez o urceni asymptoty k funkci x — V3 4z v +oc.
Pocéitejme:

3/..3 1
lim BOER - \3;‘1+—2 =1 {=déj;
r—+too i xr—+00 T

3 = 3 1
lim Vz34+z—2z= lim (\3/I3+$—:B)-($ +x):+($ +:1:)f:c+x
T—+00 r—+00 ($3+$)§+($3+2¢)3$+$2
) T
= lim 2 -
z—+o0 (23 + 1)3 + (2% + )3z + 22
1 1

z—+oo (22 +272)3 + (23 +2)5 +2  +o0
Resenim tlohy jsou ¢islaa =1a b=0.
Pfiklad F4 : Pro x # 0 plati

1 1 1 1 1 1
f'(z) = 2z(sin - + cos E) + $2(—x—2 cos — + = sin E)

Tento vztah vyplyvéa z véty o aritmetice derivaci a véty o derivaci sloZené funkce. V bodé
0 poditejme derivaci z definice, tj. poc¢itejme limitu

lim f@) =10 = lim z(sin 2 + cos l) =,
x—0 z—0 x—0 €1 €T

nebot lim,_,oz = 0 a funkce z — (sin% + cos +) je omezend na jistém prstencovém okoli
bodu 0. Plati tedy f’(0) = 0.

Pi¥iklad F5 : Snadno zjistime D(f) = R a f je na R spojitd; f(z) = 0 & z = —1;
limy— 400 f(z) = +00 a limy—,— oo f(2) = 0. Funkce f neni lichd, neni sud4 a neni perio-
dicka. Pro f’ plati

f'(z) = (2% + 4z + 3)€”, z € R.



muzeme podle véty o limité sloZené funkce a Heineho véty psat

log(1 + 72t=)
- I

= 1.

lim
T— 00

Z véty o aritmetice limit a spojitosti odmocniny plyne

\/1+n%+\/1+$
lim 7 =2,
n—+oo ]_—}-E

Dohromady pak mame

oo log(n®+n+1) —log(n® +n) i
n—oo vnt + —vnt+4+1

Priklad 12 : Cleny uvaZované fady jsou kladné a pouzijeme-li podilové kritérium, dosta-
neme:

i 3n+1 +4n+1 4™ 4 5"
.n_l,r_{_loo 4gn+l 4 jrtl  3n 4 4n
3n+l 4"
= Tim T+4 F-l-l _4

n—+00 4;:l + 5 i—z +1 5

Zkoumana fada tedy konverguje podle podilového kritéria.

Ptiklad 13 : Limita ditatele a jmenovatele je rovna 0 a funkce ve jmenovateli i Citateli
maji v kazdém bodé vlastni derivaci. Pokusme se tedy pouzit 1'Hospitalovo pravidlo:

. sinz—xcosT 7 ., COST —cCOST+ Tsinzx , sin 1
lim ——————— = lim T = lim — ==,
z—0 et —1 z—0 er® . 32 z—0 e*” - 3z 3

Vzhledem k tomu, Ze limita podilu derivaci existuje, tak je i prvni rovnost v pfedchozim
vypodtu v pofadku a vysledek je roven 1/3.

Ptiklad 14 : Pro hodnoty funkce f plati

r + 4arctg(sinz), z € (2km, (2k+ 1)7), k € Z,
@ z € ((2k+ 1), (2k + 2)7), k € Z.

) ={

Odtud jiz mtizeme vypoéitat hodnotu derivace véude mimo body ve tvaru km, k € Z:

1+ 482 3¢ (2, (2k+ 1)7), k € Z,

1+4sin“ x’

fl(z) = { 1, r € ((2k + 1)m, (2k + 2)7), k € Z.



w7
o % Funkce f je na R spojitd a jednostranné derivace v bodech km, k € Z, lze tedy pocitat
pomoci limit derivaci:

fi@kr)= lim f'(z)= lim (1 +4——‘%) =5,

z—2km+ r—2km+ 1+ sin
‘@km)= lim fl(z)= lm 1=
f_( ?T) m_l.lzr]{-.lqr- f (SB) :z:—-g}clﬂ'— 1’
f~{(2k + 1)) 2kt 1) f@) m—«(zﬁll)w— ( 1 +sin’z %
(@k+1)m) = i @)= lim  1=1.
f+ (( + )?T) x—»(?i‘.l—ll-ll)?-'-k f (:E) x—»(?.}cl:rl—ll)fr"f‘

7 vyse uvedeného vyplyva, ze funkce f v bodech tvaru km, k € Z, nema derivaci.

Priklad 15 : Plati D(f) =R\ {—1}; lim; 4 f(z) = 400, lim;—._ f(z) = —00,
limg—._1— f(z) = —o0, limz—_14 f(z) = 0. Funkce f je spojitd na D(f), ale neni suda,
ani licha, ani periodicka. Spoétéme f’ a f” a prozkoumejme jejich znaménko:

Filz) = ;E:S;L—-!_:Sz)exp(x/(l%—a:))1 z € D(f);
£'@) = G e/ +a), @€ D)

f'(x) >0& z € (—o00,—3) U (0,+00),
f'(z) <0& x e (-3,-1)U(-1,0),
fl(z) =0z e {-3,-1}

f'(z) >0 z € (—3/5,0),

f'(z) < 0& z € (—00,—-1)U(-1,-3/5),
f'(z) =0« z € {-3/5}.
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Ve vypoétu jsme vyuzili vétu o aritmetice limit pro funkee a vztah

lim g(x) = g(a),

x—a
ktery vyplyva ze spojitosti funkce g v bod¢ a. =
5.1.18. Poznamka. Tvrzeni Véty 5.1.17 plati obdobné i pro jednostranné derivace.

5.1.19, Piiklad. Nechtn € N, aqg,...,an € Ra f(x) = ag +a1x + -+ + apx",
x € R. Dokazte, ze

f'(x) = ay + 2azx + -+ + naza" ',

Refeni. Vzorec plyne z Ptikladt 5.1.11, 5.1.12 a Véty 5.1.17(a). a

xeR.

Na nésledujicich piikladech ukizeme, ze predpoklady Véty 5.1.17 jsou pod-
statné a nenf mozné je vynechat.

|r '5.1.20. Piiklad. Definujeme funkce / a g proménné x € R predpisy

_)signx, x#0, _ )—signx, x#0,
f().‘)— _%' =0‘ g()()—%%‘ ¥ =0.

Dokazte, ze f'(0) a g'(0) existuji, ale (f + g)'(0) neexistuje.

Refeni. Obdobné jako v Pfikladu 5.1.14 spoéteme, Ze f'(0) = oo a g'(0) = —oo.
Dile plati

0, 0,
f(x)+g(.r)=} ;e
~t L=}

- Opét snadno vypotitame, Ze (f + £),.(0) = coa (f + £)_(0) = —oo. Tedy podle
Véty 5.1.5 (f + ¢)'(0) neexistuje. -

Predchézejici piiklad ukazuje, Ze z existence derivaci funkci f a g v bodé a
obecné neplyne existence derivace funkce f + g v bodé a. Funkce uvedené v tomto
pfikladu ovem nespliuji podminku Véty 5.1.17(a), toti? Ze vyraz f'(a) +g'(a) md
mit smysl.

Nasledujici piiklad ilustruje dilezitost predpokladu spojitosti alesport jedné z
uvazovanych funkei ve Vété 5.1.17(b).

5.1.21. Priklad. Necht funkce f a g jsou definovény stejné jako v Prikladu 5.1.20.
Dokaite, ze vyraz f'(0)g(0) + f(0)g'(0) ma smysl, ale presto (fg)'(0) neexistuje.

Reieni. Vynasobime-li funkce f a g, dostaneme

-1, 0,
@ ="y *7

8"
Podobné jako v Prikladu 5.1.20 odvodime, Ze derivace ( fg)'(0) neexistuje. Vyraz
f(0)g(0) + f(0)g'(0) viak smysl md, protoze

3
S'(0)g(0) + f(0)g'(0) = oo+ % + (_Z) + (—00) = o0.

x=0.
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Také ve Vére 5.1.17(c) je predpoklad spojitosti funkee g podstatny, jak ukazuje
nasledujict pitklad.

| 5.1.22. Ptiklad. Necht f(x) = 1, x € R a necht funkce g je definovéna predpisem

—signx, x #0,

§(x) = % x =0.

Dokazte, Ze vyraz
f'(0)g(0) — f(0)g'(0)
£%(0)
ma smysl, presto ale (g)’(O) neexistuje.

Reient. Jest

/080 - f(0)g'(0) _ —£'(0) _ o _
1
3

g%(0) £*(0)
a tedy vyraz
S'(0)g(0) — f(0)g'(0)
g(0)
ma smysl. Dile
(i)u) _ %signx. x #0,
g 2, x=0,
a tedy
(2. me
g/ +
(i) (0) = eo.
4
Podle Véty 5.1.5 tedy (%)’{U] neexistuje. FY

5.1.23. Véta (derivace slozené funkce), Necht funkce g je spojiti vbodéa € R a
ma v tomto bodé derivaci. Necht funkce f mé derivaci v bodé g(a). Pak

(f o 8)(a) = f'(g(a))g'(a), (5.2)

je-li vyraz na pravé strané definovan.

Diikaz. Ozna¢me b = g(a). Diky existenci derivace f'(b) naleznemeo € R,o > 0,
takové, ze funkce f je definovina na B(b,0) (Pozndmka 5.1.6(a)). Protoze g je
spojitd v a, existuje o € R, ¢ > 0, takové, Ze g(B(a,0)) C B(b,0) (Definice 4.1.18).
Funkce f o g je tedy dobfe definovana na okoli B(a, ).
Predpokladejme nejprve, ze plati g'(a) # 0. Pak existuje ¢ € (0, ¢) takové, ze
pro kazdé x € P(a, §) plati
g(x) —g(a) 4

X—a

0. (5.3)
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Tim je ditkaz dokondcen. ]

5.1.24, Poznamka. Ve Vété 5.1.23 je predpoklad spojitosti funkee g v bodé a au-
tomaticky splnén, je-li g'(a) vlastni, jak plyne z Véty 5.1.15.

Predpoklad spojitosti vnitini funkee ve Vété 5.1.23 nelze obecné vynechat, jak
ukazuje nasledujici priklad.
' 5.1.25. Piklad. Necht funkce f a g jsou definovény pomoci predpist

signx, x € R\ {0},
fO)=Dl, yeR g =]E% ¥R
—3 x=0.
Dokazte, ze vyraz f'(g(0))g’(0) ma smysl, ale piesto (f o g)'(0) neexistuje.
Reseni. Podobné jako v Piikladu 5.1.14 odvodime, Ze g’(0) = oo. Dile zfejmé plati
f’{-—%) = —1. Vyraz
! i l '
f'(g(0)g'(0) = f (-5) -£'(0) = (=1) 00 = —00
tedy md smysl. Dile plati
x#£0,

, x=0,

(fog)x) =

pa— —

a tedy (f o g)'(0) neexistuje. 2

5.1.26. Véta (derivace inverzni funkee). Necht 7 je nedegencrovany interval a necht
a jevnittnim bodem 7. Necht f je spojitd a ryze monoténni funkce na /. Ozna¢me
b = f(a). Pak plati nasledujici tvrzeni.

(a) Ma-li f vbodé a nenulovou derivaci, pak
|

i 1 () I T,
(b) Je-li f'(a) =0a f jerostouci na /, pak
(f71) ) = co.
(©) Je-li f'(a) =0a f jeklesajici na I, pak
(/™) ®) = —co.

Ditkaz. (a) Ptedpoklddejme, Ze funkce f je na intervalu / rostouci. Z Véty 4.3.6
vyplyva, ze mnozina J = f(I) je interval. Dle Véty 4.3.13 navic vime, Ze inverz-
ni funkece f~': J — I je spojitd a rostouci. Protoze a je vnitinim bodem [ a f
je rostouci, je také b vnitinim bodem J. Tedy existuje ¢ € R, ¢ > 0, takové, ze
B(b,¢) C J. Diky tomu, Zc a je vnitinim bodem / vime, Ze existuje § € R, § > 0,
takové, ze B(a,8) C I. Ze spojitosti funkece f v bodé a plyne, ze toto § lze zvolit
tak, aby f(B(a,8)) C B(b,¢). Oznaéme

J(x) - f(a)
e

X =

p(x) = x € P(a,d). (5.8)
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e ‘Kde déla tazatel chybu?

Given the function:

r+1 ifz >0
I)= P
/@) {a:? ~1 ifx<0

Question: are we justified to say that the derivative at f(0) exists? If so, whatis f'(0)? And how do we
justify it?

equal near -+ and 0— I wondered why we can't say that f'(0) = 0

‘What I tried is this:
Fo s ¥ ;> p ¥ -
’ g B {wah) = 1-{e=+1} w ki {0+R) +1-{0F+1) w 2. k_z i Py
Jal)= Ba B2t i e Hill o

. {zah) ele(zf 1) N (L S B RS ¥ .
! = 2 — iy
f.“ (0) o ;}i](?_ S ]'].Eél_ 5 .F;lﬁ[[!)l_ W h=0

i

My conclusion is that since both the right and left limit using the definition of the derivative exist and
generate the same answer the limit exists such that f'(0} = 0.

Apparently this is not true, so what is my mistake?

Pochézf z: https://math.stackexchange.com/questions/1532014/how-to-apply-
the-definition-of-a-derivative-with-a-piecewise-function
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