15. cviceni — Derivace
https://www2.karlin.mff.cuni.cz/ kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

Priklady
Spoctéte derivace nésledujicich funkci, urcete defini¢ni obory funkei i jejich derivaci
1. (a) 6z
Regeni: (6z) =61,
rzeR

(b) 23+ 2z —sinz + 2
Regeni: (23 + 22 —sinz +2)' = 322 4+ 2 — cosz + 0,

zeR
1
(c) —2cosx + 4e” + §x7
- 1 1
Reseni: (—2cosx + 4e” + §ZE7), = —2.(—sinx) + 4e” + 3 72,
zelR

2
(d) vz + 7
Reseni: (V7 + \35)/ = (212 4 22071/2) = éx—l/Z _ 2§m_3/2 _ N \/1;))7

x>0

(e) /w— VaT
Reseni: ({2 — VaT) = (/3 — 27/ = 1/3272/% — 7/42%/* =
Df:x2>0,Dp x>0

1 2 3
)y —+—=+—
O S+t

ResSeni:

1 2 3

x#0
(g) Iz + cos x
i 1 1
Regeni: (Inz + cosaf), =— — —sinx
0 s x ow
x>
(h) cotz + tanx
1 1

Reseni: (cotz + tanz) = —
r# kG, kel

(1) arcsinz — 3arccotx

sinfz  cos?x

1 3
\/1—x2+1+$2

Reseni: (arcsinz — 3arccotr)’ =

Df xr e [—1,1], Df/ xr e (—1,1)

(j) 2arctanx + arccos z
2 —1

1+22 VT2
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D X% + /
ResSeni: (2arctanx + arccosz) =



https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php

Df S [—1,1], Dfr T E (—1,1)

2. (a) we®

Reseni:
(ze”) = 2'e” + z(e”) = €* + ze”

zelR

3r — 2

b) 22— <

ReSeni: )
3z -2\ 3(1+2?) — 3z —2)2
r2+1) (1+ 22)?

r e R

(c) z2e®sinz
ReSeni:

(z%e®sinx) = (2%)'e"sinz + 2%(e”sinz) = 2ze” sina + 2%((e*) sinz + *(sinx)’)

= 2z¢”sinx + 22(e¥ sinx + e” cos x)

rzeR
14z — 22
1 -2+ a2
ResSeni:

<1+x—x2>,: A+z—-22)1-2z+2>) - (1+z—22)(1 -z +2%)

1 -2+ a? (1—x+ 22)?
C(1-20)1—z+2%) - (14+2—2?)(-1+22)
N (1— 2+ 22)?
_ l—az422—20+22%2 223 + 142 — 2% — 220 — 222 + 223
B (1 — 2+ 22)2
- 2 —A4x
“U—c+a2?

rzeR
(e) e®(x* — 2z +2)
Regeni: Aritmetika derivaci. Tedy:

(e®(x? — 2z +2)) AD e’ (2% — 224+ 2) +e"(2® — 22+ 2) =
(2% — 2 +2) +e"(22 —2) = ¥ - 2?

zeR
1
T
0 s
ResSeni:
1y 0-1 -1
Inz) (nz)2 zln’z
x>0,z#1
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3. (a) arccot 2z

Reseni: (arccot2z) = ﬁ -2
r e R

(b) (322 — 2z + 10)1°
Reseni: (32° — 2z +10)'° = 10(32” — 22 + 10)? (62 — 2),
zeR
(c) vz — arctan /x
Reseni:
1 1 1

(\/E—arctam\/i)’:2\/5—14_(\/5)22\/5

Df::ﬁZO,Df/:a?>0

(d) 1In? 2>
Regeni: )
(In® 2?)" = 3(In? z?) - — 2z
x
x#0
() V4 — a2
Regeni:

NP G — .

Dy:xe[-2,2], Dp:ax e (-2,2)
(f) In(sinx)

Regeni:
(In(sinx))" = g S5
sinz > 0, tedy x € (0,7) + 2km, k € Z
(g) Inln(z — 3) + arcsin G
Reseni:
. z—5Y 1 1 1 1
<lnln(as— 3) + arcsin 5 ) = n(z—3)7—3 + = (%_5))25

z>3, x—3>1,tedy x >4. Navic3 <z <7. Celkem4d <z <7
(b) z*
ReSeni: Nejprve rozepiSeme funkei jako
x xlnx‘

r =€

To je slozena funkce, tedy: f(z) = ¢e¥, f'(z) = ¢¥ a g(x) = zlnz a ¢'(x) =
1l-lnz+z- % (derivace soucinu, z je spojité na celém R). Celkem mame:

(exlnx)/ _ 6x1nm(lnx + 1) = xx(ln$ + 1)

Jelikoz se x vyskytuje v logaritmu, tak x > 0. Jinak z i Inx jsou spojité a jejich
soudin je také spojity, mdme podminky véty.
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(i) x(sinx)
Reseni: 1
(I'Sinz)/ — (esinxlnz)/ — esinacln;r . (COSl’lnl’ +sinz- 7)
T

x>0
(j) sin(sin(sinx))
Reseni: Také slozena funkce:

1 SD

(sin(sin(sinx)))’ = cos(sin(sinz)) - (sin(sinz))’ D

1 SD

cos(sin(sinz)) - cos(sinx) - (sinz)’ = cos(sin(sinx)) - cos(sinx) - (cos x)

Vgechny funkce jsou spojité na R, tak podminky véty splnény.
(k) In(In*(In® z))

Regeni: Opakované zderivujeme slozenou funkei, prve: f(z) = Iny, f'(z) = 1

57
g(x) = In*(In® z). Tedy mame:

2(113 3D 1 2(113
(In(In®(In° z)))" = m - (In*(In° x))’
Dalsi derivace: vnéjsi funkece f(x) = y?, f'(x) = 2y a vnitini g(z) = In(In®2).
Celkem:
(In%(In® z))’ 2 2In(In® z) - (In(In® z))".

Déle, vnéjsi f(z) =1Iny, f'(z) = % a vnitini g(z) = In® 2. Ziskali jsme:

1
(In(In® x))’S: 3
n°x

- (In® z)’

Pokracujeme, vn&jsi f(z) = v3, f/(z) = 3y? a vnitini g(x) = Inx, ¢'(z) = %, celkem

1
(Inz) = 3In’z - -
Cel4 tloha:
(In(In*(In3 2)))’ D ln2(11n:3x) - (In?(In z))’ L 1112(1113:13) 2In(In?z) - (In(In3 2))’ D
lr12(11133:) 2In(Ind z) - ln‘(ly’m - (In® z)’ =% lr12(1113x) 2In(Ind z) - n‘(l)’m -3Inz - (Inz)’ £
1112(11113 . 21n(In z) 11‘1’55 3’z i a:ln(hgcc)lna:

Véty jsme pouzivali bez predpokladi, je potieba je doplnit. Polynomy i logaritmy
jsou spojité na svém defini¢nim oboru, takze ten musime urcit. Z logaritmt méame

x>0

a dale
In?(In®2) > 0
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tedy

|In®z| # 1 a In*z >0
odtud
x>1, T #e.
Zaver: x € (1,e), (e,00).
1) sin?
sin 2

Regeni: derivujeme podil a jesté dvé slozené funkce. Nejprve podil (ve je spojité):

- (sinz2)?

sin? 2\’ ap (sin®z)’ sina? — sin? z(sin 22)’
sin 2

a nyni se podivame na ty slozené fce: prvni pifpad — sin®z, vnéj&i f(z) = y?,

f(x) = 2y a vnitini g(z) = sinz, ¢'(x) = cosx, sinus je spojity, dohromady
.9 \ySD .

(sin®x)’ "= 2sinz - cos z.

druhy piipad — sinz?, vn&jsi f(x) = siny, f'(x) = cosy, vnitini g(z) =

2zx. Polynomy jsou spojité, mame tedy dohromady

%, 4 (x) =

. SD
(sinx?)" = cosx? - 2x
Dosadime zpét a mame:

sin?z\’ ap (sin?z) sina? — sin? z(sin 22)’ SD
(sinz2)?
2

sin x2

2

— sin? z cos #22x

2

2sinx cosxsinx

(sin x2)

Podminky: ve jmenovateli nesmi byt nula, tedy 22 # k.
(m) 2tané

Regeni: Nejprve piepiseme

2tan % _ etan %-ln 2

a uvédomime si, Ze In2 je uplné obycejnéd konstanta ten zbytek je sloZené funkce.

Mame vnéjsi funkei f(z) = ¥, f'(z) = ¥, vnitini g(z) = In2tan 2, spojitost
vyre§ime za chvili a mame:
1, / 1 1 !
(etan;- n2> — etan 5n2 (1n2tan >
x
Opét slozend funkce, vnéjsi f(z) = tany, f'(z) = ﬁ vnitini g(z) = %, J(x) =

_1 1
x2’

_1
cos2 1
T

tan L.1In2 ! tan L-1n2 1 ' tan L 1 —1
(& x =€ x . tan - — 2 z - ln 2ﬁ . 72
X COS - X

je spojitd mimo nulu, celkem (tan i)/ = . ;—21 takze mame:

Podminky: % # 0 a kvili tangens % # & + km, k € Z. Pot¥ebovali jsme spojitost

tan %, ktery je spojity na prislusnych intervalech.
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(n)

1 2
—— arccot —

V2 x

Reseni: Slozena funkce: vngj&i f(z) = arccoty, f/(y) = ﬁ a vnitini g(z) = V2

x !

g (z) = ﬂ;—zl, g je spojitd mimo 0, takze:

1 v\ sp 1 -1 1 1
SD - -
—arccot ~— | L — —~_ Vo. -
(ﬁ x) \/§1+% z2 2+ 2

Podminky: x # 0.
2P(1—x)?

14z
ResSeni: Dce podilu a zaroven soudinu:

, p,q>0

<ﬂ§p(1 - :E)q>/ AD [pzP~1(1 — 2)7 + 2Pq(1 — 2)4~ Y (=1)](1 +2) —2P(1 —2)9 -1
1+ (1+x)?

Podminky: x # —1, coz ndm zaroven zarudi spojitost pro podminky véty.

| 2?2 —1

n [

241

ReSeni: Piiklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF
7 véty o derivaci slozené funkce mame

1 22-1\  22+1 2e(?+1)—2x(2-1) 4x
n — . =
2?2 +1 2?2 —1 (2 +1)? (24 1)(22 1)
x € (—o0,—1)U (1, 00)
‘ 2z
r
arccot —5——

Reseni: Piiklad méme z https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages
/derivace.html
7 véty o derivaci slozené funkce mame

<arccot 22x )/ = _12 ) 2(z% — 1) — 2222 _ 2 ‘
vr—1 1+ 35 (22 —1)2 1+ 22
x # +1
1+ e\/3+7

ReSeni: Z véty o derivaci slozené funkce mame

/
1 1 7 1 1
1+ev3+x2> = eVt~ 9p
< 2 ’/1+6\/3+12 2 \/3—|—l‘2
reR
e — e 2
et 4 e %

ResSeni: 7 véty o derivaci slozené funkce mame
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<ew - em>/ (e ) — (¢F — e ) (e —e )

e 4 e (ex + e—x)Q
(6233 4 6—2x 4 2) o (62x 4 6—21’ - 2) _ 4
- (61’ 4 e—z)Z - (e:c 4 e—x)?
z e€R
(e) sin(arcsinz)
Reseni:
1
sin(arcsinz))’ = cos(arcsin ) - ——
(sinaresin))’ = cos(aresin) - ———

Dy:xe[-1,1], Dy :x e (—1,1)
(f) In(Inz) + In(In 2)
Reseni:
Aplikujeme derivaci slozené funkce a fakt, ze In(In2)) je konstanta:

1 1
In(1 In(In2)) = — - —+0
(in(inz) +In(n2) = -~ +

r>1

5. Vypoctéte derivace (i jednostranné) néasledujicich funkei
Toto cviceni mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS.PDF

(a) f(z) == |z

Regeni: Funkci lze rozepsat jako
2
—z°, <0
xTr) =
/(@) {xz, xz > 0.

Pak mame

—2z, <0
/x: Y
Jz) {256, x> 0.

Zbyva vysetfit derivaci v 0.
1. moznost: z definice. Pro derivaci zprava a zleva mame

f(O+h)—f(O) i h*—0 . h?

"(0)= 1 — — ~—o.
F1(0) hg& h h—0+ h hi}g{k h 0
a
. 0+ h) — £(0) . —h?-0 . —h?
f=(0) = lim h i~ = im == =0

Zavér: derivace v 0 existuje a rovna se 0.
2. moZnost: z véty.
Funkce je spojita v 0, tedy z véty méme

L (0) = 1i () = lim 2z =0.
FO =l @)= lig, 20 =0

f(0) = lim f'(x) = lim —2x =0.

r—0— z—0—

Dohromady f'(0) = 0.
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 https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8.PDF

Regeni:
Na otevienych intervalech mame
-1, z € (—o0,1)
fl(x) =4 2x -3, (1,2)
1, (2,00)
Protoze funkce je spojitd na celém R, lze derivace v bodech 1 a 2 dopocitat z véty.

/ T / 1 S

f (1) = lim f'(z)= lim —1=—1.

r—1— r—1—

Dohromady f/(1) = —1.

! _ N / — 15 —

fL(2) = lim f'(r)= lim 2z -3 =1.

T—2— T—2—
Dohromady f'(2) = 1.
(¢) f(z) = [Tz

ReSeni: Prve funkci rozepiSeme

In(—x), x € (—o0,—1)
f) = —In(—z), ze€[-1,0)
| —In(z), ze(0,1)
In(z), z € [1,00)
Derivace ve vnitinich bodech intervalu:
1
z? (S (—OO, _1)
1
o T e (_170)
fi@) = —1 2e(0,1)
%, x € (1,00)

Funkce je spojita na svém defini¢nim oboru Dy = (—o0,0) U (0, 00).
Pro body +1 tedy mtZeme pouzit vétu.

F1) = lim f2) = lim - =1.

r—14+ z—1+ 2

a4 1
(1) = 1l ! = i —— = —1.

fL() = lim f(z) = lim .
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Protoze derivace zleva a zprava se nerovnaji, tak derivace f’(1) neexistuje.
Analogicky

Fi(=1) = lim fl(a) = lim —- =1,

rz——1+4 z——14+ X
F(-1) = lim f(z)= lm ~=1.
N z——1— z——1— T

ProtoZe derivace zleva a zprava se nerovnaji, tak derivace f'(—1) neexistuje.

Bonus

6. Zderivujte funkci f(r) = |z] sin® 7.
Regeni: Pifklad mame z https://users.math.cas.cz/ vanzura/SBIRS8.PDF
Zafixujme k € Z a uvazujme interval I, = (k,k + 1).
Pro funkci a jeji derivaci pak plati f(z) = ksin®7x, f'(x) = k - 2sin(rz) cos(rz)m,
z € Ii.
Protoze funkce je spojita zprava, z véty plati
fi(k)= lim k-2sin(rz) cos(mz)m = 0.

rz—k+

Derivaci f’ (k) spocitame z definice

, k4 h]sin®(x(k+ h)) — ksin®(7k) . (k—1)sin®(7(k + h))
f=(k) = hl—lgl— h N h1—1>r(1)1— h
sin(mwk) cos(m cos(mk) sin(mh))?
(k1) 1y (k) contrh)  cos(rk) sin(r)
—1)*sin(7h))? sin(m
= (k—1) lim (=1) : (mh)” _ (g 1) Jim ;hh) rsin(rh) 22 0,

Zavér: derivace f'(k) = 0.
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