
15. cvi£ení � Derivace

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

Spo£t¥te derivace následujících funkcí, ur£ete de�ni£ní obory funkcí i jejich derivací

1. (a) 6x

�e²ení: (6x)′ = 6 · 1,
x ∈ R

(b) x3 + 2x− sinx+ 2

�e²ení: (x3 + 2x− sinx+ 2)′ = 3x2 + 2− cosx+ 0,

x ∈ R
(c) −2 cosx+ 4ex +

1

3
x7

�e²ení: (−2 cosx+ 4ex +
1

3
x7)′ = −2 · (− sinx) + 4ex +

1

3
· 7x6,

x ∈ R
(d)

√
x+

2√
x

�e²ení: (
√
x+

2√
x
)′ = (x1/2 + 2x−1/2)′ =

1

2
x−1/2 − 2

1

2
x−3/2 =

1

2
√
x
− 1√

x3
,

x > 0

(e) 3
√
x− 4

√
x7

�e²ení: ( 3
√
x − 4

√
x7)′ = (x1/3 − x7/4)′ = 1/3x−2/3 − 7/4x3/4 =

1

3
3
√
x2

− 7

4

4
√
x3

Df : x ≥ 0, Df ′ : x > 0

(f)
1

x
+

2

x2
+

3

x3

�e²ení:(
1

x
+

2

x2
+

3

x3

)′
=
(
x−1 + 2x−2 + 3x−3

)′
= −x−2 − 4x−3 − 9x−4

x ̸= 0

(g) lnx+
cosx

π

�e²ení: (lnx+
cosx

π
)′ =

1

x
− 1

π
sinx

x > 0

(h) cotx+ tanx

�e²ení: (cotx+ tanx)′ = − 1

sin2 x
+

1

cos2 x
x ̸= k π

2 , k ∈ Z
(i) arcsinx− 3 arccotx

�e²ení: (arcsinx− 3 arccotx)′ =
1√

1− x2
+

3

1 + x2

Df : x ∈ [−1, 1], Df ′ : x ∈ (−1, 1)

(j) 2 arctanx+ arccosx

�e²ení: (2 arctanx+ arccosx)′ =
2

1 + x2
+

−1√
1− x2
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Df : x ∈ [−1, 1], Df ′ : x ∈ (−1, 1)

2. (a) xex

�e²ení:

(xex) = x′ex + x(ex)′ = ex + xex

x ∈ R

(b)
3x− 2

x2 + 1
�e²ení: (

3x− 2

x2 + 1

)′
=

3(1 + x2)− (3x− 2)2x

(1 + x2)2

x ∈ R
(c) x2ex sinx

�e²ení:

(x2ex sinx)′ = (x2)′ex sinx+ x2(ex sinx)′ = 2xex sinx+ x2((ex)′ sinx+ ex(sinx)′)

= 2xex sinx+ x2(ex sinx+ ex cosx)

x ∈ R

(d)
1 + x− x2

1− x+ x2

�e²ení:(
1 + x− x2

1− x+ x2

)′
=

(1 + x− x2)′(1− x+ x2)− (1 + x− x2)(1− x+ x2)′

(1− x+ x2)2

=
(1− 2x)(1− x+ x2)− (1 + x− x2)(−1 + 2x)

(1− x+ x2)2

=
1− x+ x2 − 2x+ 2x2 − 2x3 + 1 + x− x2 − 2x− 2x2 + 2x3

(1− x+ x2)2

=
2− 4x

(1− x+ x2)2

x ∈ R
(e) ex(x2 − 2x+ 2)

�e²ení: Aritmetika derivací. Tedy:

(ex(x2 − 2x+ 2))′
AD
= ex′(x2 − 2x+ 2) + ex(x2 − 2x+ 2)′ =

ex(x2 − 2x+ 2) + ex(2x− 2) = ex · x2

x ∈ R

(f)
1

lnx
�e²ení: (

1

lnx

)′
=

0− 1
x

(lnx)2
=

−1

x ln2 x

x > 0, x ̸= 1
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3. (a) arccot 2x

�e²ení: (arccot 2x)′ = −1
1+(2x)2

· 2
x ∈ R

(b) (3x2 − 2x+ 10)10

�e²ení: (3x2 − 2x+ 10)10 = 10(3x2 − 2x+ 10)9(6x− 2),

x ∈ R
(c)

√
x− arctan

√
x

�e²ení:

(
√
x− arctan

√
x)′ =

1

2
√
x
− 1

1 + (
√
x)2

1

2
√
x

Df : x ≥ 0, Df ′ : x > 0

(d) ln3 x2

�e²ení:

(ln3 x2)′ = 3(ln2 x2) · 1

x2
· 2x

x ̸= 0

(e)
√

4− x2

�e²ení: √
4− x2

′
=

1

2
√
4− x2

(−2x)

Df : x ∈ [−2, 2], Df ′ : x ∈ (−2, 2)

(f) ln(sinx)

�e²ení:

(ln(sinx))′ =
1

sinx
cosx

sinx > 0, tedy x ∈ (0, π) + 2kπ, k ∈ Z

(g) ln ln(x− 3) + arcsin
x− 5

2
�e²ení:(

ln ln(x− 3) + arcsin
x− 5

2

)′
=

1

ln(x− 3)

1

x− 3
+

1√
1−

(
x−5
2

)2 12
x > 3, x− 3 > 1, tedy x > 4. Navíc 3 < x < 7. Celkem 4 < x < 7

(h) xx

�e²ení: Nejprve rozepí²eme funkci jako

xx = ex lnx.

To je sloºená funkce, tedy: f(x) = ey, f ′(x) = ey a g(x) = x lnx a g′(x) =
1 · lnx+ x · 1

x (derivace sou£inu, x je spojité na celém R). Celkem máme:

(ex lnx)′ = ex lnx(lnx+ 1) = xx(lnx+ 1)

Jelikoº se x vyskytuje v logaritmu, tak x > 0. Jinak x i lnx jsou spojité a jejich
sou£in je také spojitý, máme podmínky v¥ty.
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(i) x(sinx)

�e²ení:

(xsinx)′ = (esinx lnx)′ = esinx lnx · (cosx lnx+ sinx · 1
x
)

x > 0

(j) sin(sin(sinx))

�e²ení: Také sloºená funkce:

(sin(sin(sinx)))′
SD
= cos(sin(sinx)) · (sin(sinx))′ SD=

cos(sin(sinx)) · cos(sinx) · (sinx)′ SD= cos(sin(sinx)) · cos(sinx) · (cosx)

V²echny funkce jsou spojité na R, tak podmínky v¥ty spln¥ny.

(k) ln(ln2(ln3 x))

�e²ení: Opakovan¥ zderivujeme sloºenou funkci, prve: f(x) = ln y, f ′(x) = 1
y ,

g(x) = ln2(ln3 x). Tedy máme:

(ln(ln2(ln3 x)))′
SD
=

1

ln2(ln3 x)
· (ln2(ln3 x))′

Dal²í derivace: vn¥j²í funkce f(x) = y2, f ′(x) = 2y a vnit°ní g(x) = ln(ln3 x).
Celkem:

(ln2(ln3 x))′
SD
= 2 ln(ln3 x) · (ln(ln3 x))′.

Dále, vn¥j²í f(x) = ln y, f ′(x) = 1
y a vnit°ní g(x) = ln3 x. Získali jsme:

(ln(ln3 x))′
SD
=

1

ln3 x
· (ln3 x)′

Pokra£ujeme, vn¥j²í f(x) = y3, f ′(x) = 3y2 a vnit°ní g(x) = lnx, g′(x) = 1
x , celkem

(ln3 x)′ = 3 ln2 x · 1
x

Celá úloha:

(ln(ln2(ln3 x)))′
SD
=

1

ln2(ln3 x)
· (ln2(ln3 x))′ SD= 1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · (ln(ln3 x))′ SD=

1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · 1

ln3 x
· (ln3 x)′ SD= 1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · 1

ln3 x
· 3 ln2 x · (lnx)′ SD=

1

ln2(ln3 x)
· 2 ln(ln3 x) · 1

ln3 x
· 3 ln2 x · 1

x
=

6

x ln(ln3 x) lnx

V¥ty jsme pouºívali bez p°edpoklad·, je pot°eba je doplnit. Polynomy i logaritmy
jsou spojité na svém de�ni£ním oboru, takºe ten musíme ur£it. Z logaritm· máme

x > 0

a dále
ln2(ln3 x) > 0
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tedy
| ln3 x| ≠ 1 a ln3 x > 0

odtud
x > 1, x ̸= e.

Záv¥r: x ∈ (1, e), (e,∞).

(l)
sin2 x

sinx2

�e²ení: derivujeme podíl a je²t¥ dv¥ sloºené funkce. Nejprve podíl (v²e je spojité):(
sin2 x

sinx2

)′
AD
=

(sin2 x)′ sinx2 − sin2 x(sinx2)′

(sinx2)2

a nyní se podíváme na ty sloºené fce: první p°ípad � sin2 x, vn¥j²í f(x) = y2,
f ′(x) = 2y a vnit°ní g(x) = sinx, g′(x) = cosx, sinus je spojitý, dohromady

(sin2 x)′
SD
= 2 sinx · cosx.

druhý p°ípad � sinx2, vn¥j²í f(x) = sin y, f ′(x) = cos y, vnit°ní g(x) = x2, g′(x) =
2x. Polynomy jsou spojité, máme tedy dohromady

(sinx2)′
SD
= cosx2 · 2x

Dosadíme zp¥t a máme:(
sin2 x

sinx2

)′
AD
=

(sin2 x)′ sinx2 − sin2 x(sinx2)′

(sinx2)2
SD
=

2 sinx cosx sinx2 − sin2 x cosx22x

(sinx2)2

Podmínky: ve jmenovateli nesmí být nula, tedy x2 ̸= kπ.

(m) 2tan
1
x

�e²ení: Nejprve p°epí²eme

2tan
1
x = etan

1
x
·ln 2

a uv¥domíme si, ºe ln 2 je úpln¥ oby£ejná konstanta ten zbytek je sloºená funkce.
Máme vn¥j²í funkci f(x) = ey, f ′(x) = ey, vnit°ní g(x) = ln 2 tan 1

x , spojitost
vy°e²íme za chvíli a máme:(

etan
1
x
·ln 2
)′

= etan
1
x
·ln 2 ·

(
ln 2 tan

1

x

)′

Op¥t sloºená funkce, vn¥j²í f(x) = tan y, f ′(x) = 1
cos2 y

vnit°ní g(x) = 1
x , g

′(x) =

− 1
x2 ,

1
x je spojitá mimo nulu, celkem

(
tan 1

x

)′
= 1

cos2 1
x

· −1
x2 takºe máme:(

etan
1
x
·ln 2
)′

= etan
1
x
·ln 2 ·

(
tan

1

x

)′
= 2tan

1
x · ln 2 1

cos2 1
x

· −1

x2

Podmínky: 1
x ̸= 0 a kv·li tangens 1

x ̸= π
2 + kπ, k ∈ Z. Pot°ebovali jsme spojitost

tan 1
x , který je spojitý na p°íslu²ných intervalech.
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(n)
1√
2
arccot

√
2

x

�e²ení: Sloºená funkce: vn¥j²í f(x) = arccot y, f ′(y) = −1
1+y2

a vnit°ní g(x) =
√
2
x ,

g′(x) =
√
2−1
x2 , g je spojitá mimo 0, takºe:(

1√
2
arccot

√
2

x

)′
SD
=

1√
2

−1

1 + 2
x2

√
2 · −1

x2
=

1

2 + x2

Podmínky: x ̸= 0.

(o)
xp(1− x)q

1 + x
, p, q > 0

�e²ení: Dce podílu a zárove¬ sou£inu:(
xp(1− x)q

1 + x

)′
AD
=

[pxp−1(1− x)q + xpq(1− x)q−1(−1)](1 + x)− xp(1− x)q · 1
(1 + x)2

Podmínky: x ̸= −1, coº nám zárove¬ zaru£í spojitost pro podmínky v¥ty.

4. (a) ln
x2 − 1

x2 + 1
�e²ení: P°íklad máme z https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8.PDF

Z v¥ty o derivaci sloºené funkce máme(
ln

x2 − 1

x2 + 1

)′
=

x2 + 1

x2 − 1
· 2x(x

2 + 1)− 2x(x2 − 1)

(x2 + 1)2
=

4x

(x2 + 1)(x2 − 1)

x ∈ (−∞,−1) ∪ (1,∞)

(b) arccot
2x

x2 − 1
�e²ení: P°íklad máme z https://is.muni.cz/do/sci/UMS/el/analyza/pages

/derivace.html

Z v¥ty o derivaci sloºené funkce máme(
arccot

2x

x2 − 1

)′
=

−1

1 + 2x
x2−1

· 2(x
2 − 1)− 2x2x

(x2 − 1)2
=

2

1 + x2
.

x ̸= ±1

(c)

√
1 + e

√
3+x2

�e²ení: Z v¥ty o derivaci sloºené funkce máme(√
1 + e

√
3+x2

)′
=

1

2
· 1√

1 + e
√
3+x2

· e
√
3+x2 · 1

2
· 1√

3 + x2
· 2x

x ∈ R

(d)
ex − e−x

ex + e−x

�e²ení: Z v¥ty o derivaci sloºené funkce máme
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(
ex − e−x

ex + e−x

)′
=

(ex + e−x)(ex + e−x)− (ex − e−x)(ex − e−x)

(ex + e−x)2

=
(e2x + e−2x + 2)− (e2x + e−2x − 2)

(ex + e−x)2
=

4

(ex + e−x)2

x ∈ R
(e) sin(arcsinx)

�e²ení:

(sin(arcsinx))′ = cos(arcsinx) · 1√
1− x2

Df : x ∈ [−1, 1], Df ′ : x ∈ (−1, 1)

(f) ln(lnx) + ln(ln 2)

�e²ení:

Aplikujeme derivaci sloºené funkce a fakt, ºe ln(ln 2)) je konstanta:

(ln(lnx) + ln(ln 2))′ =
1

lnx
· 1
x
+ 0

x > 1

5. Vypo£t¥te derivace (i jednostranné) následujících funkcí

Toto cvi£ení máme z https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8.PDF

(a) f(x) = x · |x|
�e²ení: Funkci lze rozepsat jako

f(x) =

{
−x2, x < 0

x2, x ≥ 0.

Pak máme

f ′(x) =

{
−2x, x < 0

2x, x > 0.

Zbývá vy²et°it derivaci v 0.

1. moºnost: z de�nice. Pro derivaci zprava a zleva máme

f ′
+(0) = lim

h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

h2 − 0

h
= lim

h→0+

h2

h
= 0.

a

f ′
−(0) = lim

h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

−h2 − 0

h
= lim

h→0−

−h2

h
= 0.

Záv¥r: derivace v 0 existuje a rovná se 0.

2. moºnost: z v¥ty.

Funkce je spojitá v 0, tedy z v¥ty máme

f ′
+(0) = lim

x→0+
f ′(x) = lim

x→0+
2x = 0.

a
f ′
−(0) = lim

x→0−
f ′(x) = lim

x→0−
−2x = 0.

Dohromady f ′(0) = 0.
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(b)

f(x) =


1− x, x ∈ (−∞, 1)
(1− x)(2− x), [1, 2]
−(2− x), (2,∞)

�e²ení:

Na otev°ených intervalech máme

f ′(x) =


−1, x ∈ (−∞, 1)
2x− 3, (1, 2)
1, (2,∞)

Protoºe funkce je spojitá na celém R, lze derivace v bodech 1 a 2 dopo£ítat z v¥ty.

f ′
+(1) = lim

x→1+
f ′(x) = lim

x→1+
2x− 3 = −1.

a
f ′
−(1) = lim

x→1−
f ′(x) = lim

x→1−
−1 = −1.

Dohromady f ′(1) = −1.

f ′
+(2) = lim

x→2+
f ′(x) = lim

x→2+
1 = 1.

a
f ′
−(2) = lim

x→2−
f ′(x) = lim

x→2−
2x− 3 = 1.

Dohromady f ′(2) = 1.

(c) f(x) = | ln |x||
�e²ení: Prve funkci rozepí²eme

f(x) =


ln(−x), x ∈ (−∞,−1)

− ln(−x), x ∈ [−1, 0)

− ln(x), x ∈ (0, 1)

ln(x), x ∈ [1,∞)

Derivace ve vnit°ních bodech interval·:

f ′(x) =


1
x , x ∈ (−∞,−1)

− 1
x , x ∈ (−1, 0)

− 1
x , x ∈ (0, 1)

1
x , x ∈ (1,∞)

Funkce je spojitá na svém de�ni£ním oboru Df = (−∞, 0) ∪ (0,∞).

Pro body ±1 tedy m·ºeme pouºít v¥tu.

f ′
+(1) = lim

x→1+
f ′(x) = lim

x→1+

1

x
= 1.

a

f ′
−(1) = lim

x→1−
f ′(x) = lim

x→1−
−1

x
= −1.
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Protoºe derivace zleva a zprava se nerovnají, tak derivace f ′(1) neexistuje.

Analogicky

f ′
+(−1) = lim

x→−1+
f ′(x) = lim

x→−1+
−1

x
= −1.

a

f ′
−(−1) = lim

x→−1−
f ′(x) = lim

x→−1−

1

x
= 1.

Protoºe derivace zleva a zprava se nerovnají, tak derivace f ′(−1) neexistuje.

Bonus

6. Zderivujte funkci f(x) = ⌊x⌋ sin2 πx.
�e²ení: P°íklad máme z https://users.math.cas.cz/~vanzura/SBIR8.PDF

Za�xujme k ∈ Z a uvaºujme interval Ik = (k, k + 1).

Pro funkci a její derivaci pak platí f(x) = k sin2 πx, f ′(x) = k · 2 sin(πx) cos(πx)π,
x ∈ Ik.

Protoºe funkce je spojitá zprava, z v¥ty platí

f ′
+(k) = lim

x→k+
k · 2 sin(πx) cos(πx)π = 0.

Derivaci f ′
−(k) spo£ítáme z de�nice

f ′
−(k) = lim

h→0−

⌊k + h⌋ sin2(π(k + h))− k sin2(πk)

h
= lim

h→0−

(k − 1) sin2(π(k + h))

h

= (k − 1) lim
h→0−

(sin(πk) cos(πh) + cos(πk) sin(πh))2

h

= (k − 1) lim
h→0−

((−1)k sin(πh))2

h
= (k − 1) lim

h→0−

sin(πh)

πh
· π sin(πh)

AL
= 0.

Záv¥r: derivace f ′(k) = 0.
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