
14. cvi£ení � VOLSF + f g

https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~kuncova/vyuka.php, kuncova@karlin.mff.cuni.cz

P°íklady

1. Spo£t¥te limity

(a)

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e

�e²ení:

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→∞

ex log(1+ 1
x)

Spo£teme limitu vnit°ní funkce:

lim
x→∞

x log

(
1 +

1

x

)
= lim

x→∞

log
(
1 + 1

x

)
1
x

= 1,

nebo´ dal²í sloºená funkce

lim
x→0

log(1 + y)

y
= 1

a

lim
x→∞

1

x
= 0.

(podmínka P, g(x) = 1
x ̸= 0 pro ∀x ∈ (0,∞).)

Zp¥t k p·vodní funkci

lim
x→∞

ex log(1+ 1
x) = e1,

tady podmínka S, ez je spojitá funkce v bod¥ 1.

(b)

lim
x→∞

(
1− 2

x

)x

= e−2,

�e²ení:

lim
x→∞

(
1− 2

x

)x

= lim
x→∞

ex log(1− 2
x)

Spo£teme limitu vnit°ní funkce:

lim
x→∞

x log

(
1− 2

x

)
= lim

x→∞
−2 ·

log
(
1− 2

x

)
−2 · 1

x

= −2,

nebo´ dal²í sloºená funkce

lim
x→0

log(1 + y)

y
= 1

a

lim
x→∞

−2

x
= 0.

(podmínka P, g(x) = − 2
x ̸= 0 pro ∀x ∈ (42,∞).)
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Zp¥t k p·vodní funkci

lim
x→∞

ex log(1− 2
x) = e−2,

tady podmínka S, ez je spojitá funkce v bod¥ −2.

(c)

lim
x→∞

(
1 +

2

x2

)x

= 1

�e²ení:

lim
x→∞

(
1 +

2

x2

)x

= lim
x→∞

e
x log

(
1+ 2

x2

)

Vnit°ní funkce:

lim
x→∞

x log

(
1 +

2

x2

)
= lim

x→∞

2x

x2
log
(
1 + 2

x2

)
2
x2

= lim
x→∞

2

x

log
(
1 + 2

x2

)
2
x2

V OAL
= 0 · 1 = 0

Pouºita vnit°ní funkce na logaritmus, podmínka P, 2/x2 ̸= 0 na (0,∞).

Celkem tedy

lim
x→∞

(
1 +

2

x2

)x

= e0 = 1,

(podmínka S, ey spojitá v 0.)

2. Spo£t¥te limity

(a)

lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

=

√
2

3

�e²ení:

Pouºijeme úpravy na exponent a dostaneme

lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

= lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)(1−x)/[(1−x)(1+
√
x)]

= lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)1/(1+
√
x)

Funkci vý²e m·ºeme rozepsat(
1 + x

2 + x

)1/(1+
√
x)

= e1/(1+
√
x)·log( 1+x

2+x)

Nyní je vid¥t, ºe funkce je spojitá v bod¥ 1 - jde o sloºení, sou£et a násobení
spojitých funkcí.

Tedy dosazením dostaneme

lim
x→1

(
1 + x

2 + x

)1/(1+
√
x)

=

(
2

3

)1/2

=

√
2

3
.
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(b)

lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

= 1

�e²ení:

Pouºijeme klasický trik p°evedení do exponentu za pouºití vzorce y = elog y.

= lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

= lim
x→+∞

exp

[
log

(
1 + x

2 + x

)
· 1−

√
x

1− x

]
=

Uºijeme VOLSF a spo£teme limitu vnit°ní funkce

lim
x→+∞

log

(
1 + x

2 + x

)
· 1−

√
x

1− x
= lim

x→+∞
log

(
x

x
·

1
x + 1
2
x + 1

)
· 1

1 +
√
x

AL
= 0 · 0 = 0.

Uºili jsme vnit°ní funkci na logaritmus, podmínka (S) (log y spojitý v 1): g(x) =(
x
x ·

1
x
+1

2
x
+1

)
, f(y) = log y.

lim
x→0

(
x

x
·

1
x + 1
2
x + 1

)
AL
= 1

a
lim
y→1

log y = 0.

Pro p·vodní limitu pak máme z VOLSF (podmínka (S), ey je spojitá v 0)

lim
x→+∞

(
1 + x

2 + x

)(1−
√
x)/(1−x)

= e0 = 1.

(c)

lim
x→+∞

(
x+ 2

2x− 1

)x2

= 0

�e²ení:

Upravujeme.

lim
x→∞

(
x+ 2

2x− 1

)x2

= lim
x→∞

exp

[
log

(
x+ 2

2x− 1

)
· x2
]

Spo£teme limitu vnit°ní funkce (na logaritmus uºito VOLSF, podmínka (S), tedy
log y spojitý v 1

2):

lim
x→∞

log

(
x+ 2

2x− 1

)
· x2 = log

(
1

2

)
∞ = −∞

P·vodní limita: Protoºe limy→−∞ ey = 0, máme

lim
x→+∞

(
x+ 2

2x− 1

)x2

= 0

(VOLSF, podmínka P, x2 log
(

x+2
2x−1

)
̸= −∞ na P (∞, 1).)
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(d)

lim
x→+∞

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

) x3

1−x

= 0

�e²ení:

Upravujeme.

lim
x→∞

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

) x3

1−x

= lim
x→∞

exp

[
log

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

)
· x3

1− x

]
Limita vnit°ní funkce

lim
x→∞

log

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

)
· x3

1− x
= log

3

2
· −∞ = −∞

Pouºito VOLSF na logaritmus, podmínka (S): log y spojitý v 3
2 .

Protoºe limy→−∞ ey = 0, pro p·vodní limitu (podmínka (P) analogicky jako v
p°edchozím p°íklad¥) pak je

lim
x→+∞

(
3x2 − x+ 1

2x2 + x+ 1

) x3

1−x

= 0

(e)

lim
x→π

4
+

[
tg
(π
8
+ x
)]tg 2x

= 0

�e²ení:

Upravíme

lim
x→π

4
+

[
tg
(π
8
+ x
)]tg 2x

= lim
x→π

4
+
exp

(
log
[
tg
(π
8
+ x
)]

· tg 2x
)
=

Pro vnit°ní funkci máme (logaritmus je spojitý v tan 3π
8 )

lim
x→π

4
+

(
log

(
tg

3

8
π

)
· −∞

)
= −∞.

Protoºe limy→−∞ ey = 0, pro p·vodní limitu (podmínka (P)) pak je

lim
x→π

4
+

[
tg
(π
8
+ x
)]tg 2x

= 0.

(f)

lim
x→+∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x−1
x+1

= 1

�e²ení:

Upravíme
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lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x−1
x+1

= lim
x→∞

exp

(
log

(
x2 − 1

x2 + 1

)
· x− 1

x+ 1

)
Pro vnit°ní funkci (logaritmus spojitý v 1):

lim
x→∞

log

(
x2 − 1

x2 + 1

)
· x− 1

x+ 1
= log 1 · 1 = 0.

Dohromady

lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 + 1

)x−1
x+1

= e0 = 1

Podmínka (S).

(g)

lim
x→+∞

(
x2 + 2x− 1

2x2 − 3x− 2

)1/x

= 1

�e²ení: Upravíme

lim
x→∞

(
x2 + 2x− 1

2x2 − 3x− 2

)1/x

= lim
x→∞

exp

(
log

(
x2 + 2x− 1

2x2 − 3x− 2

)
· 1
x

)
Pro vnit°ní funkci máme

log

(
x2

x2
·
1 + 2

x − 1
x2

2− 3
x − 2

x2

)
· 1
x

AL
= log

1

2
· 0 = 0.

Pro logaritmus máme VOLSF (S), protoºe logaritmus je spojitý v 1
2 .

Pro vn¥j²í funkci pak máme
lim
y→0

ey = 1

Podmínka (S) ey je spojité v 0.

3. Spo£t¥te limity

(a)

lim
x→+∞

(
log x+ 1

log x

)log x

= e

�e²ení: Máme

lim
x→+∞

(
log x+ 1

log x

)log x

=

(
1 +

1

log x

)log x

VOLSF g(x) = log x, f(y) = (1 + 1
y )

y, pak

lim
x→∞

log x = ∞,

a

lim
y→+∞

(
1 +

1

y

)y

= e,

coº víme z 1. p°íkladu.

Podmínka (P), log x ̸= ∞ na P (∞, 1).
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(b)

lim
x→0

(
1 + x2

) 1
sin2 x = e

�e²ení:

lim
x→0

(1 + x2)
1

sin2 x = lim
x→0

exp

(
1

sin2 x
log(1 + x2)

)
Rozepí²eme

lim
x→0

1

sin2 x
log(1 + x2) = lim

x→0

x2

sin2 x
· log(1 + x2)

x2
AL
= 1 · 1.

Máme VOLSF pro g(x) = x2, f(y) = log(1+y)
y , podmínka (P), x2 ̸= 0 na P (0, 42).

P·vodní limita pak je (podmínka (S), exponenciála spojitá v 1)

lim
x→0

(
1 + x2

) 1
sin2 x = e1

(c)

lim
x→0

(
1 + x2

)cotg2 x
= e

�e²ení:

lim
x→0

(1+x2)cotg
2 x = lim

x→0
(1+x2)

cos2 x
sin2 x = lim

x→0
(1+x2)

1−sin2 x

sin2 x = lim
x→0

(1+x2)−1· lim
x→0

(1+x2)
1

sin2 x

První limitu spo£teme snadno dosazením (jde o spojitou funkci), vyjde (1+0)−1 =
1−1 = 1. Zbyde tedy pouze druhá limita, která ale vede na p°edchozí p°íklad.

Celkový výsledek

lim
x→0

(
1 + x2

)cotg2 x AL
= 1 · e = e

(d)

lim
x→0

(1 + tg x)
1

sin x = e

�e²ení: P°epí²eme na

lim
x→0

(1 + tg x)
1

sin x = lim
x→0

exp

[
1

sinx
log(1 + tg x)

]
Vnit°ní limitu roz²í°íme

lim
x→0

1

sinx
log(1+tg x) = lim

x→0

tg x

sinx
· log(1 + tg x)

tg x
= lim

x→0

1

cosx
· log(1 + tg x)

tg x

V OAL
= 1·1.

Dohromady pak máme

lim
x→0

exp

[
1

sinx
log(1 + tg x)

]
= e1 = e

Uºili jsme VOLSF, g(x) = tg x, limx→0 tg x = 0, f(y) = log(1+y)/y, limy→0 f(y) =
1. Podmínka P: tanx ̸= 0 na P (0, π4 ).
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(e)
lim
x→π

2

(sinx)tg x = 1.

�e²ení:

P°epí²eme pomocí exponenciály:

lim
x→π

2

(sinx)tg x = lim
x→π

2

etg x log(sinx)

Spo£teme limitu vnit°ní funkce

lim
x→π

2

tg x log(sinx) = lim
x→π

2

sinx · 1

cosx
· log(sinx)
sinx− 1

· (sinx− 1)

Uvaºujme limitu

lim
x→π

2

sinx− 1

cosx
= lim

x→π
2

cos(π2 − x)− 1

sin(π2 − x)
= lim

x→π
2

cos(π2 − x)− 1

(π2 − x)2
·

(π2 − x)

sin(π2 − x)
·
(π
2
− x
)

AL
= −1

2
· 1 · 0 = 0

Zp¥t k vnit°ní limit¥:

lim
x→π

2

sinx · 1

cosx
· log(sinx)
sinx− 1

· (sinx− 1)
AL
= 1 · 1 · 0 = 0.

P°echod k p·vodní limit¥
e0 = 1.

Podmínky VOLSF:

� f(y) = log y
y−1 , g(x) = sinx, limx→π

2
sinx = 1, limy→1

log y
y−1 = 1. Podmínka (P):

sinx ̸= 1 na P (π2 ,
π
4 ).

� f(y) = ey, g(x) = tanx log(sinx), limx→π
2
tanx log(sinx) = 0, limy→0 e

y = 1.
Podmínka (S): ey je spojitá v 0.

� f(y) = cos y−1
y2

, g(x) = (π2 − x), Podmínka (P): (π2 − x) ̸= 0 na P (π2 ,
π
4 ).

� f(y) = y
sin y , g(x) = (π2 − x), Podmínka (P): (π2 − x) ̸= 0 na P (π2 ,

π
4 ).

(f)

lim
x→+∞

(
x+ a

x− a

)x

= e2a

�e²ení:

Pro a = 0 máme konstantní funkci

lim
x→∞

1x = lim
x→∞

1 = 1.

Pro a ̸= 0 jednoduchou úpravou dostaneme

lim
x→∞

(
x+ a

x− a

)x

= lim
x→∞

(
x− a+ 2a

x− a

)x

= lim
x→∞

(
1 +

2a

x− a

)x

= lim
x→∞

ex log(1+ 2a
x−a)
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Vnit°ní funkce:

lim
x→∞

x log

(
1 +

2a

x− a

)
= lim

x→∞
x
log
(
1 + 2a

x−a

)
2a
x−a

(
2a

x− a

)

= lim
x→∞

log
(
1 + 2a

x−a

)
1 + 2a

x−a

· x
x
·
(

2a

1− a
x

)
AL
= 1 · 2a = 2a

Pouºili jsme VOLSF, f(y) = log(1+y)
y , g(x) = 2a

x−a , podmínka (P): 2a
x−a ̸= 0 na

P (∞, 1/2a).

P·vodní limita (podmínka (S): exponenciála je spojitá na celém R, tedy i v bod¥
2a).

lim
x→∞

ex log(1+ 2a
x−a) = e2a.

Zkou²kové p°íklady

4. Spo£t¥te limity

(a) lim
x→0+

(
1−

√
arcsinx

) 1
4√1−cos x

�e²ení: P°epí²eme jako:

lim
x→0+

(
1−

√
arcsinx

) 1
4√1−cos x = lim

x→0+
exp

[
1

4
√
1− cosx

log
(
1−

√
arcsinx

)]
Spo£teme limitu vnit°ní funkce:

lim
x→0+

1
4
√
1− cosx

log
(
1−

√
arcsinx

)
= lim

x→0+
− 4

√
x2

1− cosx
·
log
(
1−

√
arcsinx

)
−
√
arcsinx

·
√

arcsinx

x
V OAL
= − 4

√
2 · 1 · 1 = − 4

√
2

Pak pro p·vodní limitu máme

lim
x→0+

(
1−

√
arcsinx

) 1
4√1−cos x = e−

4√2

Uºili jsme VOLSF na:

i. f = ey, g = 1
4√1−cosx

log
(
1−

√
arcsinx

)
, podmínka (S)

ii. f = 4
√
y, g = x2

1−cosx , podmínka (S)

iii. f =
√
y, g = arcsinx

x , podmínka (S)

iv. f = log 1+y
y , g = −

√
arcsinx, podmínka (P): arcsinx ̸= 0 na P+(0,

1
2).

(b) lim
x→0

(
2e

4x
x+1 − 1

)x2+1
3x
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�e²ení: P°epí²eme

lim
x→0

(
2e

4x
x+1 − 1

)x2+1
3x

= lim
x→0

exp

[
x2 + 1

3x
log
(
2e

4x
x+1 − 1

)]
Pro vnit°ní funkci máme

lim
x→0

x2 + 1

3x
log
(
2e

4x
x+1 − 1

)
= lim

x→0

x2 + 1

3x

log
(
2e

4x
x+1 − 1

)
2e

4x
x+1 − 2

· 2e
4x
x+1 − 1

4x
x+1

· 4x

x+ 1

= lim
x→0

4

3
· x

2 + 1

x+ 1

log
(
2e

4x
x+1 − 1

)
2e

4x
x+1 − 2

· 2e
4x
x+1 − 1

4x
x+1

V OAL
=

4

3
· 1 · 1 · 2 · 1 =

8

3

P·vodní limita pak je

lim
x→0

(
2e

4x
x+1 − 1

)x2+1
3x

= e
8
3

Uºili jsme VOLSF na:

i. f = ey, g = x2+1
3x log

(
2e

4x
x+1 − 1

)
podmínka (S)

ii. f = log y
y−1 , g =

(
2e

4x
x+1 − 1

)
, podmínka (P): 2e

4x
x+1 − 1 ̸= 1, P (0, 12).

iii. f = ey−1
y , g(x) = 4x

x+1 , podmínka (P): 4x
x+1 ̸= 0, P (0, 12).

(c) lim
x→0+

(
4x + 5x + 6x

3

) 1
x

�e²ení: Pí²eme jako

lim
x→0+

(
4x + 5x + 6x

3

) 1
x

= lim
x→0+

exp

[
1

x
log

(
4x + 5x + 6x

3

)]
Pro vnit°ní funkci máme

lim
x→0+

1

x
log

(
4x + 5x + 6x

3

)
= lim

x→0+

1

x
·
log
(
4x+5x+6x

3

)
4x+5x+6x

3 − 1
· 4

x + 5x + 6x − 3

3

= lim
x→0+

1

3
·
log
(
4x+5x+6x

3

)
4x+5x+6x

3 − 1
·
(
4x − 1

x
+

5x − 1

x
+

6x − 1

x

)
V OAL
=

1

3
· 1 · (log 4 + log 5 + log 6) = log 1201/3

Protoºe máme

lim
x→0+

4x − 1

x
= lim

x→0+

ex log 4 − 1

x log 4
· log 4 = log 4.

Analogicky

lim
x→0+

5x − 1

x
= log 5
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a

lim
x→0+

6x − 1

x
= log 6

P·vodní limita:

lim
x→0+

(
4x + 5x + 6x

3

) 1
x

=
3
√
120

Uºili jsme VOLSF na:

i. f = ey, g = 1
x log

(
4x+5x+6x

3

)
, podmínka (S)

ii. f = log y
y−1 , g =

(
4x+5x+6x

3

)
podmínka (P):

(
4x+5x+6x

3

)
̸= 1, P+(0, 12).

iii. f = ey−1
y , g(x) = x log 4 podmínka (P): x log 4 ̸= 0, P+(0, 12). Pro log 5 a log 6

analogicky.

Teorie

5. Nech´ f je funkce spojitá na R. Nech´ navíc f(x) = 0 pro v²echna x ∈ Q. Ukaºte, ºe
pak f(x) = 0 pro v²echna x ∈ R.
�e²ení:

Pro spor p°edpokládejme, ºe pro n¥jaké a ∈ R \ Q je f(a) = A ̸= 0. Pro jednoduchost
p°edpokládejme, ºe A > 0 Protoºe f je spojitá, tak i limx→a = A.

Zvolme ε = |A|
2 . Pak existuje δ > 0 tak, ºe pro kaºdé x ∈ (a− δ, a+ δ) platí |f(x)−A| <

|A|
2 . Neboli

0 <
A

2
< f(x) <

3A

2
.

Jelikoº ale v kaºdém intervalu (a − δ, a + δ) existuje racionální x′, které má f(x′) = 0,
máme spor.

(Pro A < 0 postupujeme analogicky.)

6. Sestrojte spojitou nezápornou funkci f de�novanou na R takovou, ºe: pro kaºdé n ∈ N
platí 0 ∈ f([n,∞) a f není omezená na intervalu [n,∞).

�e²ení:

Nap°. f(x) = |x sin(πx)|.
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